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Limite e continuidade

Nocao Intuitiva de limite

Considere a funcdao f (x) =x? —1. Esta funcdo esta definida para todo x e R, isto &,

qualquer que seja o numero real ¢, o valor f (c) esta bem definido.

Exemplo 1. Se x =2 entdo f(2)=2° —1=3.Dizemos que a imagem de x =2 ¢ o valor f(Z) =3.

Graficamente:

NZAERNE

2

Considere agora uma outra fungio g(x)= Esta fungdo esta definida

Vx e R— {1} . Isto significa que ndo podemos estabelecer uma imagem quando x assume o valor 1.

)=12_1=9???

i
& -1 0

0 . . . o . . . o [
— simboliza uma indeterminacio matematica. Outros tipos de indeterminagdes matematicas

serdo tratados mais adiante.

Qual o comportamento grafico da fungdo g quando x assume valores muito proximos de 1, porém
diferentes de /?

A principio o estudo do limite visa estabelecer o comportamento de uma fun¢do numa
vizinhang¢a de um ponto (que pode ou ndo pertencer ao seu dominio). No caso da func¢do £, qualquer
valor atribuido a x determina uma tinica imagem, sem problema algum. Mas na fun¢do g, existe o
ponto x =/ que gera a indeterminacgao.

x' -1
x—1
(numa vizinhanga) de /, mas diferente de 1. Para isto vamos utilizar tabelas de aproximagaes.

Estudemos os valores da funcio g(x)= quando x assume valores proximos
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Tabelas de aproximacoes

As tabelas de aproximacdes sdo utilizadas para aproximar o valor da imagem de uma

funcdo (se existir) quando a varidvel x se aproxima de um determinado ponto.

Atribuindo a x valores proximos de /, porém menores do que /: (tabela A)

X 0 0,5 0,75 0,9 0,99 0,999 0,9999
2(x) 1 1,5 1,75 1,9 1,99 1,999 1,9999
Atribuindo a x valores proximos de /, porém maiores do que /: (tabela B)
X 2 1,5 1,25 1,1 1,01 1,001 1,0001
2(x) 3 2,5 2,25 2,1 2,01 2,001 2,0001

Observemos que podemos tornar g(x) tdo proximo de 2 quanto desejarmos, bastando
para isso tomarmos x suficientemente proximo de /. De outra forma, dizemos:

“O limite da funcio g(x) quando x se aproxima de (tende a) 7 é igual a 2”.

Simbolicamente escrevemos: lim g(x) =2

x—1

Observacoes:

ou

lim

x—1

x’=1

x—1 -

2.

1) Os dois tipos de aproximagdes que vemos nas tabelas A e B sdo chamados de limites laterais.

* Quando x tende a / por valores menores do que / (tabela A), dizemos que x tende a / pela
esquerda, e denotamos simbolicamente por x — /. Temos entao que:

x—>1"

lim g(x) =2

ou

x’=1

li
m [y

x—>1"

=2

Obs: O sinal negativo no expoente do
n® [ simboliza apenas que x se
aproxima do niimero / pela esquerda.

* Quando x tende a / por valores maiores do que / (tabela B), dizemos que x tende a / pela
direita, e denotamos simbolicamente por x — /* . Temos entdo que:

x—1*

lim g(x) =2

ou

x’ =1

li
m v_]

x—It

=2

Obs: O sinal positivo no expoente
do n® I simboliza apenas que x se
aproxima do nimero / pela direita.

2) Se a funcdo g se aproximasse de valores distintos 2 medida que x se aproximasse lateralmente de

1, pela esquerda e pela direita, entdo diriamos que o limite da fun¢ao g nao existiria neste ponto,

simbolicamente 3 lin? g(x).
x—>

3) O limite da fun¢do g(x) quando x se aproxima de /, somente existe se os limites laterais sao

iguais. Simbolicamente:

lim g(x) =2 se, e somente se, [im g(x)

x—>1"

lim g(x) =2.

x—>1*

Seré necessario sempre construir tabelas de aproximagoes para determinar o limite de uma funcio,
caso ele exista?

Nao! H4 uma forma bem mais simples, como veremos a seguir.
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Calculo de uma indeterminacao do tipo %

. N .0 co *
Sempre que nos depararmos com uma indeterminagdo do tipo rk deveremos simplificar a

expressdo da fun¢do envolvida. Logo apoés, calculamos o limite da funcdo substituindo, na
expressao ja simplificada, o valor de x.

* Para simplificar a expressdo voc€ deve utilizar fatoragdo, racionalizagdo, dispositivo pratico de

Briot-Ruffini para dividir polindmios, etc...

Vejamos os exemplos seguintes.

x’ =1
x—1"

Exemplo 2. Determine lin3 g(x), onde g(x)=

0 . . - . ) .
Observe que g(] ) = 0 que ¢ uma indeterminacdo matematica! Quando a variavel x esta cada vez

mais proxima de /, a fungdo g estd cada vez mais proxima de quanto? Devemos entdo simplificar a
expressao da funcdo g e depois fazer a substituigdo direta.

2
g(x) == _]—(x_])(x+])=(x+1),‘v’x;tl Entao:

x—1 x—1
. ool (=Dxtd) o X =l
lim g(x)=lim il — =lim(x+1)=1+1=2.  Logo, lim ——=2.

Chegamos a mesma conclusdo da andlise feita pelas tabelas de aproximagdes, porém de uma forma
mais rapida e sistematica.

Nao mais utilizaremos as tabelas de aproximacodes para casos semelhantes a este!!

x’ -1 - . x' -1
=2 significa que a fungdo g(x)=
x —

esta

Vale lembrar que a expressao lim

x> X —
tdo proxima de 2 assim como x estd suficientemente proximo de /, porém diferente de /.
Graficamente podemos verificar isso:

. N x' =1
Grafico da fungao g(x) = IR Vx #1.
x—
y1
= iT=y—=2 -1

ol — . = lim =7

______ X ==y ¥+l x—f
o) f x
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Exemplo3. Determine linf]z :
X—> x —_

m&—]_,m Nx—1 Jx+1 (x-1) 1 1

li =1/ =[lim =lim

vl x2—]  xol x?_] \/;4_] Xl (x_])(x+1)(\/;+]) x>l (x+])\/;+] :Z'

) L .. 0
(observe a indeterminacdo matematica 0 ).

Se vocé construir as tabelas de aproximagdes, constatard que g(x) esta cada vez mais proximo de
1/4 a medida que x se aproxima de /.

3
Exemplo 4. Determine /im 5

x—2 x° -

. N . 0
(observe a indeterminacao matematica 0 ).

-8 (¥=2) . (-2t w2x+4) . (Pe2x+4) 12
llm I T = lll’l’l > m ——F—=—=
2 3x7 =12 2 3t —4) o2 3(x-2fx+2) o2 3(x+2) 12

Definicao intuitiva de limite.

Seja f uma fun¢do definida num intervalo / — R contendo a, exceto possivelmente no
proprio a. Dizemos que o limite de f{x) quando x se aproxima de a é L eR, e escrevemos
lim f (x)=L, se, e somente se, os limites laterais a esquerda e a direita de a sdo iguais

xX—a

a L, isto é, lim f(x)=lim f(x)=L. Caso contrario, dizemos que o limite nio existe, em
- x—a*

X—>a

simbolo ¥ lim f(x).

xX—>a

Proposi¢ao (unicidade do limite).

Se lim f(x)=L, e lim f(x)=L,, entdo L, =L,. Se o limite de uma fun¢io num ponto existe,
entdo ele € unico.

Principais propriedades dos limites.

Se lim f(x) e lim g(x) existem, e k é um nimero real qualquer, entio:
xX—a xX—>a

a) lim [/ (x)+ g(x)]=lim f(x)lim g(x).
b) lim k. flx)= k.lim 7(x).

¢) lim [f(x)- g(x)]= lim f(x)-lim g(x).

X—>a X—>a

/i
d) lim f(x) = ’CZZ f(X), lim g(x)#0.
X—a g(x) {f_’;’z g(x) X—a
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2
Exemplo 5. Calcule /im
=2 2x+4

usando as propriedades.

33X -6 . 3(x2—2) 3. x*-2_3 {}L’}x -2 32 3
lim =lim——="—"[im Tx22 2 _ . Z
=2 2x+4 =2 2x+2) 2 =2 x+2 2 limx+2 2 4 4

x—2

2 2
Obteriamos este resultado substituindo diretamente: [im 3¥ -6 _32 -6 = 12-6 = % = g

2 2x +4 2(2)+4 4+4

Atividades (grupo 1).

Calcule os limites abaixo:

3
—1

4-x’ x°—4x+3 c) lim >
a) lim b) lim —————— x>l 5x—
)x—>—2 2+x )x—>3 x’—x-6 19x=I
ay tim S &) lim = =10 0 tin V!
\”—)—24 x2 X2 8 x3 =l x ]

o) lim —1=% h) lim =YX~ i) tim V2
_A=x i 23 JoNOHX
x>l x 44/ 24+ x 7 x? —49 = J—S5—x

Atividades (grupo 2).

Calcule os limites indicados:

ol aso leule: lim £(x), lim f(x) ¢ lim £(x)
a) f(x wil x>0 calcule ximlf , xz_r)rzzfx exl_rzgfx.
,X#2
b) glx { calcule: lim a(x).
4-x", x<1
c) h(x) = , calcule: lim h(x).
S5-2x,x>1 a1
2%, x<0
d) I(x)=47-x?, 0<x<2 , calcule: lim I(x), lim (x), lim I(x) e Ilim I(x).
x—0 x—2 X—>—00 xX—> 400
2x—6, x>2
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Limites infinitos

Quando resolvemos um limite ¢ ndo encontramos como resposta valores numéricos, mas sim
infinito (+ o ou — ), dizemos entdo que o limite € infinito.

2
Exemplo 6. Calcule /im al ].
x—>—1 X — ]

x’=1 ¢ 0 0
, encontramos ——=0.
-1 2

Neste caso, quando fazemos a substitui¢do de x por —/ na expressao

. 0
Esta nao é uma situaciio especial. Sempre que na substituicao de x ocorrer Iz k # 0, o resultado

do limite sera sempre zero, naturalmente.
R k
E se na substitui¢do do valor de x ocorrer 0 k#0?
Vamos analisar esta situacdo num caso particular e depois formalizar uma regra.
o]
Exemplo 7. Estude o seguinte limite: /im —.
x=>0 X
Devemos analisar os limites laterais. Vamos recorrer as tabelas de aproximagdes:

Aproximagao do zero pela direita (notagdo x — 0")

X 1 0,1 0,01 0,001 0,0001

Ax)=1/x ] 10 100 1000 10.000

Cada vez que tomamos x suficientemente proximo de zero (pela direita), f(x)=1/x cresce
indefinidamente. Simbolizamos esta situacao assim:

lim —=+w
x=0" X

Aproximagdo do zero pela esquerda (notacdo x — 0")

X -1 -0,1 -0,01 -0,001 -0,0001

fx)=1/x -1 -10 -100 -1000 -10.000

Cada vez que tomamos x suficientemente proximo de zero (pela esquerda), f(x)=1/x decresce
indefinidamente. Simbolizamos esta situa¢ao assim:
1

lim —=-
x—=0" X FT

1
Conclusdo: Como os limites laterais sdo distintos, entdo 3 /im —.
x—0 X

Veja ao lado o grafico da fungdo f(x)=1/x.
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Regra (generalizacdo)

. . .k
Se no célculo de um limite ocorrer uma situagdo do tipo 5, k # 0, entdo:

i:+oo,k>0 e i:—oo,k<0.
0" 0"

iz_oo,k>0 e i=+oo,k<0.
0~ 0"

k . o
Desta tabela podemos perceber que = 0. Se o denominador tende ao infinito com o
T 00

numerador constante, a razdo se aproxima de zero. Como veremos agora.

Limites no infinito

Estamos interessados agora em estabelecer o comportamento de uma funcao quando a varidvel x
cresce indefinidamente (x — +o0) ou quando ela decresce indefinidamente (x — —o0 ). Em algumas
situacdes, a fungdo se aproxima de um valor numérico (figura 1), noutros pode também crescer
indefinidamente (figura 2) ou decrecer indefinidamente (figura 3).

¥ ; ¥ F1a
b
_— 1 g
0 ¥ 0 : 0 1'1 x
Figura 1 Figura 2 Fig;ura 3
Exemplo 8.

Na figura 1: Zim(i+1):0+]:], na figura 2: lim(x+1):+oo e na figura 3:

X400\ X X—>+0

lim (— x’ + 4>: -0,

X—>+00

A tabela abaixo apresenta situagdes de soma e produto de infinitos que usaremos com freqiiencia.

(ioo)-(ioo)=+oo (J_roo)-k=i00,sek>0
E: OO; —I—(Eoo)): _:O e se keR ,entdo g OO;'_I_kkz +:O’ sek <0 .
+ o)+ (+w)=+0 + o0 =400

(i OO) — (i OO) =7 indeterminagio! (i 00) —k =0
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Vale ressaltar ainda que, se n ¢ um natural ndao nulo, entao:

+ 00, 1 par.

X—>+0 X—>—p0

lim x" =40 e [lim x" = ,
— o0, n impar.

Atividades (grupo 3). Calcule os limites:

2 — —
a) lim— by tim =2 im22 =7 d) lim =~ 22" +6
2 x —2 x—3 (X — 3) x—3 (x _ 3) x40 3y

Atividades (grupo 4). Calcule os limites:

— — 2 —
a) lim > by lim —> % o) fim =10 d) lim —*"%
x5t x — =2 x4+ x—0 -5 2x+10 oI xt +x—2

Expressoes indeterminadas

: 0, NP . o N
Vimos que 5 ¢ uma expressdo de indeterminacio matematica. Também sao:

w-mw, Oxow, [, 0" e .

)

o0
Vamos analisar os quatro primeiros casos. Os outros serdo tratados em capitulos posteriores.

A indeterminacio do tipo iy
(e8]

Exemplo 9. Calcule os limites abaixo:

3 2 2
oxT+ 1 x°+1 I+x
a) lim —; b) lim ¢) lim

e IXT 43 X+0 x 7 +x X—>+00 x2+x

: o .o :
Podemos observar que estas expressdes geram indeterminagdes do tipo —, pois quando x — 4o
o0

as expressoes do numerador e denominador também tendem a + oo . Nao podemos afirmar, a priori,
o valor delas. Vejamos:

]+i lim ]+i
x) _ o) w0) 1

1] zimx2(1+]] +oo(1+0) +oo
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s 6x°| 1+ 12 6| 1+ ]2 lim| I+ ]2
6x° +1 6x _ i 6x°) 6 o 6x

I
)

c) lim = lim
x—+0 3x

2 X—>+0 ] B Vi’i’r/lw ] - . ] B
T 3x2(1+j ’ 3(1+j lim (1+j
3x 3x X400 3x

o . . o . .
Observamos que nas trés situagcdes analisadas as indeterminagdes do tipo — produziram respostas
o0

distintas (como era esperado, por isso que ¢ indeterminagdo!) Vocé deve ter notado que para
resolver indeterminagdes deste tipo a idéia € colocar o termo de maior grau em evidéncia no

numerador e no denominador.
Atividades (grupo 5).

1. Calcule os limites abaixo:

2x’ =1 x° +3x° x?+2x°

a) lim —— b) lim ———— c) lim —— d) lim
x40 5xT +x+ 1 xov0 Qx4 1 0 Sx+3—x nal |

A indeterminacao do tipo oo - 00

Exemplo 10. Calcule os limites abaixo:

a) lim x> —x’. b) lim 5x° +x.

X—>+0 X—>—00

—-5x

Podemos observar que estas expressoes geram indeterminacdes do tipo o - co, mas ndo podemos

afirmar, a priori, o valor delas. Vejamos:
Usando a mesma técnica da indeterminagao anterior...
1
a) lim x* —x’ = lim —xj(——Jr ]j =—o0(0 + 1)=—o0(I)=—0.

X—>+0 X—>+00 X

X—>—%0 X——w0

Sx 5x

b) lim x+5x° +7 = lim 5x2(i+]+L2]:+oo(0+]+0):+oo(]):+oo.

Atividades (grupo 6).

1. Calcule os limites abaixo:

a) lim x> —x’ +2x. b) lim x* +5x-6.

A indeterminacio do tipo 0 x oo
Exemplo 11. Calcule os limites abaixo:

a) lim 2 (x* +1). b) lim ——(x).
X—>+00 X X—>+00 X

Alvaro Fernandes
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Podemos observar que estas expressoes geram indeterminagdes do tipo 0 x oo, mas nao podemos
afirmar, a priori, o valor delas. Vejamos:

2x7 +2

3

a) lim i(x +1)— lim

X—>+0 X X—>+0 X
jé sabe!
2x7 42
m ———=

X—>+o0 x3

=... Transformamos a indetermina¢do 0 x co em o0/o0 . Dai vocé

3 . -
b) lim —( )= lzm . Novamente transformamos a indeterminacdo para o0/ . Usando a

X—>+00 X—>+0 '

técnica da racmnahza(;ao.

= lim 3\/_—3(+oo) +00 .

X—>+00 x X—>+0

Atividades (grupo 7).

1. Calcule os limites abaixo:

a) lim i(xz +3). b) lim (iJ(xZ —25).

X—>+00 4/ X x5\ x-5

Limite fundamental exponencial (a indeterminacio do tipo 1%)

O numero e tem grande importancia em diversos ramos das ciéncias, pois estd presente
em varios fendmenos naturais, por exemplo: Crescimento populacional, crescimento de populagcdes
de bactérias, desintegracdo radioativa (datagdo por carbono), circuitos elétricos, etc. Na area de
economia, ¢ aplicado no calculo de juros.

Foi o Matematico Inglés Jonh Napier (1550-1617) o responsavel pelo desenvolvimento
da teoria logaritmica utilizando o nimero e como base. O nimero e ¢ irracional, ou seja, ndo pode
ser escrito sob forma de fragdo, e vale aproximadamente:

| e=z27182818 |

Como o numero e ¢ encontrado em diversos fendmenos naturais, a fungdo exponencial
f(x)=e" ¢ considerada uma das fungdes mais importantes da matematica, merecendo atengdo
especial de cientistas de diferentes areas do conhecimento humano.

Proposicao:  [im (1 + l) =e.
X

x—>*0

A prova desta proposi¢do envolve nogdes de séries. Utilizaremos o recurso das tabelas de
aproximacodes e grafico para visualizar este resultado.
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