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Embora o progresso científico e tecnológico que 
marcou os últimos cinco séculos deve tenha sido 
alcançado com o uso do conhecimento que exploram  
profundamente e exaustivamente a geometria 
euclidiana (geometria analítica, mecânica, 
engenharia...) e outras apresentadas acima, na 
natureza não identificamos retas, planos, cubos, cones 
e esferas perfeitos. Ao contrário, a natureza exibe 
formas irregulares, rugosas, sinuosas de indescritível 
beleza. 
 
(FFF-2016) 













Lago Glacial Finlândia 

Tajiquistão: república  

Montanhosa na Ásia central 





Rios 





Raios e trovões 





O que chama a atenção nos exemplos acima é a 
existência de padrões que se repetem em várias 
escalas, a rugosidade do relevo ou as 
ramificações 
 
 
Seria interessante estudar modelos ou regras que 
produzem objetos com formas auto similares 



No século XIX já se tinha iniciado este estudo: 

Triangulo de Sierpinski  



Tapete de Sierpinski. 



Menger Sponge 

Number of cubes 
N = 20n 

Side of a cube, 
s = (1/3)n 

Total volume, 
V = Ns3 = (20/27)n 

Surface area, 
A = 2(20/9)n + 4(8/9)n 



A teoria de sistemas de funções iterados 

A primeira iteração é formado por substituição de cada 
metade da curva dragão com uma cópia menor da mesma 
forma, rodado para se adequar. Este processo continua a 
repetir, onde cada iteração tem duas vezes mais cópias do 
gerador inicial. 



Sistemas Lindenmayer 
 Na iteração 0'th, temos uma linha reta vertical. Chamamos essa 

condição de iniciar o 'axioma, "e vamos denotar essa linha com o 
símbolo' f '. 
Em seguida, vamos aplicar uma regra para a linha de f, e, neste caso, a 
regra é se dividir e formar duas novas filiais. Vamos descrever esta regra 
como: 

f = f [+ f] [-f] 
 
Esta regra significa que a próxima iteração será composto por uma linha 
de 'f' com um ramo 'f' dobrar para a direita (+) e um ramo 'f' dobrar à 
esquerda (-). 



Sistemas Lindenmayer 
 



O Conjunto de Julia 

Na equação acima,  considere Z e C como sendo números 
complexos. 
Vamos chamar de órbita o conjunto de valores produzidos  ao 
longo da iteração definida pela equação 1.  
 
Para um valor de C e de Z inicial. Para um dado valor de C,  
calcule a órbita para todos os pontos no plano complexo 
com raio menor do que 2.  O conjunto de valores de z que 
produzem órbitas que nunca vão ao infinito é chamado de 

conjunto de Julia 

Equação 1 



Z1 = Z0
2 + C   =   0 + 1   =   1 

Z2 = Z1
2 + C   =   1 + 1   =   2 

Z3 = Z2
2 + C   =   4 + 1   =   5 

Z4 = Z3
2 + C   =   25 + 1   =   26 

Z5 = Z4
2 + C   =   676 +1   =   677 

etc...  



Z1 = Z0
2 + C   =   0 + -0.5   =   -0.5 

Z2 = Z1
2 + C   =   0.25 + -0.5   =   -0.25 

Z3 = Z2
2 + C   =   0.0625 + -0.5   = -0.4375 

Z4 = Z3
2 + C   =   0.1914 + -0.5   = -0.3086 

Z5 = Z4
2 + C   =   0.0952 + -0.5   = -0.4048 

Z5 = Z4
2 + C   =   0.1638 + -0.5   = -0.3362 

Z5 = Z4
2 + C   =   0.1130 + -0.5   = -0.3870 

Z5 = Z4
2 + C   =   0.1498 + -0.5   = -0.3502 

etc...  



Como gerar o conjunto de Mandelbroat 

DEFINIÇÃO: O Conjunto Mandelbrot é o conjunto 
de todos os valores iniciais C que ficar finito 
quando reiteramos  através da equação: 







https://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto_de_Mandelbrot 





Qual fenômeno  está escondido  nesta geometria? 

1- Percebemos que as figuras são formadas pela  
repetição de certas estruturas. 
 
2- Observando mais de perto, existem outras  
estruturas menores 
 
3- Aproximando ainda mais, vemos que estas  
pequenas estruturas possuem  uma estrutura rica e  
complexa, as vezes com certa semelhança da 
 estrutura macroscópica 



Auto-similaridade 



Não – FRACTAIS 
 o zoom não traz 
Novidades ou novas 
Característica 
 
 
FRACTAIS: 
 o zoom  traz 
Novidades ou novas 
Característica 
 



FRACTAIS 



Voltando para a questão da auto-similaridade 

Fractais parecem ser estruturas que se manifestam em  
várias escalas.  Seria interessante buscar uma medida que  
pudesse capturar este Fenômeno. 
 
Se algo, digamos Q,  pode ser medido em várias escalas,  
então, podemos chamar de Scaling (escalamento) a   
dependência de Q  como função da resolução da medida.  
 
Auto-similaridade especifica como pequenos pedaços se 
 relacionam com grandes pedaços.  Podemos dizer que  
a auto-similaridade pode gerar escalamento (scaling). 
 
 



• Dimensão fractal 
 
 Descreve como o objeto preenche o espaço. Ele fornece a informação 
 do comprimento, área ou volume. Seu valor pode ser inteiro ou  
 fracionário 
 
•Dimensão topológica 
 

   Descreve como os pontos dentro do objeto se conectam entre si. 
 Ele fornece a informação  se o objeto é uma linha, superfície ou sólido. 
 Seu valor deve ser inteiro. 
 
 

Medidas da propriedade fractal 



Cálculo da Dimensão Fractal 

Cobrindo uma reta de comprimento 1 com segmentos menores: 

Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 0 1 



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                    2 



Dividindo o lado do segmento por 2, o número de segmentos multiplica por 2.       
Veja que N(e) = 1/e. 

Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                    2 
 
    ¼                    4 



Cobrindo um quadrado de lado 1 com quadrados menores: 

Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                    4=22 



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                    4=22 

 

     ¼                   16=4*4=42  



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                    4=22 

 

     ¼                   16=42 

 
 

    1/2k                (2k)2 = (1/e)2  

Dividindo o lado por 2, o número de quadrados multiplica por 4 = 22. 
  
Veja que  N(e) = (1/e)2 . 



Cobrindo cubo de lado 1 com cubos menores: 

Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                   8=23 



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                   8=23 

 

      ¼                 64=43 

 
 

    1/2k               (2k)3 = (1/e)3 

Dividindo o lado por 2, o número de cubos multiplica por 8 = 23. 
 
Agora temos que N(e) = (1/e)3 . 



Podemos então definir a dimensão de uma  
figura com base nesse processo: 
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Tomando o logaritmo dos dois lados podemos isolar d: 
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Dimensão da Curva de Koch: 

Tamanho         Número 
     e                    N(e) 

 
     1                    1 
 
    1/3                  4 

 

      1/9                  16=42 
 
    1/27                64=43 
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Objetos fractais não 
tem um valor único  
para a medida Q. 
 
 Para objetos fractais: 
medidas em diferentes 
resoluções terão valores 
Diferentes  
 
 
Uma medida pontual 
Não diz muito no caso 
de objetos fractais. É  
preciso obter a  
dependência funcional 
Com a escala  
(SCALING) 
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Measuring fractal dimension 

Box-counting: resolution-dependent measurement of D  

∙ cobrir o objeto com caixas 
de tamanho ∊ 

<  ∊  > 

∙ conte o número de caixas não vazias 

∙ repetir para outros valores de ∊ 
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Measuring fractal dimension 

<∊> 

box-counting: resolution-dependent measurement  

∙ cobrir o objeto com caixas 
de tamanho ∊ 

∙ conte o número de caixas não vazias 

∙ repetir para outros valores de ∊ 
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Measuring fractal dimension 

box-counting: resolution-dependent measurement  

∙ Grafique a função número de caixas 
   em funcção de ∊ 
  
   (no  limite ∊→0) 

∙ cobrir o objeto com caixas 
de tamanho ∊ 

∙ conte o número de caixas não vazias 

∙ repetir para outros valores de ∊ 





















Tamanho de cada 
intervalo 

Número de pontos  (n)  

1 15.821 

1/2 7.910 

1/4 3.955 

1/8 1.977 

1/16 988 

1/32 494 

Análise R/S  
No exemplo do S & P 500 , tomei uma série com 15.821  
retornos diários . Então, eu escolhi as seguintes faixas, 
 todas as potências de dois : 



1. Calcule a média para cada faixa (intervalo) 

 
 
 

2. Criar uma série de desvios para cada faixa 

 
 
 

3. Criar uma série que é o valor acumulado dos 
desvios da média . 

 
 

 
j 

j j 
j 

i 



4.  Calcula-se a maior diferença na série dos desvios 
 
 
 
 

5. Calcular o desvio padrão para cada faixa  
 
 
 
 

6. Calcule o intervalo redimensionados para cada 
faixa da série histórica 
 
 
 
 
 
 



 
6. Calcular a média dos valores da faixa escalonados para 

cada região para resumir cada intervalo. 
       Como exemplo, considere o intervalo ¼ com n= 3.955 
   neste caso partimos a série original em 4 partes, assim 
 

Parte 1 83.04 

Parte 2 63.51 

Parte 3 84.16 

Parte 4 88.09 

Valor médio= 79.70 



  Temos os seguintes valores para os intervalos escalonados :  



Calcular os logarítmicos para o tamanho de cada região 

 e para o intervalo escalonado de cada região  



Plot the logarithm of the size (x axis) of each series 
 versus the logarithm of the rescaled range (y axis) 

y = 0,4931x + 0,1428 
R² = 0,9851 
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Espectro Multifractal 



O QUE SÃO FRACTAIS?  

1 – Fractais são conjuntos auto-similares: ampliações   
sucessivas do conjunto reproduzem exatamente o mesmo  
conjunto. 
 
 
2 – Para o conjunto de Mandelbroat, os fractais são conjuntos 
quase auto-similares: ampliações sucessivas  são parecidas 
com o conjunto inicial, mas não idênticas. O importante é que 
cada ampliação revele novas estruturas.  

 
Característica importante: conjuntos fractais tem  

dimensão fracionaria!  
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Cubo em 4 dimensão projetado em 3D : Tesseract 


