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1. Introdução 
 
Durante as últimas duas décadas a estrutura de sistemas lineares tem sido exaustivamente estudada por diversos 
autores em diferentes contextos. Destacam-se as contribuições de Wolovich (1967), Kailath (1980), Wonham (1985) 
e Rosenbrock (1970). A estrutura de polos e zeros do sistema e propriedades de controlabilidade, estabilizabilidade, 
observabilidade, detetabilidade desempenham um papel importante no projeto de sistemas de controle. As estruturas 
de zeros finitos e infinitos das funções de transferência do sistema dado e da malha objetivo têm um papel 
preponderante na análise e procedimento de recuperação de funções de transferência do sistema. Na verdade, o tema 
recuperação de funções de transferência de malha pode ser visto como o estudo de atribuição de uma estrutura de 
zeros a um sistema a malha fechada dentro das condições impostas pelas estruturas dos zeros da planta e da malha 
objetivo. As representações de sistemas relacionadas com as propriedades de sistemas utilizam a decomposição de 
Kalman e uma base de coordenada especial de Saberi. 
 
Referências utilizadas: 
Colaneri, P., Geromel, J. C. & Locatelli, A. (1997). A  Control Theory and Design - An RH B2B  e  RH B∞ B Viewpoint. 
Academic Press, London. 
Zhou, Kemin, J. C. Doyle & K. Glover (1996). Robust and Optimal Control. Prentice Hall, Upper Saddle River. 
Morris, Kirsten (2002). Introduction to Feedback Control, Academic Press. 
Antsaklis & Michel  (2007). A Linear System Primer, Birkhauser, Boston. 
Jean-Jacques E. Slotine & Weping Li (1991). Applied Nonlinear Control. Prentice Hall, Englewood Cliffs.  
 

2. Descrição de sistemas dinâmicos lineares 
 
Considere a representação de sistemas na forma espaço de estado 

DuCxy
BuAxx

+=
+= ,

 (1) 
onde mRu ∈ é a entrada, pRy ∈ , a saída, nRx ∈ o estado, A, B, C e D matrizes nxn, nxm, pxn e pxm. 
 
Um sistema com uma entrada (m=1) e uma saída (p=1) é chamado sistema SISO das iniciais de single input and 
single output, se não for o caso o sistema é chamado MIMO das iniciais de multiple input and multiple output). A 
correspondente matriz de transferência entre y e u é definida por: 
 

)()()( sUsGsY =  (2) 
onde 

DBAsICsG +−= −1)()(  
 

Supõe-se que G(s) tem posto completo e Posto(G(s)=min(p,m):=r. 
 
A seguinte notação é usada: 

DBAsIC
DC
BA

+−=






 −1)(:
 (3) 

),,,( DCBA denota o sistema dinâmico linear na forma espaço de estado. 

O modelo espaço de estado ),,,( DCBA tal que DBAsICsG +−= −1)()( é denominado uma realização 
espaço de estado de G(s). 
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3. Estabilidade 
 

3.1 BIBO estabilidade 
 
Definição 3.1: Um sistema linear relaxado é dito ser BIBO estável se e só se para qualquer entrada limitada a saída 
for limitada. 
 
Caso continuo 
 
Teorema 3.1: Um sistema monovariável relaxado descrito por 
 

∫=
t

dutgty
0

)(),()( ttt
 (4) 

 
é BIBO estável se e só se existir um finito k tal que 
 

∫ ∞∈∞<≤
t

tkdtg
0

),0(         ),( tt
          (5) 

Teorema 3.2: (Chen, 1999) Considere um sistema monovariável relaxado 
 

ttt dutgty
t

)(),()(
0∫=

 (6) 

Se ∫ ∞<≤
t

kdttg
0

  ),( t para algum k então tem-se: 

 
1. Se u for uma função periódica com período T; )()( Ttutu += para todo 0≥t então a saída )(ty tende a uma 

função periódica com o mesmo período T. 
2. Se )(tu for limitada e tender para uma constante então a saída tende para uma constante. 
3.Se u for de energia finita, ou seja: 

∞<≤





= ∫

∞

1

2
1

2

02
)( kdttuu  (7) 

 
então, a saída é também de energia finita, existe k B2B dependente de kBoooo1, ou seja, Bo oo 
 

∞<≤





= ∫

∞

2

2
1

2

02
)( kdttyy

 (8) 
 

Observação: A saída apresenta as mesmas propriedades da entrada em um sistema BIBO estável. 
 
Considere o espaço linear com norma  2L   em mR   denotado por  );,0(2

mRL ∞ . 
 
Definição 3.2: Um sistema é  2L estável ou externamente estável se para toda entrada u pertencente ao espaço linear 

com norma 2L , ou seja , );,0(2
mRLu ∞∈ , a saída );,0(2

mRLy ∞∈ . 
 
 
Corolário 3.1: (Resposta em frequência). Seja o sistema invariante no tempo 
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ttt dutgty
t

)(),()(
0∫=

 (9) 
 

se ∫ ∞<≤
t

kdtg
0

  ),( tt para algum k e se 0  t,)( ≥ω= tsentu então 

 
∞→θ+ω→ ttjgty           )sen()()( ω

 (10) 
onde 

ω)
ω)

=θ −

 (jRe
  g(j Imtan 1

g  
 
Verificação: 
Lembrando que ttt sentsenttsen     coscos)( −=− tem-se: 

ttttttttt

ttt

d-tsengdsengt dgtsen

dtugty

t

t

))()(coscos)(

)()()(

00

0

(  ω−ω ω−ωω=

−=

∫∫∫
∫

∞∞∞
 

 
Uma vez que 
 

∫∫∫
∞∞∞

≤−ω≤−ω
ttt

dgdtsengdtseng tttttttt )()()()()(
 

 

e g é integrável), ou seja ∞→→∫
∞

tdg
t

0)( tt , tem-se: 

 
) ((Im cos((Re )( ω)ω +ω))ω→ jgtjgtsenty  

com  )( ωjg a  transformada de Fourier de )(tg . Agora, usando a  identidade de Euler para sen e cos, i.e. 
 

)(2
1 tjtj
j eetsen ωωω −−= , )(cos 2

1 tjtj eet ωωω −+= , tem-se que  ])()([)( 2
1 tjtj
j ejgejgty ωω ωω −−−= .  

Finalmente, usando a notação fasorial para ),( ωjg  i.e.,  θω jejgjg ω)= ()(  e 
θω jejgjgjg −ω)=ω=− ()()( * ,  pode-se escrever 

  sin(()( θ)+ωω)→
∞→

tjgty
t

com  
ω)
ω)

=θ
jgRe
jg

(
(Im  tan 1- . 

 
 
Teorema 3.3: Um sistema monovariável e relaxado descrito por g(s) própria é BIBO estável se e só se todos os polos 
de g(s) estiverem no semiplano lateral esquerdo do plano s ou, equivalentemente, se todos os polos de g(s) tiverem a 
parte real negativa. 
 

UCaso Multivariável 
 
Defina ijg  como a resposta impulsional entre a j-ésima entrada e i-ésima saída. 
 
Teorema 3.4: Um sistema relaxado 
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ttt dutGty
t

)(),()( ∫ ∞−
=

 (11) 
 
é BIBO estável se e só se existir k finito tal que 
 

tkdtGt ∀∞<=∫ ∞− ,),( tt  (12) 
onde ∑==

∞
j

iji
gtGtG max),(:),( tt e mp RRG ×∈(.,.) . Na verdade qualquer norma poderia ser usada. 

 
 
Teorema 3.5: Um sistema multivariável e relaxado descrito por )()()( susGsy = onde )(sG é uma matriz 
racional própria, é BIBO estável se e só se todos os polos de cada elemento de )(sG tiverem parte real negativa. 
 

3.2 Estabilidade de polinômios: o teorema de Hermite Biehler 
 
O teorema de Hermite Biehler fornece condições necessárias e suficientes para a estabilidade de polinômios usando a 
condição de entrelaçamento. 
 
Propriedade 3.1: Se P(s) é um polinômio real de Hurwitz então todos os seus coeficientes são não zero e têm o 
mesmo sinal, ou positivo ou negativo. 
 
Propriedade 3.2: Se P(s) é um polinômio real de Hurwitz de grau n, o arg[P(jw)] é uma função contínua e 
estritamente crescente de ),( ∞−∞∈w . Além disso, a fase para ),( ∞−∞∈w é nπ. 
 
Teorema 3.6 (Hermite Biehler): Seja n

n
n

n sasasaas ++++= −
−

1
110)( δ um polinômio real de grau n. 

Escreva  )()()( 22 ssss oe δδδ += onde )( 2seδ e )( 2ss oδ são as componentes de )(sδ  de potências de s pares 

e ímpares, respectivamente. Sejam ,, 21 ee ww zeros reais não negativos de )( 2we −δ e ,, 21 oo ww zeros reais 

não negativos de )( 2wo −δ , ambos dispostos em ordem ascendentes de magnitude. Então, )(sδ é Hurwitz estável 

se e só se todos os zeros de )(),( 22 ww oe −− δδ são reais e distintos, 1, −nn δδ possuem o mesmo sinal e os zeros 

reais não negativos satisfazem a seguinte propriedade de entrelaçamento: <<<<< 22110 oeoe wwww . Os 
gráficos abaixo ilustram um polinômio estável. 
 
 

 
Uma caracterização analítica equivalente do teorema de Hermite Biehler foi dada por Bhatachaaryya  (1991) seguida 
por sua generalização com vistas a utilização da propriedade de entrelaçamento de polinômios estáveis no projeto de 
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obtenção de famílias de controladores estabilizantes para sistemas monovariáveis não necessariamente de fase 
mínima. 
 

3.3 Estabilidade nos modelos espaço de estado 
 
Considere o sistema ),,,( DCBA  
 

xtCy
utBxtAx

)(
)()(

=
+=

 (13) 
 

),0,;()0,,;()( 00 uttsxttstx o +=  (14) 
 

UResposta ao estado-zero 
 

ttt

tttt

dutG

duBttCty
t

t

t

t

)(),(

)()( ),()()(

0

0

∫

∫
=

Φ=

 (15) 
 
onde ),( ttΦ é a matriz transição de estado.   
 
 
Seguem as principais  propriedades da matriz de transição de estado: 
1. Itt =Φ ),(  (16) 

2. ),(),( 00
1 tttt Φ=Φ −  (17) 

3. ),(),(),( 0110 tttttt ΦΦ=Φ . (18) 
 
Teorema 3.7: A resposta ao estado zero de ),,,( DCBA é BIBO estável se e só se existir um número finito k tal 
que 

∞<≤Φ∫ kdBttC
t

t
ttt

0

)(),()(  (19) 

para todo tB0B e para todo t ≥ tB0. 
 

UResposta a entrada nula 
 

0000 ),()0,,;(:)(
)(

xttxttstx
xtAx

Φ==
=

 (20) 
 
Definição: Um estado ex de ),,,( DCBA é um estado de equilíbrio em t B0B se e só se 

00 t  t todopara ,)0,,;( ≥= ee xttsx  e 0t  t  todopara ,0 ≥=ex . 
 
O estado de equilíbrio é solução de 0)( =xtA , 0tt ≥ . 
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Observação: O estado zero, 0 , é sempre um estado de equilíbrio de xtAx )(= . 
 

3.4 Estabilidade local para sistemas lineares ou não 
 
Definição 3.2: Um estado de equilíbrio ex é estável em tB0B no sentido de Lyapunov (i.s.L) se e só se para todo 0>ε , 

existir um número positivo )t 0(ε,δ tal que se δ≤− exx0 , então 

000   todopara  )0,,;( ttxxtts e ≥≤− ε
. 

 

UEstabilidade uniforme 
 
O estado de equilíbrio ex é uniformemente estável no sentido de Lyapunov (i.s.L) sobre [tB0 B, ∞) se e só se para cada 

0>ε , existir um δ positivo que depende de ε mas não de t B0B tal que δ≤− exx0 , então 

10101 t   t  todopara e    todopara  )0,,;( ≥≥ε≤− ttxxtts e . 
 
"Escolhe-se primeiro uma bola BBε B, e para cada BBε B deve existir uma bola B Bδ B tal que trajetórias iniciando dentro de BBδ B 
não escapa de BBε B, quando t cresce indefinidamente". 
 
Definição 3.3: O estado de equilíbrio ex é assintoticamente estável em t B0 B se for estável (i.s.L) em tB0B e se toda 

trajetória iniciando suficientemente próximo de ex converge para ex quando ∞→t . Dado algum 0>γ tal que se 

, )( 1 γ≤− extx então para qualquer 0>ε existe um T , 0),,(T 1 >tγε  tal que 
 

T   todo , )0),(,;( 111 +≥≤− ttxtxtts e ε  
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UEstabilidade assintótica uniforme 
O estado de equilíbrio xBe B é uniformemente assintoticamente estável sobre [tB0 B, ∞) se T  na Definição 3.3 independe de 
tB1B. 
 
No plano de fase pode-se fazer a seguinte interpretação de estabilidade.  Para haver estabilidade da origem, requer-se 
que o ângulo entre o vetor de estado  x e vetor velocidade x  seja maior do que 90 graus quando uma componente do 
vetor velocidade aponta para a origem (a outra é ortonormal ao vetor x) isto é: 
 

 (𝑥𝑥𝑇𝑇�̇�𝑥 )/‖𝑥𝑥‖�̇�𝑥‖ = cos𝜃𝜃 < 0. 
 

De fato, uma vez que �̇�𝑥=𝐴𝐴𝑥𝑥,  tem-se que 𝑥𝑥𝑇𝑇𝐴𝐴𝑥𝑥 < 0 o que implica real λ < 0, ver  figura.  

 

3.5 Método de Lyapunov 
 
Considere o sistema 

0)0();( == fxfx  
 
A idéia básica do  método de Lyapunov é associar a estabilidade do sistema à variação de energia. Se um sistema 
possui um estado de equilíbrio estável ex , então a energia total armazenada no sistema decresce com o tempo até a 
energia total atingir o seu valor mínimo no estado de equilíbrio. A estabilidade é analisada via uma função escalar 
especial chamada função de Lyapunov. 
 
Definição. A função  de Lyapunov )(xV  satisfaz as seguintes condições para  todo  01 tt >  e para todo x  na 

vizinhança de ex , com 0=x  um ponto de equilíbrio do sistema 

1.  )(xV  e suas derivadas parciais são definidas e são contínuas. 
2.  0)0( =V  

-0,8 -0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,8 1
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0,5

1

x1

x 2

 

 

P(x1,x2)

θ < 90º

x
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3.  0)( >xV   para todo 0≠x e 0≤V com  V   a derivada  de )(xV  em relação ao tempo, i.e. 

)()(Grad

)(

xfxV

xVLV
T

x

f

=

=
 

 

 
(a)                                                                                  (b) 

 
Representação geométrica de uma função de Lyapunov. (a) Representação 3D da função de Lyapunov ilustrando 
𝑉𝑉(𝑥𝑥) ao longo de uma solução iniciando em 𝑥𝑥0, (b) Curvas de nível: 𝑉𝑉1 < 𝑉𝑉2 < 𝑉𝑉3 e a  solução 𝑥𝑥(𝑡𝑡) iniciando em  
𝑥𝑥0. 
 
 
 
 
 
 

0
)(

)(
cos

 estável Sistema

<=Θ
xfVGrad

xVfGrad

x

x  

 
 
 
 
 
 
 
 
Teorema 3.8. Suponha que uma função de  )(xV  possa ser determinada para o sistema. Então, o estado de 

equilíbrio 0=x  é assintoticamente estável se V for negativa definida e estável no sentido de Lyapunov se  V  for 
semi-definida negativa. 
 
 
 
 
Teorema 3.9 (Estabilidade local).  Se em uma bola 

0RB existe uma função escalar  com derivadas contínuas 
tal que: 
 
1. 0)( >xV  localmente 

)(xV
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2. 0)( ≤xV localmente em 
0RB . 

Então, o ponto de equilíbrio 0=ex  é  estável. Se 0)( <xV em 
0RB  então a estabilidade é assimptótica. 

 
Nota-se que a derivada de )(xV  é o produto escalar de dois vetores. A função  )(xf é um vetor que aponta no 
sentido da tangente da trajetória )(tx  do sistema naquele ponto, e )(grad xVx é um vetor normal, no sentido de 
crescimento de )(xV  em relação à uma curva de nível  0,)( >= ccxV . A  figura  ilustra o caso em que a 
derivada de )(xV  é negativa. O teorema seguinte pode garantir a estabilidade assintótica do sistema mesmo que a 
derivada da função de Lyapunov )(xV  seja semi-definida negativa.  A Definição 3.3 é necessária para entender o 
teorema. 
 
 
Definição 3.3  O conjunto M é dito invariante com respeito ao sistema  )(xfx =  se para Μ∈0x , a solução do 

sistema Μ∈)0,,;( 00 xtts  para todo R.∈t  
 
Assim, um conjunto invariante com respeito a )(xfx =  indica que se a solução pertence a Μ em  um instante t, 
então a solução pertence a Μ para todo tempo futuro. 
 
Teorema 3.10  [Princípio de invariância de La Salle] Suponha )(xV   uma função definida positiva continuamente 

diferenciável  contendo a origem 0=x tal que  em })(:{  <= xVxω  tem-se 0≤V . Defina  

}0)(:{ =∈= xVxE 
ω . Então, toda solução  )0,,;( 0xtts o  iniciando em })(:{  <= xVxω  é atraída para 

o maior conjunto invariante em E. Se E não conter outra trajetória a não ser 0=x , a origem  é assintoticamente 
estável. 
 

3.6 Estabilidade de sistemas lineares 
 
As definições de estabilidade de estados de equilíbrio dadas anteriormente têm uma natureza local porque não se 
sabe quão pequenas as constantes δ e γ devem ser. Entretanto, para sistemas lineares por causa da propriedade de 
homogeneidade δ e γ as definições de estabilidade podem ser estendidas para todo o espaço de estado. O que 
significa que em sistemas lineares estabilidade local implica estabilidade global. 
 
Teorema 3.11: O estado de equilíbrio ex de xtAx )(= é estável no sentido de Lyapunov em t B0B se e só se existir 
alguma constante k(t B0B) tal que 
 

0 0( , )             para todo t t k t tΦ ≤ < ∞ ≥
 (21) 

 
se k for independente de t B0B tem-se estabilidade uniforme i.s.L. 
 
Observação: Se o estado zero for assintoticamente estável, então, o estado zero é o único estado de equilíbrio do 
sistema. Se existisse outro diferente de zero, escolhendo-o como condição inicial este não se aproximaria do estado 
zero. 
 
Teorema 3.12: O estado zero de xtAx )(= é assintoticamente (exponencialmente) estável em tB0B se e só se 

 0)t(t,     e  )(),( 000 →Φ∞<≤Φ tktt quando t → ∞. O estado zero é uniformemente assintoticamente 

estável sobre [tB0 B, ∞] se e só se existem números positivos k B1 B e k B2 B tais que 
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)(
10

02),( ttkektt −−≤Φ
 (22) 

para qualquer 00 ≥t e para todo 0tt ≥ . 
 

UCaso invariante no tempo 
 

Inspecionando a solução 0)( xAtetx = com 
 

][ 1
)1(1

1
0

1

1

0

tn
ni

t
i

t
m

i
i

m

i

tk
n

k
ik

At

ii

i

ii

i
i

etAteAeA

etAe

λλλ

λ

−
−

=

=

−

=

++=

=

∑

∑∑


 

 
com mλλ ,,1  os m autovalores com multiplicidade in distintos de A  e usando 
 

].])()[[
)!1(

1
!

1 )1(1lim knn
i

si
ik

ii

i

AsIs
knk

A −−−

→

−−
−−

= λ
λ  

 
pode-se estabelecer o seguinte teorema para estabilidade. 
 
Teorema 3.13: O estado de equilíbrio ex de Axx = é 
 

1. assintoticamente estável se e só se  todos os autovalores de  A  tiverem parte real negativa ou seja
nii ,,1,0Re =<λ . 

2. estável no sentido de Lyapunov ou marginalmente estável se e só se todos os autovalores de A tiverem parte 
real zero ou negativa, ou seja, nii ,,1,0Re =≤λ , e aqueles com parte real zero 0Re =jλ forem 
raízes simples do polinômio mínimo de A quando 

 1,,1,0]])()[[ )1(1lim ===−−= −−−

→
j

knn
j

s
jk nkAsIsA jj

i

λ
λ

. 

3. instável se e só se condição (2) não for satisfeita. 
 
 

Método de Lyapunov e Funções Quadráticas 
 
Teorema 3.14. Considere o sistema linear Axx = com 0det ≠A e 0=ex .  Considere 

0,)( >== TT PPPxxxV .  Então, )(xV  é uma função de Lyapunov do sistema linear se e só se para 

qualquer 0>= TQQ existe 0>= TPP tal que: 

QPAPAT −=+  
 Prova. Condição suficiente. Para 0,)( >== TT PPPxxxV  tem-se  xPxPxxxV TT  +=)( . Usando 

Axx = pode-se escrever PAxxPxAxxV TTT +=)( . Então, 

 
0,0

][)(
≠∀<−=

+=

xQxx
xPAPAxxV

T

TT
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e o resultado segue. 
 
Exercício: Provar a condição necessária do Teorema 3.14. 
 

UCaso discreto no tempo 
 

)()1( kAxkx =+  (23) 

Solução  )(kx : 0)( xAkx k=                                                                                                                             (24) 
 
Teorema 3.15: A equação )()1( kAxkx =+ é marginalmente estável ou estável segundo Lyapunov se todos os 
autovalores de A  tiverem magnitudes menores ou iguais a 1 e aqueles com magnitudes iguais a 1 forem raízes 
simples do polinômio mínimo de A . 
  
Teorema 3.16: A equação )()1( kAxkx =+ é assintoticamente estável se todos os autovalores de A  tiverem 
magnitudes menores do que 1. 
 
Lyapunov para o caso discreto 
 

0))(( >kxV , 0)(()1(()(( <−+=∆ kxVkxVkxV  
Equação de Lyapunov 
 
 

QPPAP T =−  

4. Controlabilidade e estabilizabilidade, observabilidade, detectabilidade 

4.1 Controlabilidade 

Sistemas variantes no tempo 
 
O conceito de controlabilidade está relacionado com entradas e estados e o conceito de observabilidade com saídas e 
estados. São propriedades estruturais dos sistemas (.))(.),(.),(.),( DCBA que fornecem informações relevantes 
para o projeto de controle. Antes de definir controlabilidade, o conceito de independência linear para funções do 
tempo é necessário (ver Antsaklis, 2007). 
 
Definição 4.1: Um conjunto de funções nitfi ,,1),( = , nT

i Rtf ∈)( é linearmente dependente em um intervalo 

],[ 21 tt  no corpo dos números complexos se um vetor 0≠α  1×n  constante  no corpo dos complexos tal que 

0

)(

)(
)(

2

1

=



















tf

tf
tf

n

T


α para todo ],[ 21 ttt ∈  . 

 
Note que nesta definição as linhas são funções de t. 
 
Definição 4.2: Um sistema (.))(.),(.),(.),( DCBA é controlável em t B0B se existir uma lei de controle u (contínua 

por partes) que transfira qualquer estado inicial nRx ∈0 a um estado arbitrário nRx ∈1 em um tempo finito tB1B>t B0B. 
 
Ver conceito de alcançabilidade 
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Teorema 4.1 (Chen, 1984): Seja if uma função contínua de valor complexo definida em ],[ 21 tt . Seja F uma 
matriz nxm com f Bi B sendo sua i-ésima linha. Defina a matriz 

∫=
2

1

*
21 )()(),(

t

t
dttFtFttW

 (32) 
Então nfff 21 B são linearmente independentes em ],[ 21 tt se e só se ),( 21 ttW for não singular. 
 
Teorema 4.2 (Chen, 1999): Um sistema ))(),(),(),(( tDtCtBtA é controlável em tB0 B se e só se existir um t B1B>t B0B 

finito tal que as n linhas da matriz n×m )(),( 0 tBttΦ , sejam linearmente independentes (LI) em  [t B0B, tB1f]. 
 
Verificação: 
Suficiência. Se as linhas de )(),( 0 tBttΦ forem LI em  [tB0B, tB1B], pelo Teorema 4.1 a matriz 

∫ ΦΦ=
1

0 0
**

010 ),()()(),(),(
t

t
dtBBtttW ttttt

 (33) 
é não singular. Para qualquer x(t B0B)=x B0 Be qualquer x B1 B pode-se mostrar que a entrada 

]),()[,(),()()( 1000
1

0
** xttxttWtttBtu Φ−Φ−= −  

leva x B0 B ao estado xB1 Bem t=t B1B. 
 
Necessidade: Por contradição. Suponha ))(),(),(),(( tDtCtBtA controlável em t B0 B mas com as linhas 

)(),( 0 tBttΦ linearmente dependentes em ],[ 10 tt , tB1B>tB0B  finito. Então existe um vetor 1×n  constante  0≠α  tal 
que 
  ]t,[,0)(),( 100 tttBttT ∈=Φα . (34) 

Considere agora a solução da equação espaço de estado para  1tt =  
1

1 1 0 0 0
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

t

t
x t t t x t t B u dt t t t= Φ + Φ∫ . (35) 
Pré-multiplicando a solução acima por  ),( 10 ttΦ e escolhendo x(tB0 B)=x B0B=α’≠0  tem-se 

  

∫
∫

Φ+=

ΦΦ+ΦΦ=Φ
1

0 0

1

0 1100110110

)()(),(

)()(),(),(),(),()(),(
t

t

t

t

duBt

duBttttttttxtt

ttttα

ttttα
                                                      (36) 

 
Agora, premultiplicando por Tα  tem-se: 

∫ Φ+=Φ
1

0 0110 )()(),()(),(
t

t

TT duBttxtt ttttαααα . 

Por hipótese, ))(),(),(),(( tDtCtBtA é controlável em t B0 B. Assim, para qualquer estado xB1 B, em particular 

,0)( 11 == txx  existe u(t), t em ],[ 10 tt tal que .0)( 1 =tx Uma vez que por suposição 

 ]t,[,0(.),.)( 100 ttBtT ∈=Φα , 0)( 1 =tx implica  0=αα T  e consequentemente que  0=α ,  o que é uma 
contradição e o resultado segue. � 

USistemas invariantes no tempo 
Teorema 4.3: As seguintes proposições são equivalentes. 
1. O sistema (A,B,C,D) é controlável em qualquer instante  t B0B∈[0,∞). 
2. As linhas de Be At− são LI em [0,∞) sobre o corpo dos números complexos. 
3. A matriz  de controlabilidade U= ][ 12 BABAABB n−  possui posto n. 
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4. A matriz ∫=
t ATA

c deBBetW
T

0
)( ttt é não singular para qualquer t>0. 

 
Prova. Apresenta-se a seguir  a prova de 31→ . Considere a solução de ),,,( DCBA no intervalo [0,t1] 

𝑥𝑥(𝑡𝑡1) = 𝛷𝛷(𝑡𝑡1 − 𝑡𝑡0)𝑥𝑥(𝑡𝑡0) + ∫ 𝛷𝛷(𝑡𝑡1 − 𝜏𝜏)𝐵𝐵𝐵𝐵(𝜏𝜏)𝑡𝑡1
𝑡𝑡0

𝑑𝑑𝜏𝜏. Para  simplificar considere 0)( 1 =tx . Assim, 

∫ −Φ−= 1

0
)()()( 00

t

t
dButtx ttt (lembre-se que Atet =Φ )( e que 𝛷𝛷(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0) = 𝛷𝛷(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡1)𝛷𝛷(𝑡𝑡1 − 𝑡𝑡0)𝑒𝑒𝛷𝛷(𝑡𝑡 − 𝑡𝑡0)−1 =

𝛷𝛷(𝑡𝑡0 − 𝑡𝑡)). Utilizando o teorema de Cayley-Hamilton  pode-se escrever 

nkAA i
i

n

i
k

k ≥= ∑
−

=

,)(
1

0
α e então 

 

!
)()(

!

!
1

)(

1

0 0

1

00

0

k
tAA

k
t

At
k

et

kn

i
i

k
k

ii
i

n

i
k

k

k
k

kk

At

∑ ∑∑∑

∑
−

=

∞

=

−

=

∞

=

∞

=

==

=

=Φ

αα
 

 

Usando a expressão acima na equação de )( 0tx e definindo 
!

)()(
0 k

tt
k

k
iki ∑

∞

=

= αγ tem-se 

i

n

i

i

t

t i

n

i

i

qBA

dutBAtx

∑

∫∑
−

=

−

=

−=

−−=

1

0

0

1

0
0

1

0

)()()( tttγ

 

com ∫ −= 1

0

)()( 0

t

t ii dutq tttγ . Assim, pode-se escrever 

Uqtx −=)( 0 com  ][ 12 BABAABBU n−=   e ]...[ 110 −= nqqqq . Esta equação é um sistema de  n 

equações algébricas lineares com  nm incógnitas. O problema de determinar u(t) para obter 0)( 1 =tx reduz-se à  

solução deste sistema de equações. Da álgebra linear sabe-se que o sistema possui solução para )( 0tx arbitrário se o 
posto de U for igual a n e o resultado segue. 
 
 
Teorema 4.4. O sistema dinâmico (A,B,C,D) ou equivalentemente o par (A,B) é controlável se e só se as condições 
equivalentes seguintes forem verificadas: 
 
a) Popov-belevitch-Hautus (PBH) teste: 

[ ] snBAsI ∀=− ,posto  (37) 
o conjunto de autovalores da parte não controlável de (A,B) coincide com o conjunto de valores de s para os quais a 
matriz acima perde posto. 
b) Kalman teste: 

nBAABB n =− ])([posto 1  (38) 
c) Wonham teste: Dado um conjunto arbitrário simétrico Λ de n números complexos, existe uma matriz K tal que o 

espectrum de A+BK coincide com Λ. 
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Prova. a)  Volta: Suponha que [ ] nBAsI <−posto para algum s. Então, existe autovetor 0≠v tal que 

0])[(* =− BAIv λ para λ o autovalor correspondente. Assim,  uma vez que AvIv ** =λ e  0* =Bv , 

0][][ 12*12* == −− BBBBvBABAABBv nn λλλ   o que implica que  (A,B) não  é controlável pelo teste 
de Kalman. 

a) Ida: Suponha agora que  (A,B) não  é controlável. Então, existe 0≠v tal que 
0][ 12* =− BABAABBv n . O que implica que  0* =BAv i ,  1,,0 −= ni  .  Assim,  

[ ]BAsI −  perde posto em  λ=s . 
Corolário: iλ corresponde a um modo não controlável de (A,B,C,D) se e só se existe um autovetor  0≠iv  
satisfazendo  [ ] .0v* =− BAIii λ   

4.2 Estabilizabilidade 
 
Teorema 4.5: O sistema dinâmico (A,B,C,D) ou equivalentemente o par (A,B) é estabilizável se e só se as condições 
equivalentes seguintes forem verificadas: 
 
b) PBH teste: 

[ ] 0)(Re,posto ≥=− snBAsI  (39) 
b) Kalman teste: A parte não controlável do sistema é estável. Já para a parte instável o posto 

[ ] nBAsI =−posto , o que significa que para todo λ e correspondente autovetor v tal que λ** vAv = e 

.0  se- tem0)(Re * ≠≥ Bvλ  
 

c) Wonham teste: Existe uma matriz K tal que A+BK é estável. 
 

4.3 Observabilidade 

USistemas variantes no tempo 
Considere o sistema (.))(.),(.),(.),( DCBA : 

utDxtCy
utBxtAx
)()(

,)()(
+=
+=

 (25) 
onde mRu ∈ é a entrada, pRy ∈ , a saída, nRx ∈ o estado, (.)(.),(.),(.), DCBA matrizes nxn, nxm, pxn e 
pxm e ),( ∞−∞∈t . 
 
Definição 4.3: Um sistema (.))(.),(.),(.),( DCBA é observável em t B0 B se e só se existir um instante tempo finito t B1B,  

tB1B>t B0 B, tal que para qualquer estado inicial nRx ∈0 a entrada u e a saída y são suficientes para determinar unicamente 
x(tB0B). 
 
 A resposta do sistema (.))(.),(.),(.),( DCBA é dada por 
 

0 0 00
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

t
y t C t t t x t C t t B u d D t u tt t t t= Φ + Φ +∫  (26) 

 
No estudo da estabilidade de um sistema, a saída y e a entrada u são conhecidas e o estado inicial é desconhecido. Se 
x(tB0B) for conhecido o estado pode ser computado para t>tB0B a partir de 
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0 0 00
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

t
x t t t x t t B u d D t u tt t t t= Φ + Φ +∫  (27) 
 
Teorema 4.6: Suponha as matrizes A(.) e C(.) (n-1) vezes diferenciáveis. Então, o sistema (.))(.),(.),(.),( DCBA é 

observável em 0t se existir 01 tt > B Bfinito tal que 
 

n

tN

tN
tN
tN

n

=























− )(

)(
)(
)(

11

12

11

10

 posto


 (28) 
onde 

)()( e1,,1,0),()()()( 01 tCtNnktN
dt
dtAtNtN kkk =−=+=+ 

 
 
Teorema 4.7: O sistema (.))(.),(.),(.),( DCBA é observável em 0t se existir 01 tt > finito tal que as n colunas da 

matriz p×n ,.)((.) 0tC Φ forem LI em ],[ 10 tt . 
 

USistemas invariantes no tempo 
 
Teorema 4.8. O sistema dinâmico ),,,( DCBA ou equivalentemente o par (A,C) é observável se e só se as 
condições equivalentes seguintes forem verificadas (T. Kailath, 1980): 
 

1. Popov-Beleirtch-Hautus (PBH) teste: 

sn
C

AsI
∀=







 −
,posto  (29) 

o conjunto de autovalores da parte não observável de (A,C) coincide com o conjunto de valores de s para os quais a 
matriz acima perde posto. 
 

2. Kalman teste: 
nCACAC TTnTTTT =− ])(posto[ 1  (30) 

 com TTnTTTT CACAC ])([O 1−=  a matriz de observabilidade. 
3. Wonham teste: Dado um conjunto arbitrário simétrico Λ de n números complexos, existe uma matriz L tal 

que o espectrum de A+LC coincide com Λ. 
4.  

Corolário: iλ corresponde a um modo não observável de (A,B,C,D) se e só se existe um autovetor  0≠iv  
satisfazendo  

0=






 −
i

i v
C

AIλ
.  

 
 

4.4 Detectabilidade 
 



 17 

Teorema 4.9 : O sistema dinâmico ),,,( DCBA ou equivalentemente o par (A,C) é detectável se e só se as 
condições equivalentes seguintes forem verificadas: 
 
a) PBH teste: 

,posto n
C

AsI
=







 − 0Re(s) ≥  (31) 

ou seja 






 −
C

AsI
posto possui posto coluna completo. 

  
b)  Kalman teste: A parte não observável do sistema é estável. Isto é, para todo λ e correspondente autovetor v tal 

que vAv λ= e .0  se- tem0)(Re ≠≥ Cvλ Caso tenha-se 0 =Cv , pelo PBH teste, o sistema não seria 
detetável  pois 

0posto =






 −
v

C
AsI

com 0 ≠Cv , tem-se que ,posto n
C

AsI
<







 −
  contradizendo a condição de posto 

coluna completo. 
c)  Wonham teste: Existe uma matriz L tal que A+LC é estável. 
 
Teorema 4.10: (Teorema da dualidade) 
O par (A,B) é controlável se e só se o par ),( TT BA for observável 

Prova. O par (A,B) é controlável se e só se  ∫=
t ATA

c deBBetW
T

0
)( ttt  for não-singular para qualquer t . O par  

),( CA  é observável se e só se ∫=
t ATA

o dCeCetW
T

0
)( ttt for não singular. Substituindo A por TA e C por TB

em )(tWo tem-se ∫=
t ATA

o deBBetW
T

0
)( ttt que é não-singular . Assim, )(tWo e )(tWc são idênticas  e o 

teorema segue. 
 � 
Exercício (Kailath, 1980):  Considere um carrinho com dois pêndulos invertidos: 

 
m2 m1 

θ2 θ1 

2  1  

u M 

 
Equações do movimento: 

12,,)(

21

==+

+−−=
⋅

imglvm

umgmgvm

iii θθ

θθ





 
onde v é a velocidade e u a força externa aplicada. 
 
Pergunta-se: 
 
1. É possível controlar os 2 pêndulos (mantê-los na vertical com u(⋅))? 
2. O sistema é observável com y = θB1B? 
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Solução. Definindo 24132211 ,,, θθθθ  ==== xxxx e eliminando v nas equações de movimento tem-se: 
 

buAxx +=  
 
onde 
 



















−
−

=



















=

2

1

43

21

/1
/1
0
0

   ,   

00
00
1000
0100





M
M

B

aa
aa

A

 
 
com 

2
4

2
3

1
2

1
1

)(   ,            ,   )(
 M

gmMa
M
mga

M
mga

M
gmMa +

===
+

=
 

 
1. Para manter os pêndulos na vertical, a realização tem de ser controlável: 21 0 θθ == . 
 

)0)(  (                    quando  0)det( posto 2
21

2
2

2
1

22
21 =−==→  gMUU  

 
onde U é a matriz de controlabilidade. Portanto, se 21  = o sistema não é controlável. 
 

2. ]0001[    ,   1 == cy θ  

0)()det(
1

2
2
2 ≠−=−=

M
mgaO

 
onde O é a matriz de observabilidade. Portanto o sistema é observável. 
 

4.5 Controlabilidade e observabilidade para sistemas lineares invariantes e discretos no tempo 
 
 
As equações de espaço de estado discretas são normalmente escritas como: 

)()()(
0,)0(),()()1( 0

kDukCxky
kxxkBukAxkx

+=
≥=+=+

 (40) 
A natureza recursiva das equações espaço de estado discretas torna fácil a verificação da controlabilidade e 
observabilidade. A matrizes de controlabilidade de dimensão n×mn 
 

][: 12 BABAABBU n−=   (41) 
 
e observabilidade de dimensão pn×n 
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=

−1

2:

nCA

CA
CA
C

V


 (42) 

desempenham um papel importante na análise de sistemas de controle. 
 

U55Controlabilidade 
A partir das equações de estado pode-se escrever a sua solução para k  no intervalo [0 n-1] 
 






















−
−

+= −

)0(
)1(

)2(
)1(

][)( 12
0

u
u

nu
nu

BABAABBxAnx nn 

 (43) 
ou 






















−
−

=− −

)0(
)1(

)2(
)1(

][)( 12
0

u
u

nu
nu

BABAABBxAnx nn 

. 
 
A equação acima pode ser rescrita no  intervalo ]0[ k . 






















−
−

=−

)0(
)1(

)2(
)1(

)( 0

u
u

ku
ku

UxAkx k
k 

 
onde 

][ 12 BABAABBU k
k

−=  . 
 
Analisando a equação acima, qualquer estado inicial 0x pode ser transferido para um estado qualquer em no máximo 

n passos se e só se a matriz de controlabilidade kU  tiver posto n. Em outras palavras existe T
kk uuuu ][ 0121 −− para 

quaisquer x(k) e xB0B  se e só se o posto nUk = . E, pelo Teorema de Cayley Hamilton precisa-se verificar se posto 

nUk = até nk = . Note que )(kx pertence ao espaço imagem de kU . 

Observabilidade 
A partir da equação de saída pode-se escrever a sua solução para k no intervalo [0 n-1]: 
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)2()3()1()0()0()1(

)1()0()0())1()1(()2()2(
)0()0(

)1()1(
)0()0(

321

2

−+−+++=−

++=+==

+=
=
=

−−− kCBukCABuBuCABuCAxCAky

CBuCABuxCABuAxCCxy
CBuCAx

Cxy
Cxy

kkk 



 

 
  (44) 

 
Na forma matricial tem-se: 
 



















−

+=



















− )2(

)1(
)0(

)0(

)1(

)1(
)0(

ku

u
u

TVx

ky

y
y


 (45) 

com 























=

−− CBBCABCA

CBCAB
CB

T

kk 









32

0
00
000

. 

 
Analisando  (45) acima pode-se afirmar que o estado em t=k pode ser recuperado unicamente a partir das entradas e 
saídas se e só se a matriz de observabilidade V tiver posto completo. A equação acima pode ser rescrita para a entrada 
u(.) igual a zero e solução y(.) no  intervalo ]10[ −k . 

)0(

)1(

)1(
)0(

xV

ky

y
y

k=



















−


 (46) 
onde 



















=

−1k

k

CA

CA
C

V


. 
De acordo com resultados da álgebra linear, x(0) pode ser recuperado unicamente se e só se posto VBk B =n, para algum 
k. E, pelo Teorema de Cayley Hamilton precisa-se verificar se posto V Bk B =n até nk = . 
 
Alcançabilidade 
 
 
Teorema 4.11: Uma realização ),,,( DCBA é mínima se (A,B) for controlável e (A,C) observável. 
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5. Formas canônicas 

5.1 Decomposição de Kalman 
Teorema 5.1: Decomposição de Kalman. Seja 

DuCxy
BuAxxA,B,C,D

+=
+=      : ).(

 

existe uma transformação equivalente DBAsIC
DC
BA

+−=






 −1)(: tal que o sistema   )(A,B,C,D torna-se: 

 

[ ] DuxCCy

B
B

x
x
x
x

A
A

AAAA
AA

x
x
x
x

D,C,B,A

occo

oc

co

ococ

oc

oc

co

oc

oc

c

co

oc

c

co

+=





















+







































=



















00

0
0

000
000

00

:)( 00 242321

13









  

Em que 
0cx : vetor de estado controlável e observável; 

0cx : vetor de estado controlável e não observável; 

ocx : vetor de estado não controlável e observável; 

cox : vetor de estado não controlável não observável. 

e a função de transferência de   )(A,B,C,D é dada por : 

DBAsIC(s)G cococo +−= −1)(    
a qual depende apenas da equação controlável e observável do sistema. 
 
Verificação: Se o sistema (A,B,C,D) não é controlável, este pode ser transformado em 

[ ] Du
x
x

CCy

uB
x
x

A
AA

x
x

c

c
cc

c

c

c

c

c

c

c

+







=












+




















=













     

0
  

0
12





 

com xQx =: ,  







=

c

c

x
x

x  e [ ]nkk qqqqQ  1111 += ,  sendo ][ 11 kqq   gerado pelas colunas linearmente 

independentes de ][ 1BAABB n− . A i-ésima coluna de A  é a representação de iAq  com respeito à base 

. O vetor 1,...1, kiAqi =  são linearmente dependentes no conjunto  ][ 11 kqq   e linearmente 

independentes   em [ ]nk qq ,11+ . Portanto  a matriz A tem a forma mostrada. As colunas de B  representam as colunas  
de B com respeito à base [ ]nkk qqqqQ  1111 +=  e as colunas de  B  dependem somente de [ ]nk qq ,11+ . 
Portanto, B  tem a forma mostrada. O sistema controlável é então dado por: 

cc

cccc

xCy

uBxAx

=

+=

 

][ 11 kqq 
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Assim, o espaço de estado x é particionado em dois espaços ortogonais: 
















0

cx
e 


















cx
0

com o primeiro sendo o 

subespaço controlável e o segundo o subespaço não controlável.  Então, o subespaço controlável é gerado pelas 
colunas 1,,1, kiqi = ou, equivalentemente , pela imagem da matriz de controlabilidade. 
 
Se a parte controlável não for observável esta pode ser transformada em: 

[ ] Du
x
xCy

u
B
B

x
x

A
AA

x
x

co

oc
co

co

oc

co

oc

co

oc

co

oc

+







=









+
















=









     0

  
0

12





 
onde o sistema observável e controlável é: 

coco

cococco

xCy

uBxAx

=

+=

 
Similarmente, a parte não controlável pode ser decomposta em parte observável e parte não observável. 
 
Combinando estas duas partes chega-se à forma canônica de decomposição do sistema. Resta mostrar que 

DBAsICDBsI-AC cococo +−=+ −1)( )(  
 Utilizando a forma proposta as seguintes correspondências podem ser tiradas: 

[ ]

[ ]

[ ]

DBAsIC

B
B

AsIC

B
B

AsI
AsI

AsI
AsI

CC

B
B

AsI
AsI

AAAsIA
AAsI

CCBAsIC

cococo

oc

co

co

oc

co

oc

oc

oc

co

occo

oc

co

oc

oc

oc

co

occo

+−=





















×=









































−
−

××−×
×−

=





























































−
−

−−−
−−

→−

−

−

−

−

1

1-
co

1

1

242321

13

1

)(

0
0

 0 0)-(  

0
0

000
000

00

00

0
0

000
000

00

00)(

 
 

Assim, ),,( cococo CBA é observável e controlável. A figura abaixo ilustra  as conexões entrada-saída do sistema. 
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c o

c o

c o

c o

u y

C

 
Observação 1: De (53 ), tem-se que o espaço controlável é da forma }]0,0,,{[ TT

oc
T
co xx e o espaço não observável é 

da forma }],0,,0{[ T
oc

T
oc xx . 

 
Observação 2: Existe uma perda de informação sobre a dinâmica das variáveis de estado não observáveis, e não é 
possível atuar sobre variáveis não controláveis. 
 

5.2 Forma de Jordan 
Para um sistema  )(A,b controlável, a forma de Jordan pode ser obtida a partir da transformação de similaridade 
dada por 

Pxx = com [ ]nqqqP 21
1 =− , niqi ,1, =  autovetores de .A  

 
A forma de Jordan permite verificar por inspeção a controlabilidade e observabilidade de um sistema (A,B,C,D). 
Considere o sistema espaço de estado 
 

Cxy
BuJxxCJ,B

=
+=      : ),(

   
J está na forma de Jordan. Considere 

),(: 21 JJdiagJ =  
onde J B1 Bconsiste de 3 blocos de Jordan associados a um mesmo autovalor λ B1 B e JB2B 2 blocos associados a um autovalor 
λ B2B : 

),(:
),,(:

22212

1312111

JJdiagJ
JJJdiagJ

=
=

 
Denote a linha de B correspondente à última linha de J BijB como ijb e a coluna de C correspondente à primeira coluna 

de JBij B como fijc . 
 
Teorema 5.2. O sistema ),( CJ,B é controlável se e só se as linhas de B },,{ 131211  bbb forem linearmente 

independentes e os vetores },{ 2221  bb forem linearmente independentes. 2. O sistema ),( CJ,B é observável se e só 

se as colunas de C },,{ 131211 fff ccc forem linearmente independentes e as colunas },{ 2221 ff cc forem linearmente 
independentes. 
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Verificação. Utilizar o PBH teste: nBJsI =− ][posto , fazendo 1λ=s e operações elementares de colunas e 

depois repetir o procedimento para 2λ=s . 
 
UExemplo 
 

xy

b
b
b
b
b
b
b

uxx
















=





























+





























=

0203201
1102101
1200211

111
010
321
111
010
001
000

000000
100000
010000
000000
000000
000000
000001

21

221

121

13

12

11

111

2

2

2

1

1

1

1











λ
λ

λ
λ

λ
λ

λ

 

          212212113121111  ccccccc ffff  

]'[ 21221121131211111  xxxxxxxx =  
 
Sistema controlável: ]111[];010[];001[ são linearmente independentes e ]111[ diferente de 
zero. 

Sistema não observável: 

















































3
2
0

;
2
1
2

;
1
1
1

linearmente independentes, mas, 

















0
0
0

igual a zero. 
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  b111 

+ 

+ + 

u 

u 

u 

u 

u 

u 

u 

y 

y 

y 

y 

y 

y y 

1 
s -  λ 

1 

1 
s -  λ 

1 

1 
s -  λ 

1 

1 
s -  λ 

1 

1 
s -  λ 

2 

1 
s -  λ 

2 
1 

s -  λ 
2 

11x  

111x  

11fc  11b  

12b  

13b  

12c f  

13c f  

12x  

13x  

21b  

21c  

21x  
121x  

221c  

221x  

221b  

11c  

cf21 

 
Observação: Para um sistema com q blocos de Jordan associados ao mesmo autovalor e com m entradas e p saídas o 
sistema é controlável (observável) se e só se )( pqmq ≤≤ .  Caso SISO 1=q . 
 
5.3 Forma modal 
 
A forma modal pode ser obtida a partir da transformação de similaridade  Pxx =  com QQP =−1 em que 

Pxx = com Q , por exemplo, para 2 polos complexos dada por: 























−

−
=

j
j

j
j

I

Q

5.05.0000
5.05.000

005.05.00
005.05.00
000





. 
U 
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6. Equação de Lyapunov 
 
Os testes de estabilidade, controlabilidade e observabilidade podem ser feitos indiretamente via a equação de 
Lyapunov. Considere a equação de Lyapunov (lembrar da equação de Sylvester vista anteriormente 

CMBAM =+ com  𝐴𝐴 n × n  e  𝐵𝐵 m × m  
0=++ QPAPAT

 (47) 
com A e Q matrizes quadradas conhecidas). Sabe-se que esta equação possui solução única se  

.,,1,,0)()( njiAA T
ji =∀≠+ λλ  Para mostrar essa condição, escrever (47) da forma 

)()()( QvecPvecAA =⊕ em que vec(X) é um vetor coluna formado pelas colunas de P empilhadas e ⊕ é a soma de 

Kronecker definida por nmnm
nm CBIIABA ×∈⊗+⊗=⊕ )()(  com ⊗ o produto de  Kronecker, por exemplo, 

se A é nxn e B mxm, então, o produto de Kronecker  BA ⊗  é a matriz bloco nmxnm: 
















=⊗

BaBa

BaBa
BA

nnn

n







1

111

. 

Agora,  verificar que os autovalores de AA ⊕ são dados pela soma njiAA ji ,,1,),()( =∀+ λλ . A seguir estuda-se a 
relação entre a estabilidade e a solução P. 
 
Lema 6.1: Suponha A estável. Então, as seguintes afirmações são verdadeiras. 
 

0  ssse  observável é  ),(   . 0  Suponha )
0 se  0 e 0 se  0)

)
0

>≥
≥≥>>

= ∫
∞

PQAQiii
QPQPii

eQePi AttAT

  

 
Prova. A afirmação i) segue substituindo P na equação de Lyapunov: 

 QQ

Qee

dteQe
dt
d

AdteQedteQeAPAPA

AttA

AttA

AttAAttATT

T

T

TT

−=−=

=

=

+=+

∞

∞

∞∞

∫

∫∫

0
0

0

00

 
Para verificar as afirmações ii) e iii) suponha λ um autovalor de A e v um autovetor correspondente tal que 

vAv λ= . Pré-multiplicando 0=++ QPAPAT por vP

*
P e pós-multiplicando por v usando *** λvAv T = obtém-se: 

0))(Re(2 ** =+ QvvPvvλ . Agora, desde que A é estável tem-se 0>P se 0>Q e  0≥P  se 0≥Q e portanto 
ii) segue. O resultado iii) pode ser mostrado usando o teste de Kalman para observabilidade do par ),( QA que diz 
que para todo λ e correspondente autovetor v tal que vAv λ=  tem-se 0≠Qv . Necessidade. Desde que A é 
estável e 0≥Q tem-se  0≠Qv  se 0>P . Suficiência. Suponha 0>P então 0≠Qv e ),( QA  é observável. � 
 
Corolário 6.1:  Suponha A estável. O par (A,C) é observável se e só se a solução da seguinte  equação de Lyapunov 
for definida positiva: 
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0** =++ CCALLA oo . (49) 
A solução L Bo Bé chamada B Bde Gramiano de observabilidade. Similarmente, o par (A,B) é controlável se só se a solução 
da seguinte equação de Lyapunov for definida positiva: 

0** =++ BBALLA cc . (50) 
A solução Lc  Bé chamada B Bde Gramiano de controlabilidade. 
 
Lema 6.2.  Suponha P  é a solução da equação de Lyapunov 0=++ QPAPAT . 

detectável  é  ),( e 0   , 0  se estável  é   )
 0  e  0 se  estável  é  )

0  e  0 se  0)(Re)

QAQPAiii
QPAii
QPAi i

≥≥
>>
≥>≤λ

  

 
Prova.  Suponha λ um autovalor de A e v um autovetor correspondente tal que vAv λ= . Pré-multiplicando 

0=++ QPAPAT por vP

*
P e pós-multiplicando por v usando *** λvAv T = obtém-se: 

0))(Re(2 ** =+ QvvPvvλ . (52) 

Agora, se 0>P então 0* >Pvv e fica claro que 0)Re( ≤λ se 0≥Q e 0)Re( <λ se 0>Q Daqui  i) e  ii) 
seguem. O resultado iii) segue usando contradição. Suponha 0)Re( ≥λ . Uma vez que 0≥Q , isto implica que 

0* =Qvv , ou seja, 0=Qv usando (52). Isto implica que λ é um modo instável e não observável contradizendo a 
suposição (A,Q) detectável. 
 
Lema 6.3. (Desoer, 1991) Suponha 0* >= QQ e que a equação de Lyapunov tem solução única P=P*>0, então o 

estado de equilíbrio zero de Axx = é exponencialmente estável, i.e. −⊂ CA)(λ . 
 
Prova: Considere a forma quadrática: 
 

PxxxV *)( =  
 
Desde que P=P*>0, pode-se obter UUP Λ= * com IUU =* e Λ a matriz diagonal contendo os autovalores de P 
e então pode-se escrever: 
 

nCxxPxVxP ∈∀≤≤ ,)()()( 2
max

2
min λλ  

utilizando 

.

)()(
:;

2
maxmin

****

xzz

IPIP
UxzzzUxUxPxx

T =

≤Λ≤
=Λ=Λ=

λλ

 
 
Calculando a derivada de )(xV obtém-se 

QxxxPAPAxxV T ** ][)( −=+= , 

e como 0* >= QQ tem-se 
nCxQxxxQ ∈∀≤ ,)( *2

minλ
. 

 
Daqui, ao longo de qualquer trajetória +∈∀≠∈∀ RtxCx n

000 ,0, tem-se 
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0
min

min ,02:
)(
)( tt

P
Q

V
V

≥∀<−=−≤ α
λ
λ

. 
Por integração tem-se: 
 

000 )],(2exp[)()( ttttxVxV ≥∀−−≤ α  
 

Finalmente, usando a desigualdade de V(x) acima pode-se escrever: 

)](2exp[
)(
)(

)(

)(
0

0
2

0max

2
min tt

xV
xV

xP

xP
−−≤≤ α

λ

λ

 
o que dá 
 

2
00

min

max2 )](2exp[
)(
)( xtt

P
Px −−≤ α

λ
λ

. 
 

Assim, com 00 ),()( xtttx Φ= e usando a norma induzida: 

0

00

0
0

),(
sup:),(

0 x
xtt

tt
x

Φ
=Φ

≠  
tem-se: 
 

00
min

max2
0 )],(2exp[

)(
)(),( tttt

P
Ptt ≥∀−−≤Φ α

λ
λ

 
e pelo Teorema 3.11 segue que o sistema é exponencialmente estável. 
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