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Tensao

Principro de Euler e Cauchy

V' Corte imagindrio em um plano 0
=z

_ T -

: - |

Fz

=y

v' Solido em equilibrio
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Tensao

*  Principro de Euler ¢ Cauchy

7 (versor que define o plano 11 : HﬁH=:L)

~ . A ,Z; O vetor tensdo depende do
Vetor Tensdo: PO (P ) n) = [Im — ponto de aplicagdo P ¢ do
rM-o A A4 plano de corte!
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Tensao

*  Principro de Euler e Cauchy

—

0o=0+T7T
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Tensao Norma/ o
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Tensdo Tangencral
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Tensao

Componentes do estado de tensdo em um ponto

y A
c v Convengdo de sinais
(teoria da elasticidade):

4

T o > O — tragao
59~ - 7, >0 > sentido positivo
4 em ambos oS eixos

9 - xz > v MNas faces escondidas, agem
segdes recfprocas dquelas
mostradas nas faces
aparentes opostas., que ndo
s4o indicadas para ndo
congestionar a Flgura!
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Tensor das tensoes (Cauchy)

O T
X Xy Xz
T =
Ul g Gz
T O
ZX zy z

v Conhecendo as tensdes em 3 planos ortogonais entre si, €
possivel se obter as tensdes em qualquer outro plano

v’ Pode-se demonstrar que T € uma matriz simétrica, ou seja,

V' TWF Ty T Tao Ty= Ta, existindo apenas seis componentes independentes!
O T
X Xy Xz
T=T =
XY g Gz
T O
74 74 z
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» Tensor das tensdes (Cauchy)

v' Planos principais: planos de corte em relagdo aos quais

i=o0

v’ Pode-se demonstrar que existem trés planos principais, ortogonais
entre si, e que nesses planos as tensdes normais s@o extremas

(maximas ou minimas),

v Essas tensdes sdo chamadas de Tensdes Principais, e as diregdes
normais aos planos principais sdo chamadas de dire¢bes principais

o, O O

«  Tensor das tensdes de Cauchy
nas divegdes principais T=|0 o ) O
O O o,
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Linhas de tensdo Principal
(Linhas de Forga ou Linhas de fluxo de Tensdes)

IRRRR AR AR AR | Eﬂ
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v Tensoes v Tensoes v Mdximas

Normars Principais  Tensdes de
Crsathamento
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v Linkhas de Fuxo de v En;a{os fotoeldsticos
tensdes em vigas de vigas

1 Lt
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Tension

Linhas de fluxo de tensdes em um fémur humano
Adaptagdo do material osseo

s ondadyte ; A,

Neutral axis

PEF2603 : Estruturas na Arquitetura Il - Sistemas Reticulados e Laminares



*  Adaptacdo das fibras da maderra
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Estado Plano de Tensodes

© 4

y =
chapas finas | _
X

Z

Superficies livres

T &

Tensor das tensdes de Cauchy em um

Estado Plano de Tensdes
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plano principal paralelo a superficie média

Plano principal & tangente a
superficie externa, a cada ponto

7_-:

-
XY
O

XY
o

%

O

O
O
O

bbbbb



EXx.: barragens

Estado Plano de Deformagao

(plano principal perpendicular ao eixo)
(pode ser tratado como um estado plano de
tensoes equivalente!)

_0 T & ]
X Xy
7 = o O
— % Y
o O o
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Estado Plano de Tensdo

Tensdo em segdes inclinadas

v' No estado duplo, o equilibrio de um prisma triangular infinitesimal
contendo o ponto P permite obter as tensbes em qualquer plano

ortogonal ao plano da face triangular
Diagrama de corpo livre

061/5 r&z’S

0 —o, df a’s cos 0 %X
5' Sen Txg/d'g' cos 6
a/z’s.sene
r, > O = sentido horario

AA.
AL

m

\

1

VvV VvV

/
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Estado Duplo de Tensdo

Tensdo em segdes inclinadas o,ds 7 ds
v Equilibrio do prisma elementar | o ,/{5 . COS 0
0 X0
ZMO =0= 7 =71, 7,,A5.C05 6
z 7 \|, ryxds.sene
aya’s.sene

.. As tensdes tangenciais em dois planos ortogonais sdo iguais em médulo e
tém sentidos opostos junto a aresta comum aos planos.

.. O mesmo vale para quaisquer outros dois planos ortogonais entre s
Y F(o,)=0= o,=0,¢c05" 0+ 0, sen*6 + 2r,_ send cos
X % Xy

— — 2 2
> F(r)=0= 1,=—(0, -0 )sendcos6 + 1 (cos* O — sen*o)
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Estado Duplo de Tensdo

Equagdes de transformagdo para tensdo plana

(2005 0 =1 + cos 20

Com o auxilio das relagdes trigonométricas <2sen”0 =1 — cos 20

2senb cosb = sin 260

Chega-se ds expressoes:

o, + c, o0, -0,
o, = + Co0S 20 + T, sen22.0
2 2 Y
c,~0o,
T, =— sen26 +t cos 26
2 .4
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Estado Duplo de Tensdo

Tensodes e planos principars

Nas divegdes 6 em gue as tensdes normais sdo extremas
(mdximas ou minimas):

oo
= (o -0 )sen20 + 2r cos260 = O
o0 Y ~
ZTX
tan 260 = z
o —0o

LT

Angulos dos planos principais em relagdo ao
sistema de coordenadas adotado
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Estado Duplo de Tensdo

Além disso, nos planos onde as tensdes de cisalhamento sdo nulas, tem-se

T = - 7 | sen26 + (9 cos20 = O

O, 0, |sen20 27
x "y =
T = _ XY
Yy 2 |cos26 tan 26 = ——~
X Y

Ou seja, os planos onde atuam as tensdes normais maximas e
minimas ndo tém tensdo de cisalhamento, logo, de fato sdo planos
principais!

S s
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Crreulo de Mohr

O +0 O —O
X g

- x "y
o, = > + > cos 26 + 1z, sen26 (1)
) c,+o0, o0, -0,
o, - = cos 20+t sen20 (19
2 2 Y
] o, -0,
T, = - — sen26 + 7, cos20 (2)

(11 ; (2)* :

o, +o g c, -0 g c,—-o
o, - S r? = X Y0520 +1 sen260| +|-| 22— 2 |sen20 +1t cos26
2 4 2 4

2

Gx — O g O-x — O
=L 2| ¢cos*20+2—= L1 c0s260 +1 *sen”*20sen20
2 2 XY XY

O-x — O g O'X — O
+| 22— 2| sen*20-2|-— 2|1 sen20co0s20 + > cos* 20
2 2 XY XY

2
O — O
{u] + Txf (cos2 20 + 55/422«9) +

+ [(Gx — Gy) Ty~ (O‘X - O'y) TWJ sen2.0 cos 26
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Comparando com a equagdo
geval das circunferéncias:

(¥ —x,)V +(y-4,)

2
=7

Verifica-se que a equagdo de transformagdes
de tensdo pode ser representada por uma
circunferéncia no plano (c x t), de raio R e

centro no ponto (c,,0),

‘Circulo de Mohvr’
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v' Tensdes principais

min

_/L

v Tensdo normal mdxima

2

2

v Tensodes de cisathamento mdxima
e mmn/ma




cos26 =-= 4
Y 2R
-
nax sen20 =L
r R
(o) O
2 _
4 > o, -+ c, =0, + o
Gx — O
Twu'n taV\- 2&5_ - —

f Xy

Planos de tensoes de cisalhamento

maximas positiva e negativa
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Estado Duplo de Tensdo
Tensoes de cisathamento mdximas

2
%% "9 2
TW\&IX - _TW\IV\ - + Txy
2
©, 79,
T =
max 2
Os planos de tensdo de o +o0
cisalhamento maxima também EE) o == =4
contém tensdes normais! © 2
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Crreulo de Mohr

Representagdo grifica bidimensional da ler de transformagdo de
tensoes

T WNoekoy

representam-se as
tensoes tangencrals
ou de crsalhamento

>

O

No exo x
representam-se as
tensoes normais
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Crreulo de Mohr

A
Tensdes normals Tensdes normals
negativas de positivas de tragdo
COMPressao
0
— < & —
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Crreulo de Mohr

&2
A

tensoes tangencras T _‘L

que tendem a givar o
elemento no sentiado
>

Aordrro
O

tensoes tangencias
que tendem a givar o l, T
elemento no sentido v

anty-horarro
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F)X
( ) 4

0 50 o

®

B(~10,-30)

-

®)
J

£
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Crireulo de Mohr Unindo-se os pontos A e B
obtém-se o centro do clirculo
(A A(50,30)
°
¢ >
—10 0 20 50 -~
CeV\tVO:(O'O,TO) = —;i , O
*310
B(~10,-30) Trace o circulo com o centro em

C, passando pelos pontos A ¢ B

PEF2603 : Estruturas na Arquitetura Il - Sistemas Reticulados e Laminares



Crreulo de Mohr

Os catetos valem:

B(-10,-30)

¥

AT A(50,30)
X
—10 0 20 50 |5
(Gx —Gy) _ [50—(~10)] _130—
2 2 /
310
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Crreulo de Mohr

E a hipotenusa vale:

A(50,30)

\ —10 © 20 50

(o, - 0) [50—(~10)]

2

=30

/

-

lq
J

B(-10,-30)
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Circulo de Mohr As tensdes principals sao

aetermmadas

rT T =R A(50,30)
d 2:dmin#O-C_R

p

. /i i |
o =20-42,4=-224
/

—-10 0

L

-

®)
; J
B(10,30)

“»vv #4\
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Resumindo:
As tensdes principars ficam assim definidas

2
O +0 O._—0O
— _ __ X Y X Y 2
Gpl—O'maX—O'c-l-R— > - > +7,,
O +0 O O ?
— — _ _ _ X y x Yy 2
Gp2 O min = Gc R o 9 T z-xy
O O ?
_ x Yy 2
Tnax = 9 + z-xy
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Estado Duplo de Tensdo
Propriedades do estado duplo de tensdo

v’ As tensoes de cisalhamento sdo nulas nos planos onde atuam as
tensdes principais: o, € o, .

v’ 0s planos principais sdo ortogonais entre si;

v A soma das tensbes normais em 2 planos ortogonais entre si

quaisquer e constante: o, + a(M) =0, +0, =0, +o0,
2

v As tensoes de cisalhamento extremas valem:

O — O
_+r 2

v As tensdes normais nos planos de Tpu € T Valem:
o +o
X 4

2

G:
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Estado Duplo de Tensdo

Estados de tensdo especiars

v Estado simples de tensdo

tragdo compressao

< >

<€ o /2 —_— — o /2 o /2 <

<— % o, ‘> —> 9, o, <—
S O |— €—

(Tt § <~ = &o— /2 — O-Z‘ P [ Ao >
$ 45° " —3 —> 45 -
— O-z‘ O-c
TA max Z Toax = Z T

O O
> >

o, =0 6, =0, . =-0 o =0

2 c 1
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Ponto A

Estado Duplo de Tensdo
Estados de tensdo especiars

v EStado de cisathamento simples

B

Ponto B
T

O
>

A O-:L TA
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Estado Duplo de Tensdo
Estados de tensdo especiars
v' Estado hidrostdtico de tensdo

T
A
O
{ >
w4
0, =0, = P
— T — O
max min

P
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