VII. Derivadas das funcdes trigonométricas

1. Amedida em radianos de um angulo

As derivadas das funcdes trigopnométricas ficam mais simples quando o &ngulo é medido em
radianos. A Figura 1 esquematiza a geometria da medida de um angulo. O pontilhado representa uma
circunferéncia de raio r com origem na intersecao das duas retas que definem o angulo 6. Essa
intersecdo das retas foi designada por O na figura. O arco de circunferéncia delimitado pelas duas retas
foi chamado de s. Dizemos que a medida do &ngulo em radianos é

o=2"
r

Figura 1. A linha tracejada € uma parte de uma circunferéncia de raio r centrada em O. O arco em linha
cheia s é subtendido pelo angulo 6.

Dessa maneira, uma volta inteira, que corresponde a 360° , vale, em radianos,

volta inteira = 2—7” =2
r

Assim, descobrimos que a medida de um angulo em graus é transformada para radianos pela formula
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A correspondéncia entre as medidas em graus e radianos dos angulos mais usados estdo na tabela 1.
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Tabela 1. Na mesma coluna, estdo as medidas em graus e radianos dos angulos mais comuns.

graus 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

radianos 716 rl4 713 w12 T 3712 27




2. Determinacéao da derivada de uma funcéo trigonométrica

As derivadas das func6es trigonomeétricas precisam de alguma explica¢do a mais. Antes de
chegarmos as regras analiticas, fagca um exercicio com um exemplo numérico.

Questdo 1. Procedendo como na tabela 2.1 da pagina 27 do livro do Resnick, determine a
velocidade em t = 0,0 s da extremidade de um péndulo de um relégio de parede, que move-se de
acordo com a equacao horéaria

X(t) = 10 sen(2xt),

onde x esta em cm quando t estd em segundo e o0 argumento do seno estd em radianos (o fator 2z
que multiplica t no argumento do seno seria diferente se o argumento fosse em graus — esta questédo
de radianos ou graus ¢ muito importante quando falamos de funcdes trigonométricas).

O célculo da derivada do seno pode ser realizado de maneira parecida com o efetuado para
derivar as poténcias de x:

daf . Af . sen(X+ Ax)—sen(x)
—=1lim —=Iim

dx Ax->0 AX A0 AX

_ jim sen(x) cos(Ax) + sen(Ax) cos(x) — sen(x)

Ax—0 AX

_ jim SEN(A(C0s(AX) 1) . cos(x)sen(Ax)
x>0 AX AX0 AX
= Sen(X) Ilm M"'COS(X) I|m Sen(AX)
Ax—0 AX AXx—0 AX
= cos(X)

A segunda linha da deducdo acima foi obtida pela expansdo do sen(x+ Ax) . Para obter o
resultado final, usamos

im SEMA) o i (cos(Ax) -1) _ 0
Ax—0  AX Ax—0 AX
. sen(Ax) ) \ .
A razédo A sO tende a 1 quando o angulo tende a zero se o angulo for medido em
X

radianos. As formulas que estamos apresentando, portanto, exigem que trabalhemos em radianos.




3. Tabela de derivadas das fungdes trigonométricas

funcao

derivada

condicéo

f(x)=sen(ax +b)

ar_ acos(ax+b)
dx

ax medido em radianos

f(x)=cos(ax+b)

ar_ —asen(ax+b)
dx

ax medido em radianos

Como um exemplo direto de aplicagéo, a funcao

f (t) =5t* + 2cos(3xt)
tem como derivada a funcéo

% = 20t° — 67 sen(3nt)

As integrais do seno e cosseno sdo encontradas buscando as funcdes cujas derivadas sdo essas
funcbes. Uma tabela dessas integrais esta no item 4 abaixo.

4. Tabela de integrais das funcdes trigonométricas

funcao

Primitiva F = f(x) dx

condicéo

f(x)=sen(ax +b)

cos(ax + b
cos(ax+b) . .

a

ax medido em radianos,
C constante de integracao

f(x)=cos(ax+b)

sen(ax + b
n( )+C

a

ax medido em radianos,
C constante de integracao




