Fundamentos de Mecénica — 2019 — Textos Complementares

I. O grafico de uma reta

1. Introducéo

No estudo de um fendmeno fisico, € comum realizar ou imaginar experiéncias em que se
medem diversas grandezas ao mesmo tempo. A relagéo entre essas grandezas pode ser expressa por
meio de formulas matematicas, tabelas ou graficos. Neste texto, revisamos algumas ideias basicas
necessarias a construcdo e interpretacdo de graficos de retas em um plano.

Nesses graficos, os pontos sdo localizados por um sistema de eixos, normalmente ortogonais.
Para cada eixo adota-se uma escala, sendo que a escala de um dos eixos é quase sempre diferente da
escala do outro. Na construcao de um grafico, a primeira tarefa importante € escolher escalas
convenientes (na secdo 5 abaixo, discutiremos em detalhes o que é um fator de escala), que evitem que
parte do desenho fique fora do papel ou, pelo contréario, deixem o grafico tdo pequeno que seja
impossivel observar seus detalhes, e devem ser divididas de modo a permitir a facil localizacéo e
marcagéo de pontos, bem como a leitura de valores a partir do desenho. O procedimento que permite
escolher bem a escala é:

i.  determine o tamanho do espaco disponivel para o grafico (tela do computador ou papel).

ii.  identifique os valores méximos e minimos das grandezas que serdo representadas nos eixos.
iii.  a partir desse tamanho e valores, calcule as escalas que permitam ocupar o espaco disponivel.
iv.  marque divisGes nos eixos que sejam fatores do nimero 10 multiplicado por uma poténcia de

10: 0,1; 1; 10; ...; 0,2; 2; 20; ...; 0,5; 5; 50; ou até mesmo ...; 0,25; 2,5; 25; ..., mas nunca
maultiplos de 3, 7 e 9, mesmo que isso signifique perder um pouco do espaco disponivel.

Questdo 1. Compare os graficos a) e b) da figura 1 abaixo.

Determine se eles representam a mesma funcéo ou fungdes diferentes.
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Figura 1. Gréficos a) e b) relativos a questdo 1.
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Para construir um grafico de uma funcéo, organizamos uma tabela com valores convenientes da
abscissa x e 0s correspondentes valores da ordenada y. A seguir, localizamos cada par (x,y) no plano. O
gréafico da funcdo é obtido ligando-se esses pontos; quando eles ndo estdo alinhados numa reta, ligam-
Se 0S pontos sucessivos com curvas que acompanhem o comportamento indicado pelos pontos
vizinhos.

Questao 2. Construa tabelas com pares de valores x e y para os dois graficos da fig. 1 (Questao
1). Determine, comparando essas tabelas, se os graficos representam a mesma funcao ou funcdes
diferentes.

2. Uma forma analitica para descrever uma reta

Uma reta pode ser descrita pela funcdo de primeiro grau (primeiro grau porque a variavel x
aparece elevada a poténcia 1):
y=ax+b (1)

em que a e b sdo constantes reais, que tém os nomes de coeficiente angular e coeficiente linear (ou
termo constante), respectivamente. Dizemos que y depende linearmente de X ou que a relacdo entre y e
X € linear.

Questéo 3. Considere as fungoes:
y=2x+2 (i)y=3x+2 (ii)y =2x—-1 (iv)y=—-2x+2

a) No quadriculado abaixo (fig. 2), faca os graficos das funces (i-iv) acima, para x variando
de —6 até +6. Escolha a mesma escala para as abscissas de todos os graficos; faga 0 mesmo
para a escala das ordenadas. Escolha com cuidado a escala no eixo y de forma a ter a
melhor ocupacéo do espacgo, mas de modo que todos os graficos caibam no papel, no
intervalo indicado. Use uma cor diferente para cada grafico.

b) Para cada funcdo (i-iv), determine os valores do termo constante e do coeficiente angular.

c) Determine o que ha em comum entre a reta do item (i) e a reta do item (ii).

d) Determine o que ha em comum entre a reta do item (i) e a reta do item (iii).

e) Encontre uma caracteristica que distingue a reta do item (iv) das demais.
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Figura 2. Quadriculado para a solucdo da Questéo 3.

3. Interpretacdo deae b daretay =ax + b, quando x ey tém mesma dimenséao
fisica.

Na equacdo (1), o coeficiente angular a esta associado a inclinacdo da reta em relacdo ao
eixo Ox. No caso (i) da questdo 3, o coeficiente angular é igual a 2; no caso (ii), é igual a 3. Note que a
reta descrita pela fungdo do item (ii) ¢ “mais inclinada” que a do item (i). Se a for negativo (a <0),
como no item (iv), a grandeza y decresce a medida que x cresce.

Podemos relacionar o coeficiente angular com o angulo entre a reta e o eixo Ox. Para relembrar,
considere o triangulo retangulo da fig. 3 abaixo. Os dois lados que formam o angulo reto sdo chamados
catetos. O lado g é o cateto oposto ao angulo « e o lado r é o cateto adjacente ao angulo a. No
triangulo retangulo, define-se tangente de « (tan o) como a razao entre o cateto oposto a « e o cateto
adjacente:

cateto opostoa
tan(cr) = P @ _4 (2)
cateto adjacenteac  r

Assim, vemos que a constante a é igual a tangente do angulo que a reta forma com o eixo Ox.
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Figura 3. Desenho de um triangulo retangulo, cuja hipotenusa mede p e os catetos medem qger, e aé
0 angulo compreendido entre o cateto r e a hipotenusa.

Figura 4. Gréaficos de duas retas com coeficientes angulares opostos.

Podemos definir as fungdes trigonométricas, como seno, cosseno e tangente, para qualquer
angulo. A tangente de um angulo 90° < # < 180° tem sinal negativo e modulo igual a tan (180° - 6).
Com esta definicdo, o coeficiente a pode ser interpretado como a tangente do angulo que a reta
y =ax + b faz com o eixo x. Se a for negativo, o angulo que a reta forma com o eixo x € obtuso e y
diminui se x aumenta. A fig. 4 acima mostra duas retas com coeficientes angulares de mesmo maédulo e
sinais contrarios; nessa figura, chamando de a o coeficiente angular da reta que forma angulo &com o
eixo Ox, temos a > 0 e a reta que forma angulo #=180" — @ > 90° tem coeficiente angular —a, portanto
negativo.

O numero real b corresponde ao valor de y quando x = 0, ou seja, indica em que ponto a reta
corta o eixo y. Note que as retas descritas pelas fungdes dos itens (i) e (iii) da Questdo 3 cruzam o eixo
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Oyem y =2 ey =-1, respectivamente. Como o coeficiente angular das duas retas é 0 mesmo (a = 2),
elas ttm a mesma inclinagéo, ou seja, sdo paralelas.

4. Interpretagcdo deae b daretay = ax + b, quando x ey nao tém mesma
dimensao fisica

Em fisica, a maioria das grandezas envolvidas nas equacfes tem dimensao, isto €, sdo expressas
em relacdo a uma unidade de medida. Isso faz com que a inclinacéo do grafico que descreve os valores
dessas grandezas tenha uma unidade e, na maior parte dos casos, ndo possa ser interpretada
simplesmente como a tangente de um angulo, necessariamente adimensional.

Entretanto, sempre podemos definir a inclinacdo da reta a partir de um par qualquer de pontos
(X1,¥1) € (X2,Y2). pela expressdo

T - A
mclmagao:u:—yza 3
X, =X AX
Assim, o coeficiente a € uma grandeza com dimenséo fisica sempre que as grandezas x e y nao
tiverem a mesma dimensdo fisica. Por exemplo, se y mede posi¢cdo em m e x mede tempo em s, a

inclinagdo tem a dimenséo de m/s.

E importante, ainda, ter atencéo para o fato de que, apesar da reta que representa o grafico y(x)
formar um angulo com o eixo Ox que pode ser medido, por exemplo, com um transferidor, ndo
podemos dizer que o coeficiente a seja a tangente desse angulo. Isso ocorre porque esse angulo
depende da maneira como vocé escolhe as escalas. Por isso, deve-se calcular a usando a expressao (3).

Em relacdo ao coeficiente b, a interpretacdo € a mesma da situacdo anterior (secdo 3, x e y com
mesma dimensao), exceto pelo fato dele possuir também uma dimensao fisica na maior parte dos casos.

5. Inclinagao vs. tangente e fatores de escala

As secdes 3 e 4 acima permitem concluir que somente quando os eixos Ox e Oy estdo na
mesma escala a inclinacdo € a tangente do angulo. Agora, vamos entender porque essa inclinacao
também tem o nome coeficiente angular. Vamos recuperar a interpretacdo simples do caso em que x e y
estdo na mesma escala, onde a tangente do angulo é a inclinacéo.

Considere o grafico de posi¢do por tempo de um énibus que se desloca numa avenida
congestionada entre x; =5 m no instante ti= 3 s e xr= 95 m no instante tr= 48 s, com velocidade
constante. Note que falamos até agora em grafico de y por x (x costuma ser o eixo horizontal quando
usamos esses dois nomes) e vamos fazer um grafico x vs t, onde o x vai ser o eixo vertical. Exatamente
para que 0 nome do eixo ndo importe, temos que adaptar todas as expressdes aritmeticas para 0s novos
nomes. Assim, a inclinagdo, que era a razao entre Ay e Ax, eq. (3), agora seré a razdo entre Ax e At.

5
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Para desenhar o grafico num quadriculado de 10 cm por 10 cm, escolhemos uma escala em x tal
que 100 m sdo representados em 10 cm, e uma escala de tempo em que 50 s sdo representados em 10
cm.! Se ¢, é o comprimento do segmento desenhado para representar um intervalo Ax, entdo
¢y = fy Ax,emque f, é o fator de escala, e 0 mesmo raciocinio vale para a escala usada no eixo do
= lOﬂ = 02@_
50s S

10 cm
100 m

tempo. Os fatores de escala definidos séo, portanto, f, = =0,1 % e f

t

Quando calculamos a inclinagéo da reta no intervalo [18 s, 3 s], encontramos

~(95-5m 90m m
V=48-3)s 45s “s

Se medirmos a tangente do angulo no desenho encontramos, porém,

9cm
tan(0)= —— =1
9cm
— note que o angulo é mesmo 45°, que é o arco cuja tangente vale 1, portanto esta Ultima conta esta
certa. A diferenca das respostas vem das escalas, que ndo poderiam ser iguais, uma vez que as
dimensdes fisicas envolvidas nos dois eixos sao diferentes. Assim, quando calculamos a tangente

trigonométrica, usamos segmentos, portanto

S

cx_Axfx_<g)f_x_(Ax)ﬁ_(Ax)o’S m

tanf = — = = =(— =(—
an ¢, At f; At ) f, \At) g &M \At
s

ou seja, a tangente do angulo esta relacionada com a inclinagdo por um fator que s6 depende das
escalas usadas. Neste exemplo, o valor numérico da tangente do angulo é metade do valor numérico da
velocidade do énibus expressa em m/s, mas cuidado — tirar a unidade m/s dessa frase tira todo seu
sentido, de modo que a expressdo “numericamente igual” quase nunca tem significado preciso.

Enfim, a inclinacdo da reta esta relacionada com a tangente do angulo, bastando incluir a razéo
dos fatores de escala e ndo nos confundirmos com as unidades. Na pratica, nunca medimos o angulo de
inclinacdo da reta com transferidores, mas sim calculamos a inclinacdo com a razdo Ax/At, inclusive
porque sempre precisamos desse valor com as unidades correspondentes, que ndo podem estar
embutidas na tangente trigonométrica.

6. Variagcao Proporcional vs. Propor¢cao. Tempos negativos

Estamos muito habituados a "fazer regra de trés" em situa¢des do cotidiano. Calculamos muito
rapidamente que, se a duzia de bananas custa R$5,00, uma ddzia e meia custara R$7,50. Dizemos que 0

1 Nao deixe de fazer o desenho em um papel quadriculado e certificar-se que vé no seu desenho o que esta sendo explicado
nesta secdo 5, a ndo ser que tenha muita facilidade com o raciocinio abstrato.

6
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preco da penca é proporcional ao numero de bananas. Existem muitas outras situacdes onde ha
proporcionalidade entre grandezas, por exemplo, um mol contém 6x10%3 moléculas.

Questao 4. Chamando de M o nimero de moles e de N o numero de moléculas, escreva uma
relacdo matematica entre o nimero de moles e moléculas de uma substancia pura.

Uma grandeza fisica que é uma proporc¢éo entre duas outras grandezas € a densidade dos corpos
homogéneos — a densidade é a razdo entre a massa e 0 volume do corpo. Dizer que o corpo é
homogéneo significa dizer que as propriedades de qualquer fragmento séo as mesmas do corpo todo.

Para fixar ideias nesta discussao, imagine uma usina que produza artefatos de Aluminio (Al),
que ¢ um metal de densidade igual a 2,7 g/cm?® = 2,7x10% kg/m®. A fabrica produz, a partir de um
grande corpo de Al que consideraremos puro nesta discussdo, perfis, panelas e papel de Aluminio.
Dizer que um objeto de Al é homogéneo significa, entre outras propriedades, que a propor¢éo entre
massa e volume é a mesma para qualquer pedaco desse objeto. Assim, tanto para um fragmento de
papel de Al quanto para um caco da panela ou um fragmento de um trilho de cortina, a razdo entre
sua massa m e volume V é p = 2,7x10° kg/m*. Podemos, portanto, sempre deduzir o volume de um
objeto de Al como V = m/p. Quando o objeto tem volume conhecido, podemos deduzir sua massa
como m = pV. O grafico da fig. 5 representa essa propriedade do Al metalico puro nas condicdes
ambientes normais. Note a propriedade, absolutamente importante, do grafico da massa de Al em
funcéo do volume passar pela origem do sistema de coordenadas, que é o ponto (0,0).

m (kg)

0 0,5 1 15V(L) 2

Figura 5. A linha continua d4, no eixo das ordendas, a massa de uma peca de Al que tenha volume V.

Quando lidamos com a velocidade de um objeto, tendemos a pensar que ela representa uma
proporcdo. Afinal, dizer que um dnibus esta trafegando a velocidade v = 10 m/s significa que ele se
desloca 10 m em 1 s. No entanto, a velocidade ndo é uma proporgéo entre a posicéo e o tempo. Veja,

7
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nos graficos da fig. 6 abaixo, diferentes possiveis graficos da posi¢cdo em funcéo do tempo de um
onibus com velocidade v = 10 m/s.
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Figura 6. Diversos gréaficos representando o movimento de um 6nibus movendo a 10 m/s no mesmo
sentido em que o eixo esta orientado. Dessas retas, a Unica que representa uma proporc¢éo € aquela
em linha continua.

Caso vocé, equivocadamente, imaginasse a velocidade como uma proporgéo entre posicao e
tempo, deduziria que a posicao do 6nibus emt =6,0 s é x = 60 m. Vemos no grafico acima que, exceto
na situacao descrita pela linha continua, sua posi¢do em t = 6,0 s NAO é x = 60 m.

E muito importante entender que a velocidade ndo é uma proporgéo entre posicao e tempo, mas
sim uma variacao proporcional. Ela representa o deslocamento num intervalo de tempo. Desse modo,
a velocidade é a proporc¢éo entre variacao de posicao e "varia¢do" de tempo. Quando um objeto se
desloca com velocidade constante, sua variacao de posicdo € proporcional ao intervalo de tempo
considerado, portanto, é uma variacdo proporcional; ou simplesmente propor¢do das variagoes.

Questao 5: Qual a propriedade da curva tracejada da fig. 6 acima que faz com que a
velocidade possa ser confundida com uma proporgéo simples?

Nas situa¢Ges mais simples onde ha apenas um objeto em movimento uniforme, vocé pode
escolher a origem do sistema de coordenadas de maneira que em t = 0 s ele esteja na origem. No
entanto, isso ndo pode ser feito em geral, de maneira que NUNCA devemos pensar na velocidade como
uma proporg¢do entre posicao e tempo, mesmo que isso dé certo em alguma situacdo particular.
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Uma variagédo proporcional pode, com frequéncia, ser expressa por nimeros negativos, o que
raramente faz sentido com proporcdes. A fig. 7 abaixo mostra alguns dos graficos que representam o
movimento de um objeto a velocidade de —5 m/s. A diferenca entre as duas figuras (a) e (b) deve-se

apenas ao intervalo de tempo considerado em cada um dos movimentos.
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Figura 7. Diversos gréaficos representando o movimento de um carro movendo a 5 m/s no sentido
oposto ao que 0 eixo esta orientado. Dessas retas, as que representam uma proporcdo estdo em linha
continua.

Questao 6. Invente uma situacdo fisica de Movimento Uniforme em que vocé defina tempos
negativos. Veja que basta escolher uma origem para a coordenada tempo que seja posterior ao
instante em que vocé comeca a descrever a situacao.




