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TRACAO E COMPRESSAO SIMPLES.
O ENSAIO DE TRACAO OU DE COMPRESSAO SIMPLES.

Quando se submete uma barra prismatica, como a que se mostra na fig., a ensaio
de tragdo, as segBes transversais que limitam o segmento de dimensdo L permanecem
planas e se afastam de AL, de modo que & possivel definir a grandeza € - denominada
deformacdo longitudinal - da seguinte maneira:

L+AL)-L AL

Ao mesmo tempo, a dimenso B da se¢do transversal varia AB , de modo que ¢
possivel definir a grandeza €, - denominada deformagdo transversal - da seguinte ma-

neira:
(B+AB)-B AB
By == @
B B

Como se verd adiante, a um alongamento longitudinal corresponde um encurta-
mento transversal, e vice-versa.

A for¢a normal N, responsavel pelo equilibrio dos segmentos externos, ¢ dada
por:
N =P (3
P
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Uma vez que as se¢Oes planas mantém-se planas, as infinitas fibras que com-
poem o segmento de dimensdo L , solicitadas por for¢as dN = ¢dS em suas extremida-
des, apresentam a mesma deformagdo €. Em consequéncia, € possivel admitir a cons-
tdncia de ¢, de modo que:

N P

N=[odS=c[dS=0cS = Ol 4)

Para cada valor de P pode-se determinar a deformagdo € com a expressio (1) e a
tensdo o com a expressdo (4), €, assim, determinar o diagrama ¢ x € para o material de

que € composta a barra.
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Dois tipos basicos de comportamento sdo apresentados na fig..
O comportamento elasto-fragil € caracterizado pela proporcionalidade entre ten-
soes e deformagGes, isto é:
c=tgae=Eeg (5)
one E € o mddulo de elasticidade do material.

A expresséo anterior - denominada lei de Hooke - ¢ vélida até que se atinja, no
ensaio de tracdo, a tensdo de ruptura a tragdo G y;, €, no ensaio de compressio, a fen-

sdo de ruptura a compressdo G .

Substituindo na expressdo anterior os valores de ¢ e €, dados pelas expressoes
(4) e (1), obtém-se:
PL
AL = — (6)
ES

A expressdo anterior mostra que, para um mesmo valor de P, quanto maior for a
grandeza ES - denominada rigidez longitudinal - tanto menor ¢ a variagdo de compri-

mento AL .

Para cada material, a deformago transversal é dada por:

€; =—Ve (7)
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onde v € o coeficiente de Poisson.

O comportamento elasto-plastico é caracterizado pela proporcionalidade entre
tensdes e deformagdes até que se atinja a tensdo de escoamento G, cyjo valor absoluto
€ 0 mesmo tanto no ensaio de tragdo como no de compresséo. Atingido o valor o, da-
se o escoamento do material, isto é, o aumento progressivo de deformagdo sob tensdo
constante, at¢ que sobrevenha a ruptura. Se, atingido o ponto D, se procede ao descarre-
gamento, este se d4 segundo uma reta paralela a reta correspondente ao carregamento,
de modo que, quando 6 =0, € = €p. Assim, a deformagfo total € pode ser considerada
como a soma da deformagdo eldstica €, (recuperavel no descarrega-mento) e da defor-
magdo pldstica €, (ndo recuperavel no descarregamento).

TENSOES, DEFORMACOES E DESLOCAMENTOS NA TRACAO OU
COMPRESSAO SIMPLES.

Considere-se uma barra, como a que se mostra na fig., submetida 4 agfio do peso
proprio e da forga P. A forga normal em uma segfio caracterizada pela coordenada x é
responsavel pelo equilibrio do segmento de dimenszo (1 - X) , isto é,

N =P+yS(1-x) (1)

onde y € o peso préprio do material.
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Deve-se notar que os esforgos solicitantes, normalmente indicados na configura-
¢do indeformada, sdo simultineos a deformagdo e deveriam, a rigor, ser indicados na
configura¢do deformada. Entretanto, visto que as deformagdes sio pequenas, a configu-
racéo deformada pode ser confundida - quando se escrevem as equages de equilibrio,
mediante as quais se calculam os esfor¢os solicitantes - com a configuracio indeforma-
da.

A for¢a nornal N corresponde a tenséo normal o, dada por:

N P
c_§_§+y(l—x) (2)

de modo que

do 3
o 3)
Considere-se, em seguida, um segmento de comprimento dx na configuragdo
indeformada (anterior a aplicag@io do carregamento externo), e na configuragdo defor-
mada (posterior & aplicagdo do carregamento externo), caracterizada pelo deslocamento
longitudinal das se¢des transversais, as quais se mantém planas.

A fibra genérica AB passa a ocupar a posicio A’B’, uma vez que os pontos da
segdo transversal caracterizada pela coordenada x tém deslocamento longitudinal u, en-
quanto os pontos da se¢do transversal caracterizada pela coordenada x +dx tém deslo-

camento longitudinal u+du.

A deformag@o da fibra AB ¢é dada por:

A'B'-AB '
£=—— 4
N 4)
onde:
AB =dx A'B'=dx+(u+du)-u=dx+du ®))
de modo que: '
du
£=— 6
i (6)

A fibra AB de secdo transversal dS € solicitada nas extremidades pelas forgas
odS e (o +do)dS que, juntamente com o peso proprio ydSdx , satisfazem o equilibrio,

isto €,

(6 +do)dS +ydSdx = odS = % =y %
X
A tensdo o € dada, segundo a lei de Hooke, por:
du
c=Ee=E— 3
dx (8)

A for¢a normal N na se¢8o caracterizada pela coordenada x é dada por:

N = de:jEi‘ids:Eg‘ijds:Es@ ez 0l
dx dx

—_— = 9
dx dx ES ©)



Integrando a express@o anterior, obtém-se:

= d
u(x) uo+j S X (10)
onde u, € o deslocamento em x = 0.

A expressdo anterior é valida para o caso de barras de se¢do variavel, isto é,
ES = ES(x).

Considerando na expressdo anterior a forga normal N dada pela expressdo (1),
obtém-se:

Px yS )
u(x) =E—;+%§(lx—}§r) (11)



DESLOCAMENTOS DOS NOS DE TRELICAS ISOSTATICAS.

1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS.

As trés parcelas - translagdo, deformag@o e rotagdo - que comp&em o movimento

de uma barra genérica de uma treliga, e apartir das quais se calculam os deslocamentos
nodais, sdo apresentadas nos dois exemplos seguintes.

EXEMPLO 1.

. Determinar o deslocamento horizontal u. e o deslocamento vertical Ve do ponto
C da estrutura da figura.

O equilibrio do né C permite determinar as forgas normais N, e N,, isto é:

TF, =0 = N, ="%N, N, =P (1) R
SF,=0 = Y%N,=P N, =2P (O &)

O alongamento Al, correspondente a for¢a normal de tragdo N, e o encurta-

mento Al, correspondente a for¢a normal de compressio N,, sdo dados por:

NI, P

a
Al =——=A (A B
' ES, ES (A) (B)
N.1 Pa
Al,=—22-2_%_92A (E B"
: = s, = (E) (B"

Por pertencer a barra 1, o ponto C, em decorréncia do alongamento Al,, passa a
ocupar a posi¢do C,; em seguida, em decorréncia da rota¢do da barra 1 em torno do
ponto A, descreve o arco de circulo de raio 1, + Al,, que pode ser confundido com a reta

r,. perpendicular ao raio AC, .



Por pertencer a barra 2, o ponto C, em decorréncia do encurtamento Al,, passa a

ocupar a posi¢do C, ; em seguida, em decorréncia da rotagdo da barra 2 em torno do
ponto B, descreve o arco de circulo de raio 1, — Al,, que pode ser confundido com a reta

1, perpendicular ao raio BC;.
Como o ponto C pertence simultaneamente as barras 1 e 2 , segue-se que a posi-
¢do final C' corresponde a intersecdo dasretas r, e, .

De acordo com a fig., tem-se:

Pa . E
Ue =8 =— vc_(1+2J2_)A_(1+2JE)ES (C)

EXEMPLO 2.

Determinar o deslocamento horizontal u; e o deslocamento vertical Ve do ponto
C da estrutura da figura.
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As for¢as normais N, e N, (obtidas mediante o equilibrio do né C), bem como a
forga normal N, (obtida mediante o equilibrio do n6 B), sdo dadas por:

N,=P (T) N,=+2P (C) N,=P (T) (A)
O alongamento Al,, o encurtamento Al, e o alongamento Al ; S8o dados por: .
_N)l, Pa
=—=A (A B’
'~ Es, " Es (A) (B)



N, 1 Pa
Al,=—22=2_——=2A (E B"
2= s, ~“Es (E) (B")
N;l; Pa
l. = 33=______A A B
B TE A @ (B")

Por pertencer a barra 1, a situagfo do ponto C é a mesma do caso anterior.

Por pertencer a barra 2, o ponto C, em decorréncia do desdocamento vy = Al
do ponto B, passa a ocupar a posigdo C,; em seguida, em decorréncia do encurtamento
Al,, passa a ocupar a posigdo C, ; finalmente, em decorréncia da rotagdo da barra 2 em
torno do ponto B’, descreve o arco de circulo de raio 1, — Al,, que pode ser confundido
com a reta r,, perpendicular ao raio B'C; .

Mais uma vez, como o ponto C pertence simultaneamente as barras 1 e 2, segue-

se que a posi¢do final C’ corresponde a intersegdo das retasr, e r,.

De acordo com a fig., tem-se:

uC=A:£—: vc=2(1+ﬁ)A=2(1+J§)£—; (©)

2. O DIAGRAMA DE WILLIOT.

Os exemplos anteriores permitem estabelecer, como se mostra na fig., a seguinte
generalizag@o: dado um ponto P ligado pelas barras i e j aos pontos M e N, cujas posi-
¢0es na configuragio deformada M’e N’ tenham sido previamente determinadas, obtém-

se a posi¢do P, da seguinte maneira:

Por pertencer & barra i, o ponto P, em decorréncia do desdocamento 3,, do
ponto M, passa a ocupar a posi¢do P, ; em seguida, em decorréncia do alongamento ou
encurtamento Al; da barra i, passa a ocupar a posigdo P, ; finalmente, em decorréncia da
rotagdo da barra i em torno do ponto M, descreve o arco de circulo de raio 1, £ Al;, que
pode ser confundido com areta r;,, perpendicular ao raio M'P; .

Considerado como pertencente a barra j, o ponto P, em decorréncia do desdoca-
mento &, do ponto N, passa a ocupar a posicio PJ.' ; em seguida, em decorréncia do
alongamento ou encurtamento Al; da barra j, passa a ocupar a posi¢io P_i“; finalmente,

em decorréncia da rotagdo da barra j em torno do ponto N', descreve o arco de circulo
deraio 1; + Al;, que pode ser confundido com a reta r;, perpendicular ao raio N'P;.

Como o ponto P pertence simultaneamente as barras i e j, segue-se que a posi-
¢do final P* corresponde 2 interseco das retas Ler;

No diagrama de Williot, a posi¢do inicial de cada um dos nés é representada por
um unico ponto, isto é, A=B=.. M=N=P=....
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M=N=F

Suponha-se que tenham sido determinadas as posigées finais M" e M" dos pon-

tos M e N. Como os segmentos PP, e MM’ tém o mesmo tamanho e a mesma diregdo,
basta considerar a partir d¢ M’ o alongamento ou encurtamento Al; segundo a direcsio
dambarra 1; da mesma forma, como o segmento PP e NN’ tém o mesmo tamanho ¢ a-
mesma dirego, basta considerar a partir de N o alongamento ou encurtamento Al; se-

gundo a dire¢do da barra j.
No exemplo da fig., Al; é encurtamento e Al ; € alongamento.



EXEMPLO 1.

Determinar o deslocamento horizontal uy, e o deslocamento vertical v, do ponto
D da treli¢a da fig.
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Determinadas as for¢as normais (por exemplo, mediante o diagrama de Cremona
que se mostra na fig.), determinam-se os alongamentos e encurtamentos da tabela se-
guinte, a partir dos quais se constrdi o diagrama de Williot.

BARRA | 1, |ES, N, Al =ikt
ES,
Pa
1 2a | BS| 4P(O)| ==A(B)
2 V2a| BS | %P (T) %=A(A)
3 v2a | ES | Y% P(C) %Z—=A(E)
4 V2a | 2ES | 2P (C) —EP%=A(E)
Pa
5 2a | ES P(T) |2— =2A (A
(T) ES (A)

Do diagrama de Williot, indicado na fig., resulta:

P
e =394 = 3.9E—; Ve =53A = 5.32—;
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EXEMPLO 2.

Determinar o deslocamento horizontal u; e o deslocamento vertical v; do ponto
E datrelica da fig.

=
o
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Determinadas as forgas normais (por exemplo, mediante o diagrama de Cremona
que se mostra na fig.), determinam-se os alongamentos e encurtamentos da tabela se-
guinte, a partir dos quais se constrdi o diagrama de Williot.

BARRA | I, |ES,| N, al = Nili

Pa =

1 a | ES| P(T) l§=2(A)

2 V14 a | 2ES | +2P (C) ?§=E(E)

3 2/ a | 2ES | +2P (C) 5§=3(E)

4 a | BS| P(D 1§=2(A)

5 V24 a | 2ES | +2P (C) ?§=E(E)

6 V34 a | 2ES | +2P (C) 5§=—2—(E)
a

7 a | ES| P(D| _o=A(A)

Do diagrama de Williot, indicado na fig, resulta:

ue = 3.5A = 3'5% Ve = 584 = 5.8]1;—;

12
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3. ESTRUTURAS COM BARRA RIGIDA.

EXEMPLO.

Determinar o deslocamento horizontal u;, € o deslocamento vertical v;, do ponto

D da estrutura da fig.

‘/mf
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Considerando o equilibrio da barra rigida, determinam-se as forgas normais de

compressdo N, e N,, bem como a forga normal de tragéo N,, dadas por:

N, =2P N, =3P

(A)

14



as quais correspondem os encurtamentos Al, e Al,, bem como o alongamento Aly, da-

dos por:

Pa Pa Pa
Al === Al =—— Al =-=
' ES 2 ES * ES (B)

A translagfo da barra rigida é caracterizada pelo deslocamento do ponto C, que
se obtém considerando o ponto C como pertencente simultaneamente as barras 2 e 3.

De acordo com a fig.,

Pa Pa
u. =Al, =— Ve =Al, = — C
C 2 ES C 3 ES ( )
A rotagdo da barra rigida em torno do ponto C' é caracterizada pelo angulo 0,
determinado a partir do deslocamento do ponto A, que se obtém considerando o ponto A

como pertencente simultaneamente a barra rigida e a barra 1.

Por pertencer a barra rigida , o ponto A, em consequéncia da translagdo, passa a
ocupar a posigdo A,; em seguida, em decorréncia da rotacio em torno do onto C’
0 p >

descreve um circulo de raio A,C, que se confunde com a reta Iy

Por pertencer a barra 1, o ponto A, em consequéncia do encurtamento Al,, passa
a ocupar a posi¢do A,; em seguida, em decorréncia da rotagdo da barra 1, descreve um
circulo de raio 1, — Al,, que se confunde com a retar,.

A intersegdo das retas r, e r, determina o ponto A'.

"~ De acordo com a fig.,

e AE}A: _~2(4l, + Aly) _2P ©)
A,C J2a ES
de modo que:
Pa Pa
D=uc=E—S VD=VC+ae:3E_S (E)

15



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS.

1.CONCEITOS FUNDAMENTALIS.

Os conceitos fundamentais relativos & anélise de estruturas hiperestaticas sub-
metidas a tragdo ou compresséo simples, bem como alguns aspectos importantes do
comportamento de estruturas hiperestaticas sdo apresentados nos trés exemplos seguin-

tes.
EXEMPLO 1.

Dada a estrutura da fig., determinar as reagdes de apoio X, € X; bem como o
deslocamento longitudinal u. do ponto C.

XA
pits 4]
A
¥ P
-4
C
s

| B

Lw%z
X
ALTERNATIVA 1.

A unica equagdo de equilibrio de que se dispde - equilibrio de forgas segundo a
direcdo x - fornece:
X, +Xy =P (A)

Para obter uma segunda relagdo entre X, e X,, considera-se a expressio que
fornece o deslocamento longitudinal em um ponto do eixo caracterizado pela coorde-

nada x, dada por:

u(x) :u0+].gs—dx (0<x<a) (B")

0

16



% N a N X N .
u(x)=u0+JE—de=u0+!de+!de (a<x<a+b) (B")
onde:
u,=u,=0 <
N(x)=+X, ES=ES,. (0<x<a) (c™
N(x) =-X, ES =ES,. (ag<x<a+b) c™
de modo que:
X.X
u(x) === (0<x<a) (D"
ES.c
X,a Xg(x-—a) o
= - <x<a+b D"
He) ES,c ESgc BRERETY ®

Uma vez que o deslocamento longitudinal no ponto B é nulo, resulta da expres-

séo (D"):

ESz. a
= X E
5="p B A (E)
As expressoes (A) e (E) fornecem:
ES.c ' ES;s ‘
R wee—Bee B Rommee D p (F)
ES,. + ES.. ES,e M ESze
a b a b
ES,. ES;. . . . o
As grandezas e 5 sd0 os coeficientes de rigidez a deformacéo lon-

a
gitudinal dos trechos AC e BC.

Os resultados anteriores mostram que em uma estrutura hiperestatica as reagées
de apoio e os esforgos solicitantes dependem da rigidez relativa dos elementos que

compdem a estrutura.
Considerando na expressao (D') o valor de X, dado pela expressio (F), obtém-

se:
ES,.
a Pa
U, = G
€7 ES,c R ESpc ES,. Q)
a b

17



ALTERNATIVA 2.

O comportamento da estrutura hiperestatica dada ¢ idéntico ao comportamento
da estrutura isostatica que se mostra na fig. - denominada estrutura isostdtica funda-
mental - submetida ao carregamento externo (no caso, a forga P), bem como a reacdo de

apoio X - denominada incégnita hiperestdtica -, por enquanto desconhecida

X4 X4 X40 Xat
7 VL7, -

A

A = -
c 4y T

S

J. ’f’@ T — | Upp “
Xg Xe Xg

Determinado o valor de Xj, a equaggo de equilibrio de forgas segundo a direcdo
x fornece:

Xp=P-X, (A)

Em consequéncia do principio da superposigdo de efeitos, pode-se considerar
isoladamente os efeitos do carregamento externo e da incégnita hiperestatica.

O deslocamento longitudinal ug, no ponto B devido a forca P ¢ igual, uma vez
que o trecho BC esta descarregado, ao deslocamento longitudinal u., no ponto C, isto
é:

0
_Nuclsyc _ Pa

= B
ES,. ES,. B)

Upy, = Uc

O deslocamento longitudinal uy, no ponto B devido a forga X é igual ao en-
curtamento do trecho AC mais o encurtamento do trecho BC, isto é:

- NTACIAC +N:3CIBC — XBa + XBb

u,, =All . +All = C
. Ae - ESAC ESBC ESAC ESBC ( )

Uma vez que o deslocamento longitudinal no ponto B ¢ nulo, segue-se que o
deslocamento longitudinal uy, deve anular o deslocamento longitudinal Up, , IStoO €:

18



ESgc

b
=—____ P
ES,. " ES;e¢
a b

Ug =Uz = X (D)

de modo que, retornando a expressdo (A), obtém-se:
ESAC .
a
X, = P
. Xa ESyc , BSyc . (E)
" a b

O deslocamento longifﬁdinal 1o ponto C é dado por:
Xga

Ur=Urp — U~ = NgCIAC _N:\CIAC . Pa _ _
c = Ugo ~Ug ES,. ES,. ES,. ES,.

ESyc

R T @)

- B_S_&"-‘__,.ES_E ESAC
a b

ALTERNATIVA 3.

¢t ) U

B- .
Xg ~

Considerando o equilibrio no ponto C, tem-se:
(A)

Nyc +Nge =P

onde, em vista do equilibrio das barras AC e BC, tem-se:
(B)

N ¢ :XA NBC =Xp

de modo que:

19



X, +X, =P ©
Os deslocamentos longitudinais nos pontos C' e C" s3o dadas por:

' =NAC1AC _ X,a ol = Npclpe _ Xgb

u = =] D
©  ES.  ESpc © BS,. ESg ®)
Uma vez que esses deslocamentos sdo iguais, tem-se:
: : ES a
u, =u, = X,=—258€ X E
€ C : B -b ESAC A . ( )
As expressoes (C) e (I‘E) fornecem:
ES,c ES;z
X, sssmemfesepP X —pel ___p
" BBy, Boye ® "By, ESy ®)
a b a b

Considerando nas expressdes (D) os valores de M, e M, dados pelas expres-
sGes (F), obtém-se:

ES,.
: .‘ Pa
Ue = uC uC ESAC N ESBC ESAC (G)
a b

EXEMPLO 2.

Comparar o comportamento da estrutura da fig., considerando dois materiais:
um elasto-fragil com oy = -6y = 0,, 0 outro elasto-plastico com o = C,.

77
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) Uep Ay K 1055 Gs M

As forgas normais e as correspondentes tensdes normais, para um determinado
valor de P, sfo dadas, de acordo com os resultados do exemplo 1, por:

20



N
Ny=2P (T) = o,=c.2P (A)

3 S, 38

1 N 1P
N =—P C = —_"BC __ -~ C A"
BC T 3 ©) Cac S,c 38 © (A")

O deslocamento do ponto C é determinado considerando indiferentemente o
alongamento do trecho AC ou o encurtamento do trecho BC, isto é,

ug = Al mesacic, 2 Fa (B")
ES,. 3ES

Ue = AIBC = NLIBC- - ZE (B")
ES,. 3ES

O valor P, de P para o qual se d4 a ruptura por tragdo do material elasto-fragil no
trecho AC ¢ dado por:

Cpc =0, = P=P0=§GOS ©

Tendo ocorrido a ruptura por tragéo do trecho AC a tensdo no trecho BC € dada
por:

N P, 3
— 2 BC _To _ (D)

Cpe = —=—0
BC SBC S 2 0
isto €, o valor P, corresponde ao colapso da estrutura devido a ruptura por tragéo do tre-
cho AC, seguido de ruptura por compresséo do trecho BC.

Considerando as expressées (B), obtém-se:

2 Pja
P=P, = u.=u,===-2 E
0 8 (& Cco 3 ES ( )
O valor P, de P para o qual se d4 o escoamento do material elasto-plastico no
trecho AC € dado por:

3
Cupc =C, = P=Po=5008 (F)

Contrariamente ao que acontece com 0 material elasto-fragil, ndo ha colapso da
estrutura. Para um valor de P superior ao valor P,, a estrutura, anteriormente hiperestati-
ca, passa a se comportar como uma estrutura isostitica. De fato, consideran-do o
equilibrio no ponto C, pode-se determinar a forca normal Npc € a correspondente tensdo
normal Gy, uma vez que no trecho AC a tensiio normal o ac permanece igual a o, .
Assim:

Nge P

NBC =P_GOS = GBC = S _:_-g._o-o (G)
BC

O valor P, de P para o qual se d4 o escoamento do material no trecho BC,eo
consequente colapso da estrutura, ¢ dado por:
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4
Opec =0, = P=P =20‘DS=§P0 (H)

Para P <P, o deslocamento do ponto C é dado, de acordo com as expresses
(B), por:

2 Pa
uo=Fee O

Para P, <P <P, o deslocamento do ponto C deve ser calculado exclusivamente
pelo encurtamento do trecho BC, visto que s6 esse trecho se mantém em regime elasti-
co, para o qual ¢ vélido a expressdo Al = NI/ES. Assim:

_ Npelpe  (P-c,8)2a (P-2/3P,)2a 0
¢ ESgc ES ES

ue. = Al

Considerando as expressdes (I) e (J), tem-se:

2 Pya

P=P, = uc=ug =2t &
4 4 P,a
P= PI :5 0 = Ug =1Ug, =5ﬁ (Kn)

Os resultados anteriores permitem obter os diagramas que se mostram na fig.

O diagrama Pxu. permite concluir que, quando a estrutura deixa de ser hi-
perestética, ha perda de rigidez, isto €, para Py <P <P, o deslocamento de um ponto

qualquer (em particular o deslocamento do ponto C) é maior do que o correspondente ao
comportamento hiperestatico anterior.
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EXEMPLO 3.

Dada a estrutura da fig., determinar o diagrama P x u, onde u. é o desloca-
mento longitudinal do ponto C.

imm% 28 D7/
! . i
i |
s P B JP:P_E, P
f : /
T D { = I%:A.}. :— & 26
, _ L
e
7
S ,”
N P
I g
~
1 -Lisia Ul il =4 |
T el WJV T 54 4
3

-Até que seja anulada a folga A, o deslocamento do ponto C, bem como de qual-
quer ponto do trecho BC, € igual ao alongamento do trecho AC, isto &,

N,.l Pa
“e =4l =55, “Es @
AC

O valor P, de P que anula a folga A é dado por:
U, =u.=4A = P0=EA (B)
a

Para um valor de P superior a P, pode-se decompor, como se mostra na fig.,a
forca P nas parcelas P, e P, =P~P,. A parcela P, corresponde o deslocamento Uz,

dado por:

Pa
uco=A=EO—S ©

enquanto a parcela P, que solicita, agora, uma estrutura hiperestatica (ja analisada no
exemplo 1) corresponde o deslocamento u, , dado por: |
2Pa 2(P-P,)a
g =20 _2(P-F) D)
3ES 3 ES

de modo que o deslocamento total u, é dado por:

1P,a 2Pa
Ue = Uy +Ug ==t —— E
C co Cl 3 ES 3 ES ( )
As expressoes (A) e (E) permitem obter o diagrama Pxu,. que se mostra na fig.,
do qual se pode concluir que quando a estrutura passa a ser hiperestatica ha ganho de
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rigidez, isto ¢, para P > P, o deslocamento de um ponto qualquer da estrutura (em par-
ticular o deslocamento do ponto C) € menor do que o correspondente ao comporta-
mento isostatico anterior.

2. TRELICAS HIPERESTATICAS.
EXEMPLO 1.

Determinar as forgas normais N, N,eN,, ¢ os deslocamentos v, ev, na es-
trutura da fig.

s
A .\._A y . ‘
B NE l LY W
U\e}‘ - "P}““ ~ "g— NZ
’/, “""-.\ ]
0 2” N Sa e S
N ™ @' // ’ &
e G-:, 5{5 s il Ye
\\ % 2 // = N}:
AN P4 & g
\\\ 5 // i
\\..L e 8B
B P
P

O numero de incdgnitas n; do problema ¢ dado por:
n,=ng+n,=5+4=9
onde ng ¢ o nimero de barras , ou seja, 0 nimero de forgas normais, e ng € 0 nimero de
reacdes de apoio. .
O nimero de equagdes de equilibrio n; é dado por:
ng =2n, =2x4=8
onde ny € o niimero de nds, para os quais se pode escrever duas equagdes de equilibrio.

A configuragio deformada - caracterizada, em consequéncia da simetria da es-
trutura e do carregamento, pelo deslocamento vertical v, do ponto A e pelo desloca-
mento vertical vy do ponto B - sugere que a forga normal N, é de compressdo e que as
for¢as normais N, e N, sdo de tragio.

As unicas equagdes de equilibrio vteis, por enquanto, séo as relativas-ao equili-
brio dos nds A e B segundo a dirego vertical, j que as referentes ao equilibrio segundo
a diregdo horizontal sdo automaticamente satisfeitas em vista da simetria da estrutura e
do carregamento, e as referentes ao equilibrio do né C permitem determinar as reacOes
Xc e Y, a partir das forgas normais N, e N;. Assim, tem-se:
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n6 A 2F, =0 = 2N,c0s60°=N,=N, =N, (A"
néB 3IF,=0 = N,+2N,cos60°=P=N, +N, =P (A"

O encurtamento Al, correspondente & forga normal de compressio N,, o alon-
gamento Al, correspondente a for¢a normal de tragio N, , e o alongamento Al, corres-
pondente a for¢a normal de tragdo N, sdo dados por:

A =t Na (B)
ES, ES
N,l, N,a
Al, = =22 = 2 B"
* ES, ES B9
Al, _Nil, _Nja B
ES, ES

A partir da configuragdo deformada, pode-se relacionar Al,,Al, eAl, com os
deslocamentos v, e vy, da seguinte maneira:

Al =v, cos60° = }5v, (&)

Al, =vy—-v, | ("
Aly, =vycos60° = v, (C™
As expressoes (C) permitem escrever:

Al, =2Al; -2A1, = 2Al, +Al, -2Al, =0 (D)

A equagdo acima - denominada equagdo de compatibilidade - estabelece a rela-
¢do entre Al,,Al, e Al; de modo que seja possivel a configuragio deformada adotada.
Considerando na equagdo de compatibilidade os valores de Al,,Al,eAl, dados
pelas expressdes (B), obtém-se:
2N, +N, -2N, =0 (E)
Com as equagdes de equilibrio (A) e a equagio de compatibilidade (E), obtém-
se:
2 2
N,==P N, ==P N, =—§P F
5 5 5
Os valores positivos de N, N, e N, indicam que, efetivamente, a forga normal

N, ¢ de compressdo, € que as forgas N, e N, sdo de trago.
Considerando os valores de N, N, e N, nas expressdes (B), obtém-se:

_2Pa 2P 3P

5ES © SES 5ES

Os valores positivos de Al,,Al, e Al; indicam que, efetivamente, Al, ¢ encurta-
mento, € que Al, e Al; sdo alongamentos.

Al (G)

Considerando os valores de Al,,Al, e Al, nas expressées (C), obtém-se:
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4 Pa 6 Pa \
V, =—— Vo = ———
A 5ES ® SES )
Os valores positivos de v, e v, indicam que, efetivamente, os pontos A e B des-
locam-se para baixo.

EXEMPLO 2.

Determinar as forgas normais N,, N, eN,, e os deslocamentos v, ev,, decor-

rentes do aquecimento At~ da estrutura do exemplo 1.

N2

Pode-se adotar a configuragéio deformada do exemplo 1, embora seja claro que
o deslocamento vertical do ponto A € para cima.

As equagdes de equilibrio (A) passam a ser :

N, =N, (A"
N, +N, =0 (A")
As expressoes (B) passam a se escritas da seguinte maneira:
N, I N,a
Al, =—L—aAt ], =———aAt'a B'
1 I 1*1 ES ( )
N, N,a
Al, =—22 faAt,l, =—2 +aAt'a "
s =g, il =5k (B")
N,l N .
Al, =—22 4 gAt ], = E3Sa +aAt’a (B"™)

3
que devem ser lidas da seguinte maneira: o encurtamento Al, corresponde ao efeito da

forga normal de compressdo N,, minorado pelo efeito do aquecimento At”: o alonga-
mento Al, corres-ponde 2o efeito da forga normal de tragfio N,, majorado pelo efeito do



aquecimento At”; o alongamento Al, corresponde ao efeito da forga normal de tragio
N,, majorado pelo efeito do aquecimento At *.

As expressdes (C) permanecem validas, isto é:

Al =v, cos60’ = 4v, (ch

Al, =vp ~v, (C"

Aly = v, cos60° = v, (c™
O mesmo acontece com a equagdo de compatibilidade:

Al, =2Al, -2Al;, = 2Al, +Al, -2Al, =0 (D)

Considerando na equagéo de compatibilidade os valores de Al,,Al, e Al; dados
pelas expressdes (B), obtém-se:

2N, + N, —2N, = 3ESaAt’ (E)
Com as equagdes de equilibrio (A) e a equagio de compatibilidade (E), obtém-
se:
3 . 3 . 3 ,
N, = gESocAt N, = gESozAt N, = —EESocAt (F

Os sinais positivos de N, e N, indicam que as forgas normais N, e N, sdo , como
se supds, de compressdo e de tragdo, respectivamente; o sinal negativo de N; indica que
a for¢a normal N, que se supds ser de tragio, é, na verdade, de compressio.

Considerando os valores de N;, N, e N, nas expressées (B), obtém-se:

2 . 8 i 2 .
Al = —S_-O(.At a Al =§ocAt a Al =gocAt a (G)

O sinal negativo de Al, indica que Al,, que se supds ser encurtamento, €, na
verdade, alongamento; os sinais positivos de Al, e Al, indicam que Al, e Al, sdo, como
se supds, alongamentos.

Considerando os valores de Al,,Al, e Al, nas expressées (C), obtém-se:
Va =—iocAt‘a Vg =iaAt'a (H)

O sinal negativo de v, indica que o ponto A, contrariamente ao que se supos,
sobe; o sinal positivo de vy indica que o ponto B, como se supds, desce.
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EXEMPLO 3.

Determinar as for¢as normais N;,N,,N,eN, e os deslocamentosv, ev, na
trelica da fig.

-
=

Nt

Como se viu no exemplol, o niimero de incdgnitas n, é dado por:
n,=ng+n, =4+6=10
enquanto o numero de equag¢des de equilibrio ng ¢ dado por:
ng =2n, =2x4=38
A configuracdo deformada - caracterizada pelo deslocamento & A =V, /cos60°

do ponto A e pelo deslocamento &5 = v, do ponto B - sugere que as forgas normais N,
e N, sdo de compressio e que as forgas normais N, e N, sdo de tragfo.

As tnicas equagGes de equilibrio tteis, por enquanto, sio as referentes ao equili-
brio do n6 A segundo a direcdo da barra 1 e do né B segundo a diregéio vertical; as de-
mais permitem determinar as reagSes de apoio a partir das forcas normais
N,,N,.N;eN,. Assim, tem-se:

n6 A: N, =N,cos60° = 2N, =N, (A")
né B: N, +N,c0s60° +N, cos60° =P =
2N2+N3+N4=2P (A"

Os encurtamentos Al e Al, correspondentes as forcas normais de compressio
N,eN,, bem como os alongamentos Al, eAl; correspondentes as forgas normais de
tragdo N, e N, sdo dadas por:
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N, N NJ, N

a a
Al =—1L—_1= Al, = e = B'
' ES, ES ‘" BES, ES ®)
Al = N,I, - N,a Al = N,l, _ Na (B")
ES, ES ES, ES

A partir da configuragdo deformada, pode-se relacionar Al,,Al,,Al ;€Al, com

os deslocamentos v, =&, cos60° e vy, da seguinte maneira:

Al, =8, =v, [cos60° (6))
Al, =vy—-v, . (C")
Al, = v, cos60° (c™
Al, = v, cos60° "

A expressdo (C") ¢ obtida, considerando que o 4ngulo 6 é muito pequeno, da
seguinte maneira:

AB+vy, =A'B'cosO+v, =
I, +vg =, +Al)cosO+v, = 1, +Al, +v,
As expressoes (C) permitem obter as seguintes equagdes de compatibilidade:
Al, +2Al, —4A1, =0 D"
Al; = Al, (D™)

Considerando nas equagdes de compatibilidade (D) os valores de
Al},Al,,Aly e Al, dados pelas expressdes (B), obtém-se:

N, +2N, -4N, =0 (E)
Com as equagdes de equilibrio (A) e as equagdes de compatibilidade (E), obtém-
se:
N, =iP N, :ip N, =iP N, =iP 63}
"~ 13 13 13 13

Os sinais positivos de N,,N,,N;eN, indicam que as for¢as normais N, e N,
s80, como se supds, de compressdo, e que as forgas normais N, e N, sdo de traco.

Considerando-se nas expressdes (B) os valores de N, ,N,;,N;eN,, obtém-se:
4 Pa 8 Pa 5 Pa 5 Pa
== A=——— A =222 AL =22
13 ES 13 ES 13 ES I3 ES
Os sinais positivos de Al,,Al,,Al, eAl, indicam que Al, e Al, sfo, como se su-
pds, encurtamentos, e que Al, e Al, sdo alongamentos.

()

Considerando nas expressées (C) os valores de Al ,Al, ,Aly e Al,, obtém-se:

__8_Pa 10 Pa

ey — = ——= === H
YAT13Es  Y® T 3Es )
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Os valores positivos de v, € vy indicam que a configuragdo deformada adotada

¢é correta.

3.ESTRUTURAS HIPERESTATICAS COM BARRA RIGIDA.

EXEMPLO.

Determinar as forgas normais N, N, eN,, e os deslocamentos v, ev., decor-

rentes do esfriamento At” da barra 3 da estrutura da fig.

BARRA RIGIDA_ - — - " XFT "5 W
g‘? ; — ~ TN =
T « | X[ ¥ ¢
Pl | ~ |
| 2 | % |
i f ! ! L
-z
:z'ﬁ ﬂ%“’ w g

XA

YA

Considerando o equibrio da barra rigida, o nlimero de incégnitas é dado por:
n, =ng+ny =3+2=5
onde ny € 0 numero de barras ligadas a barra rigida e ng ¢ o niimero de reagdes de apoio.
O numero de equagdes de equilibrio é dados por:
n =3
a saber: duas equagdes de equilibrio de foras (as quais permitem determinar as reacdes
de apoio a partir das forgas normais N,,N,,eN,) e a equagdo de equilibrio de momen-
tos:
(EM), =0 = N,2acosp+N,2acosp = N 4acosp
= N, +N, =2N,
A configuragio deformada, caracterizada pela rotagdo®, sugere que as forcas
normais N; e N, sdo de compressdo ¢ que a forga normal N; - que representa a agéo do

(A)
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restante da estrutura sobre a barra 3 no sentido de impedir o encurtamento devido ao
esfriamento At* -¢€ de tragdo.

Os encurtamentos Al,,Al, e Al, sfo dados por:

_ N _& a

A]. . Bl
' ES, ESsenp ®)

Al,, _ N212 . & a (Bn)
© ES, ES senf

1 . N
Al =aAt], ~ N2 a2 Ns a (B"™)
. senf3 ES senf

A expressdo (B'") mostra claramente que o encurtamento Al, ¢ igual ao encur-

tamento que a barra 3 apresentaria se no estivesse ligada ao resto da estrutura minorado
pelo alongamento devido a forga normal de tragdo N;,.

A partir da configuragéio deformada, pode-se relacionar Al;,Al, e Al, com os
deslocamentos v € Vv, € estes com a rotagdo 6, da seguinte maneira:

Al, = vy cosP = 2ab cosf

()
Al, = v cosP = 2ab cosf (o)
Al; = v, cosP = 4aBcosf "
As expressdes (C) permitem obter as seguintes equagdes de compatibilidade:
Al, = Al D"
Al = 2Al, (D"
Considerando nas equagdes de compatibilidade os valores de Al,, Al e Al; da-
dos pelas expressées (B), obtém-se:
N, =N, (E)
N; =ESaAt’ -2N, (E")

Com as equagdes de equilibrio (A) e as equagbes de compatibilidade (E), obtém-
se:

N, = %ESOLA’[’ N, =%ESaAt‘ N, =§ESaAt‘

(F)
Os sinais positivos de N|,N, eN; indicam que as forgas normais N, e N, sio,
como se supds, de compresséo, e que a forga normal N; € de traggo.

Considerando-se nas expressdes (B) os valores de N,,N, eN 3, obtém-se:
_ loaAt A17 _ laaat Al = 2 oadt

Al = 3 (S))
3 seno 3 senc 3 seno

Os sinais positivos de Al,,Al, e Al; indicam que Al,,Al, e Al; sdo, como se su-
p0s, encurtamentos.
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Considerando nas expressdes (C) os valores de Al,,Al, e Al,, obtém-se:

1 oaaAt’ 2 aaAt’
VpEi———  vemi——— (H)
3 senfcosf 3 senfcosf
Os valores positivos de v, e v indicam que a configura¢io deformada adotada
€ correta.
TUBO DE PAREDE FINA.

Em um tubo de parede fina, como o que se mostra na fig., de raio interno I €
raio externo r,, submetido a presséo interna p, e a pressdo externa p,, a tensdo normal
G pode ser considerada constante ao longo da espessura § =r, —r,.

Considere-se o elemento, que se extrai de um segmento de dimensdo dx, limita-
do pelo dngulo dO.

Pz

A resultante dF, das pressGes p, ep, e a resultante dF, das tensSes normais o

sdo dadas por:

dF, =p, ,d0dx —p, r,d0dx = (p,r, — p,1,)d0dx (1)

dF, =cddx (am
de modo que se pode escrever a seguinte equagéo de equilibrio segundo a direcdo radial:

dF, = 2dF, sen(3d6) = 2dF, (+d6) = dF, d6 (2)
ou seja:

PiLi — Pl
C= £ 3
5 3)
Sendo 1, o raio médio, ¢ licito considerar r, ~ 1, = r,, de modo que:
0‘_:(p] _SPE)rU (4)



Aplicado o carregamento, os pontos A e B, caracterizados pela coordenada Is
tém deslocamento radial u = Ar

A deformagdo do segmento AB € dada por:

A'B'-AB
TTH &
onde:
AB=rdb A'B'=(r+u)dd =(r+Ar)do (6)
de modo que:

Considerando a relagdo entre tensdes e deformagcées expressa pela lei de Hooke,
tem-se:

G _ P —Pp5r
E=—= _
E Ed ®)
Considerando as expressdes (7) e (8), obtém-se:
Ar _pi5—p,1,
—_—_——— 9
r Ed ®)

: No caso de variagdo de temperatura At, sendo o o coeficiente de dilataggio line-
ardo material, tem-se:

AB=rdp  A'B'=rdo+adtrde (10)
de modo que, segundo a expressio (5),
& = aAt (11)
Considerando as expressdes (7) e (11), obtém-se:

A
= = oAt (12)
Ir
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EXEMPLO 1.

Determinar as tensGes normais no tubo interno e no tubo externo da fig., decor-
rentes da aplicagdo da pressdo p.

age " aluminio

As tensOes normais no tubo interno e no tubo externo, sio dadas por:

G' = p;rll _pi‘rl‘ = pl"; _.pCrﬁ' (Al)
) o)
" p;rln —p;‘r; pCrl" "
G = - =— A
: 5 (A")
enquanto as variagGes radiais sdo dadas por:
At o Pr; 5 pcrz' ! L
—_—=— = L, <r < I, B’
' E ES ! ’ o
ar S e _p?r,u r <r <r, (B")
" E ES&§ )

Considerando que o deslocamento radial do ponto A - numericamente igual
variagdo do raio externo do tubo interno - deve ser igual ao deslocamento radial do
ponto B - numericamente igual a variagdo do raio interno do tubo externo -, obtém-se:

' " g . (s} “
AI': = Arl = "E?'l'z = ?r, (C)
Dado que 1, =T, , resulta:
c o PY, —Pcly _ Pcly L_p
e = e = = S D
E E E$ E'S Pe =y |, E8 ®
Es

Retornando as expressdes (A), obtém-se as tensdes normais 6 € G . -
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EXEMPLO 2.

Determinar as tensdes normais no tubo interno e no tubo externo da fig., decor-

rentes do esfriamento At’ no tubo externo.

Até que seja anulada a folga A, tem-se:

B oA n <r <r, (A)
r
O valor At, de At" que anula a folga A & dado por:
A=A = Aty =LB ®)
o't

Em decorréncia do esfriamento adicional At, = At" — At,, hd interagdo entre os
tubos, de modo que as tensdes normais no tubo interno e no externo, sio dadas por:

o B ;'p’zr; _ p;rz' )

o Pl ;p;r;' _ pg_fl" ")
enquanto as variagdes radiais sdo dadas por:

%=%=_;§_§ n <r <r, (DY

Ar—i" = g;__a"m, = EC;’ — o At, A s (D")

Mais uma vez, igualando a variagio do raio externo do tubo interno i variagdo
do raio interno do tubo externo obtém-se:

"

‘ - (e} X O "
Ar, =Ary, = —r1, =—Tr E
) | E2TE (E)
Dado que 1, =1, resulta:
c o pcré pcrl" " a"&tl
— T D ———==———-a At = = F
E E ES E3 ' o5 o, g ®
ES E'§

Retornando as expressdes (A), obtém-se as tensdes normais ¢ e o .
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TUBO DE PAREDE ESPESSA.

A andlise de estruturas que nfo pertencem a categoria das barras € feita pela teo-
ria da elasticidade.

O problema do tubo de parede espessa permite ilustrar o procedimento normal-
mente utilizado (semelhante em linhas gerais ao utilizado na solug@o de trelicas hi-
perestaticas), que consiste basicamente na solugdo de equag¢des diferenciais de equilibrio

e equagoes diferenciais de compatibilidade
Em um tubo de parede espessa, como o que se mostra na fig., de raio interno r, e
raio externo r,, submetido a pressdo interna p, e pressdo externa p,, as tensdes normais

o, € ¢, variam ao longo da espessura d =1, —T;.

Considere-se o elemento ABCD, que se extrai de um segmento de dimensio
dx, limitado pelos raios r e r +dr bem como pelo dngulo df .

Na face AB, caracterizada pela coordenada r, tem-se tensio normal o, en-
quanto na face CD, caracterizada pela coordenada r-+dr, tem-se tensio normal
c.+do, ; nas faces AC e BD tem-se, em decorréncia da simetria axial, a mesma tensdo

normal c,.
As resultantes dF, e dF, das tensdes normais o, e 6, séo dadas por:
dF, = (o, +do,)(r +dr)d6dx — 6, rd0dx = (o, dr + do, r)dO dx (1
dF, = o4 drdx (1

de modo que se pode escrever a seguinte equagdo de equilibrio segundo a direcio radi-

al:
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dF, = 2dF, sen(} ) = 2dF, ( d6) = dF, do @)

ou, em vista das expressdes (1),

d
o, +1—F =g, | 3)
dr
onde as condigdes de contorno s3o dadas por:
6. (1) =-p, c.(1;)=-p, 4)

Trata-se de uma estrutura internamente hiperestatica, uma vez que se tem duas
incognitas (o, € ¢,) € uma tnica equaggo de equilibrio.

Aplicado o carregamento, os pontos A e B, caracterizados pela coordenada r,
tém deslocamento radial u, enquanto os pontos C e D, caracterizados pela coordenada
r+dr, tém deslocamento radial u +du.

A deformagéo radial ¢, ¢ dada por:

g = A'C-AC (5)
AC

onde:
AC=dr A'C'= AC+CC'—AA'=dr+(u+ du) —u=dr+du (6)

de modo que:

du
€ =— 7
= (7
A deformagdo tangencial. €, é dada por:
A'B'-AB
ge = — 'AB' (8)

onde;
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AB=rd0  A'B'=(r+u)dd=(r+Ar)do

)
de modo que:
2 gl B (10)
r T
Considerando as expressoes (7) e (10), pode-se escrever a seguinte equacdo de
compatibilidade:
de, 1l|du u dey 1
=l | = 8- (g —¢ 11
dr rl:dr r] dr r(r o) (1D

que expressa a relagdo entre as deformacdes ¢, e €y, a fim de que a configuracdo de-
formada A'B'C'D’ seja possivel.

A tensdo o, estdo associadas as deformagdes ¢, e ¢, dadas por:

g =

r

€y =—V

c
E E
enquanto a tensdo o, estdo associadas as deformagdes ¢, e g, , dadas por:

G, - Gy
B =t g =—-v—2 13
[t} E T E ( )
de modo que sdo validas as seguintes rela¢des entre tensdes e deformagdes:
g, =&, +&, =L(0, —vo,) (14)
(14")

Considerando na expressdo (11) as expressdes (14), pode-se escrever a seguinte
equagdo de compatibilidade em termos de tensdes:

Gy =)+ = £(0, ~v0,)

—v—=L= - 15
dr v dI' E (Gr 09) ( )

Considerando a equagdo de equilibrio e a equagfio de compatibilidade, dadas
pelas expressdes (3) e (15), bem como as condigdes de contorno, dadas pela expressio
(4), obtém-se as tensdes normais ¢, e 6,, dadas por:

2 2 2.2
P =Pl PP h 5 '
Sar= 2 2 22 2 (16"
L, — T, I, =1 T

2 2 2.2
I, — T - I T
o :pll p22 +p1 pZ 1 2 (16")
8 2 2 2 2 2
1'2 —r] I'z —r] r

Retornando as expressdes (14), obtém-se as deformagdes ¢_ e g,, que, conside-
radas na expressdo (7) ou na expressdo (10), fornecem o deslocamento radial u.

Sendo 1,0 raio médio, tem-se:

pm — |
I, =1, -390 I, =1, ++0

(17
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L+n=2r, I,-,=38 (17")

de modo que o denominador das expressdes (16) € dado por:

2.—

;-1 = 21,8 (18)

Em um tubo de parede fina, € licito considerar I, &1, #1,, de modo que, retor-
nando as expressdes (16), obtém-se:

. =0 Gazﬁ_—%& (19)

como se viu no item precedente.

39






