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Como ndo estudamos monopolos magnéticos em nossos cursos de eletromagnetismo, perdemos a oportu-
nidade de trilhar o caminho mais natural para a compreensdo e familiaridade das propriedades topoldgicas da
matéria. O estudo das propriedades de monopolos magnéticos, como feito por Dirac, possibilita a busca por
situagdes andlogas em outros sistemas fisicos. Os invariantes topolégicos em Fisica da Matéria Condensada é o

resultado mais recente deste programa.
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I. INTRODUCAO
II. MONOPOLO MAGNETICO DE DIRAC

Suponha que, além da carga elétrica g, exista a carga mag-
nética ¢,,, também obedecendo a lei de Coulomb (no vazio),

7 r 1
B= CQOﬁ = CQO; = _CQOV;7 r#0, (])

onde C,, = uo/4m € a constante magnética, tal que C,./C,, =
1/uoenr = 2, sendo C, = 1/4ne, a constante elétrica e ¢ a
velocidade da luz no vicuo (g € a permissividade e g € a
permeabilidade do vacuo). Como no caso elétrico, o diver-
gente do campo identifica sua fonte (neste caso, uma carga
pontual),
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onde usamos a distribuicdo delta de Dirac, introduzida em
(BE13), a qual nos permite definir uma “densidade” para uma
carga pontual (o, = Oy, 6(r)).

O fluxo ¢ deste campo magnético produzido por uma carga
pontual, com simetria radial, € calculado usando uma superfi-
cie esférica S! centrada na origem,

¢ = fB -dS = 4nC,, Om, dS=4dS 7, 3)
S

ou entdo usando o teorema de Gauss,
¢:fB-dS=fV-BdV=47rCQO, @)
st s2

onde S? é a esfera contendo a superficie esférica S' como
borda.

O mesmo teorema em (H) nos informa enfaticamente que
ndo podemos mais usar a relacio B = V X A, onde A € o po-
tencial vetor, pois V - V X A = 0 fornece um fluxo nulo. Uma
contradi¢do como esta é fruto tipico da arvore de singulari-
dades? e indica que o potencial vetor desse campo magnético
deve ser irregular. Como o campo magnético () possui si-
metria esférica, esperamos que forma do potencial vetor deve
apresentar também algum tipo de simetria, além de uma irre-
gularidade.

Dirac escolheu um potencial azimutal (simetria em torno
do eixo Z),

Justificativas? Talvez Pauli pudesse té-las enunciadas. Dirac
ndo precisa delas. Com esta escolha,
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em coordenadas esféricas e cilindricas, respectivamente.

Requerendo que o rotacional (B) seja o campo magnético
(), entdo temos duas equagdes diferenciais para resolver, cuja
solugdo geral €

(¢) — cos O
Ag = L) —COS0 )
rsinf
para as coordenadas esféricas, e
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para as coordenadas cilindricas, onde f(¢) ¢ uma funcdo arbi-
traria. Que critérios (adicionais) poderfamos usar para deter-
minar esta funcao arbitraria? Se ela for f = +1, o potencial
apresenta uma irregularidade (diverge) nos semi-eixos p = 0
(r=1z),z>0( =0)e z <0 (@ = n), respectivamente. As
coordenadas cilindricas parecem mais adequadas para perce-
bermos tais irregularidades.

! Singularidades e irregularidades so identificadas pela analise matemdtica,
um tépico geralmente ignorado nos cursos de Métodos Matematicos.



Apéndice A: Distribuicoes

Apesar de chamarmos de funcdo a “fun¢do” d(x) introdu-
zida por Dirac, ela € algo além, uma “fun¢do generalizada” ou
uma “distribuicdo”, definida por

+00
6(x - a)lp] = f ¢(x) 6(x — a)dx = ¢(a). (AL)
Note que precisamos de uma fungdo auxiliar (¢) para revelar

a acdo da distribui¢do. A funcfo arbitraria ¢(x), conhecida
como suporte, precisa possuir duas propriedades:

1. ser suave e possuir todas as suas derivadas;

2. ter um suporte compacto (ser igual a zero fora de um
intervalo limitado).

A distribuicdo definida por (&) tem algumas propriedades
gerais, independentes de ser a delta de Dirac:

1. ela é um funcional linear (transforma fungdes em nu-
meros),

Slag +ByYl =adldl+BolY], a.BeR;  (A2)

2. aderivada dela € outra distribuigao,
§'[¢] = =6l¢']; (A3)

3. ela é homogénea de grau um e par,

0
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4. a composicao dela com uma fungdo g(x) é
6(x — x; ,
sgen =3 2T =0 g £0. (AS)
g’ (x)l

onde as raizes devem ser simples;
5. asua versdo tridimensional € o produto de distribuicdes,

o(r) = 6(x)8(y)d(2). (A6)

O laplaciano, A = VZ=V.V,da funcdo 1/r, onde r é
a norma do vetor radial, tem uma conexao direta com a dis-
tribuicdo de Dirac (Ed), a qual € muito ttil em Eletromagne-
tismo. Primeiro é necessdrio notar que a acdo do laplaciano
em 1/r somente ndo estd definida na origem (r = 0),
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Segundo, como a fung¢ao suporte ¢ € regular, ela admite uma
série de Taylor em torno de r = 0,
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a qual pode ser reescrita em termos das coordenadas esféricas
na forma

¢(r, Q) = ¢(0) + fiQ) T+ HQ P +... (A9)

onde  representa as coordenadas angulares. Terceiro, preci-
samos de um processo de regularizagao,

ry= AP+, lin?)r,7 =7 (A10)
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Assim,
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Desta forma verificaremos que a ag¢do do laplaciano em 1/7 se
comporta como uma distribuicao,

V21[¢]=de¢V21= de¢V21+de¢v21
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Uma pausa para alguns esclarecimentos sobre os procedimen-

tos de integracdo utizados até aqui. O espacgo de integragcdo

R3 foi dividido em duas regides: uma limitada por uma esfera

unitdria S ? centrada na origem r = 0 e o complemento R3/S2,

onde a a¢do do laplaciano € nula.

Para continuarmos, trocaremos em (ET2) a fungdo suporte
¢ pela sua série de Taylor (B9) em torno de r = 0 e o elemento
de volume por dV = drdS, com o elemento de drea dS =
r2dQ, onde dQ = sendfd¢ é o angulo s6lido compreendido
pela drea dS,
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= —4n¢(0). (A13)
Note que os limites devem ser executados apés as integracdes
(um integral cria fungdes novas). A primeira integral radial
em (BA13) tem uma forma simples,
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Os termos de poténcias impares na segunda integral radial em
(EI3) sido proporcionais a 77**! e aqueles de poténcias pares
sdo proporcionais a 7, o que anula completamente a con-
tribui¢do desta segunda integral, apds a passagem do limite
n— 0.

Desta forma, interpretamos a a¢do do laplaciano em 1/r: se
comporta como uma distribui¢io (tridimensional), conhecida
como delta de Dirac,

1
Vz; = —476(r) = —4n(r), r=0. (A153)



