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Nocoes Primarias

* Hipoteses para atender conceitos
matematicas esperados. Justificado pelo rigor
usual em outras areas do conhecimento.

 Modelo do consumidor possui 4 blocos: i)
conjunto consumo; ii) conjunto factivel; iii)
relacao de preferéncias; iv) hipoteses
comportamentais.



Hipotese 1: Propriedades do Conjunto
Consumo, X
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Conjunto Factivel

e Alternativas de consumo afordable (passiveis
de serem compradas) pelo o consumidor.

BCX

m/p,

A

Restricao orcamentaria
m=p;.X; + P,y.X,

Inclinagdo de =-p,/p,

v

m/p,



Relacoes de Preferéncias

A relacao de preferéncia especifica os limites, se
existentes, da habilidade do consumidor em
perceber as decisoes de escolha envolvidas,
sua consisténcia ou inconsisténcia e
informacao sobre gostos dos consumidores
sobre diferentes bens.



Funcao Utilidade representa as
relacoes de preferéncias

* Uma funcao valor-real w: &z - & é chamada funcao
utilidade representando as relacoes de
preferéncia = se para todo

x%,xt e Ry, u(x%) = u(x!) © x% = x1

e Esta funcao utilidade representa as relacoes de
preferéncia do consumidor se relaciona numeros
maiores com cestas preferidas.

e Para garantir a existéncia de uma funcao
utilidade que descreva as relacoes de
preferéncias trés axiomas sao necessarios:
completitude, transitividade e continuidade.



AXiomas

1: completltude Para toda cesta X
ou x'Zx® oux'zx®,

2: transitividade. Para qualquer trés cestas X-i,

1ex em X,

¥ exPemXse x*zx* e x*z x% entdo
x1 = X3

3: continuidade. Para todo *€&: | o conjunto de
cestas pelo menos tdo boas quanto Zx,e0
conjunto nao melhor =% , é fechado em R

4: I\/Ionotonicidade estrita. Para toda cesta x° x* € }L
1 1 o
Se x"=x" entjo x° = x*  enquanto x° > x?
entao x° = xt



AXiomas

5: Convexidade. Se x* =x"  entdo

tx*+(1—t)x° =x” paratodot€[0,1]

5’: Convexidade estrita. Se x* = x” e y1 = x?,
tx*+ (1—1t)x? = x” paratodot€E[0,1]

Reflete a preferéncia por variedade a
especializacao.



Existéncia de uma funcao valor real
representando as relacoes de preferéncia

-

Teorema 1: Se uma relacao binaria < é
completa, transitiva, continua e estritamente
monotonica existe uma funcao valor-real
u:R? - R continua, que representa< .

Sob certas condicoes, existe pelo menos uma
funcao valor representando as preferéncias.



Esta representacao de utilidade, entretanto, nao é
unica. Se u representa uma funcao preferéncia de
um consumidor entao v=u+5 e v=u"2 também

representam.

A funcao utilidade é invariante a transformacoes
monotonicas. Pois, se o que é necessario da
relacao de preferéncias é a sua ordenacao de
cestas tenha um significado, qualquer funcao
utilidade que represente tal ordenacao é
adequada.



A funcao Utilidade

A funcao utilidade € um dispositivo para resumir
as informacoes contidas nas relacoes de
preferéncias dos consumidores.

A relacao de preferéncia € a caracterizacao
primitiva e mais fundamental das
preferéncias.



Teorema 1.2: Invariancia na funcao
utilidade a Transformacdes monotbnicas
positivas

Seja # uma relacdo de preferéncia em R’ e
suponha que u(x) também represente uma =

Entao v(x) também representa= se e somente
se v(x)= f(u(x)) paratodoxonde f:R— R ¢é
estritamente crescente no conjunto de valores
considerados por u.

Existe equivaléncia entre os axiomas sobre
gostos (tastes) e propriedades matematicas.



Teorema 1.3: Propriedades das
Preferéncias e Funcoes Utilidades
Seja & representada por w:RZ — R , entdo:
1. u(x) é estritamente crescente se e somente se

@ estritamente monotonica.

&y

2. u(x) & quase concava se e somente se = €
convexa.

3. u(x) é estritamente quase concava se e
somente se < é estritamente convexa.



Diferenciabilidade

Continuidade: requer que as preferé
apresentem mudancas de padrao

ncias nao
repentinos.

Nao elimina pontas (kinks) e outros tipos de
continuidade mas que refletem mudanca de

comportamento brusco (impolite

Diferenciabilidade da funcao utilidac

oehavior).
e exige

maiores restricoes que a continuid
comportamentos acima e garante

ade. Elimina os
gue as curvas

de indiferenca sejam suaves (smooth).



Sendo u(x) diferenciavel: tem-se

du(x) é a utilidade marginal do bem i

0X
Para o caso de dois bens, x: e x2,

Taxa marginal de substituicao
du(x)/ ox,
du(x)/ dx;

MRS, (x) =

Quando a utilidade marginal € estritamente positiva
mostra quanto do bem xi pode ser substituido pelo
bem xj sem alterar a utilidade do consumidor.



Exemplo: Funcao Utilidade

U(x1,x2)=x1.x2, entio
U(2,3) =6 > U(4,1) = U(2,2) = 4;
Isto &, (2,3) 7 (4,1) ~(2,2)

Defina a Transformag¢do Monotonica V = U?
Then V(x,x,) = xx,° e

V(2,3) =36 >V(4,1) = V(2,2) = 16

entao, novamente

(2,3) > (4,1)~(2,2)

V preserva a mesma ordenacao de U, representando assim as mesmas
preferéncias.



Funcao Utilidade e Curvas de
Indiferencas

(2,3) >(2,2) - (4,1)




Funcao Utilidade e Curvas de
Indiferencas

e Outro modo de visualizar a mesma
informacao é plotar o nivel de utilidade
num eixo vertical.



Funcao Utilidade e Curvas de Indiferencas

3D plot of consumption e utility levels for 3 bundles

Utilidade ¢ _...---- ----% U(2,3)=6
51
b Y U(2,2)=4
3 1t u@4,1)=4
)




Funcao Utilidade e Curvas de
Indiferencas

Esta visualizacao 3D das preferénias pode ser
mais informativa adicionando duas curvas
de indiferenca.



Funcao Utilidade e Curvas de

Indiferencas
Uﬁlidac%g______-------i
5] U=6
N RS <
3 ~-w.-—\."Usél-
2 Curvas de indiferencas
5 mais altas contém
0 Cestas mais preferidas.




Funcao Utilidade e Curvas de
Indiferencas- O mapa de preferéncias

X2_




Funcao Utilidade e Curvas de
Indiferencas

Utilida%le___________--

L 3 3 3 3 3
’
"




Exemplo de Funcao Utilidade e
suas curvas de indiferenca

* Qualquer funcao utilidade com a forma
U(x,,X,) = X,° x2b

coma>0eb>0échamada funcao
utilidade Cobb-Douglas.
* E£.g. U(x,x,)=x,"?x,2 (a=b=1/2)
V(x,%,) =x;%°>  (a=1,b=3)



Cobb-Douglas Indifference
Curves

Xy

Todas as curvas sao hiperbolicas,
assintotica para o eixo.




Utilidade Marginal exemplo Cobb-Douglas

A utilidade marginal de um bem i é a taxa de
variacao da utilidade total guando muda a
guantidade consumida do bem i; i.e.

U(xy,X,) = %12 %,? MU; = ﬂ

o"x,-
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Utilidade Marginal e Taxa Marginal de Substituicao

A equacao geral para uma curva de indiferenca
é U(x,,X,) = k, uma constante.
Differenciando totalmente a funcao tem-se:

OV ey + 2 ey = 0
o"xl o"xz
Rearranjando:

&__JU/O"XI
dxl JU/JXZ.




Utilidade Marginal e Taxa Marginal de Substituicao
Um exemplo

* Suppose U(x,,X,) =X;X,, then

U

L =1)(x2) = x;
o"xl
U
=) =xq
o"x2

so dx, JU/dx x

™™MS = —= = - =
dx, JdU/Idx, x




Utilidade Marginal e Taxa Marginal de Substituicao
Um exemplo

X
U(Xl,XZ) = X1X5, TMS i —2
X

| MRS(1,8) =- 8/1 =-8
: \ MRS(6,6) = - 6/6 = -1.
| —

|

I |

I |

I I\

I |

! : U =36
: |

I |

I [

I I .




Casos extremos: Substitutos
perfeitos

Inclina¢do constante em - 1.

X;+X,=8
X, +X,=15

U(x,,X,) = X; + X,.




Complementares perfeitos

450
~ U(xy,Xx,) = min{x,,x,}
min{x,,x,} = 8

min{x,;,x,} =5
min{x,,x,} =3

35 8 'xl
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Problema do Consumidor

Maximizar sua utilidade sujeito a sua restricao

orcamentaria (B, feseable set C RY).
Max

YER’ u(x) S.a px=sy

Supode-se que o agente (consumidor) responde a
incentivos/aproveita as oportunidades.
Escolhe x*€B tal que x*< x paratodo xEB



Hipotese 1.2: Preferéncias do
Consumidor

A relacao de preferéncia do consumidor €
completa, transitiva, continua, estritamente
monotonica e estritamente convexa em R .

Teoremas 1.1 e 1.3 pode ser representada por
uma funcao utilidade, u, que é continua,
estritamente crescente e estritamente quase-
concOva em R,



Caso 2 bens: Escolha racional com Restri¢cao
Restricao Orcamentaria: 2 bens

Hipotese: Ha apenas dois bens: x; e x, Cesta: (xy, x,)
Bem 1: x, ao precgo p,

Bem 2: x, ao pre¢o p,

Dotacao do consumidor: y

Conjunto Orcamentario B(p,, p,, ¥): Conjunto de
todas as cestas que o consumidor pode bancar aos

precos p, e p,.
P1X;+ PX; =Y



Restricao Orcamentaria

Fronteira Orcamentaria
P.X; + P,X, =Y.

..................... 5 Nao Factivel

Factivel

Factivel (p1’ D,, v)

Inclinagdo: -p,/p,

y /p; Xy
Fronteira Orcamentaria:
Xy = Y/Py — (P1/P2)%y



Aumento da Renda/Dotacao
X, Cestas Adicionais Factiveis
quando a renda aumentadey

paray’.
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O que acontece com a restricao orcamentaria quando ha
variagao no prego de um dos bens? Suponha que p, sofra
uma reducao.

P, > p1”\|/

X,
R/p,

Novas escolhas disponiveis

Inclinagao cai de -p,’/p,
para -p,”/p,

’ 14
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Conjunto Orcamentario B

B={x|xXER ,px <Yy}

X2 A
Restricao orcamentaria

m/p, _

Inclinagdo de =-p,/p,

m/p,



Escolha 6tima: conjunto de
escolhas possiveis

estas preferidas




Conjunto de Escolhas possiveis

X,

referidas

X,
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Escolha otima

(x,*,x,*) é a cesta factivel
mais preferida.
Max

YER’ u(x) sa PpxX=<y

Funcdes Demandas

Marshalianas:
\ X;*(P1,P2Y)

Xz*(pll p21y)

o .




Marshalianc
P1

144

P

\ : X *(p) 1 X

X;*(p,”)

\

x*0,”) x*(py)

X, *(p,”)




Escolha otima: Problema do
Consumidor

Max (x) D
u(x) s.a PpXxX=y
XER]

Este € um problema de programacao nao linear
com restricao de desigualdade e pode ser
resolvido por Lagrangiano. Reescrevendo a
restricao como y-p.x =0 e assumindo que a
solucao x* é estritamente positiva, pode-se

usar o método de Kuhn-Tucker.

L(x,A) =u(x)+ Al y - p.x]



L(x,A) =u(x)+ Aly - px]

Existe um A*= 0 tal que (x*,\*) satisfaz as seguintes condicdes de Kuhn-

Tucker. .

oL _ ou(x*) —A*.p =0 i=1..,n (1)

0x, ox, |

N P-X* =0 (2) Por monotonicidade estrita (2) é

) satisfeito por igualdade e (3) é

A [y—-px ]=0 () redundante. O Problema se reduz a:
oL du(x) ..
0x, 0x,
oL _ ou(x’) ip =
0X 0x



du(x") >0
Por monotonicidade estrita g, para

alguns i=1, ..., n. Como p>0 da condicao de
Kuhn Tucker oL du(x*)

-A*.p. =0
0x, 0x, b

Sabemos que para todoj

Entao a Utilidade Marginal é proporcional ao
preco para todos os bens no 6timo

a”;(x ) _ A.p,>0 ou para dois bensj e k:
X .
J
A TMS deve ser igual a taxa de
GM(X*) / axj — pj Precos realtivos. Para 2 bens
au(x*) / axk D deve ser igual a inclinacdo da

restricao orcamentaria.



Solucao x*(p,y) =Demanda

Mashalliana
Exercicio 1
max (x{ +x])"” > y—px —px, =0

X1,X2

Lagrangiano
L(x,,x,,A) = (x{ + xzp)l/p + Ay = pix, — PyX,)

Solucao: funcdes demandas marshallianas

r—1 r—1
o % (p,y) =222
P T D P T D

r=p/(p-1)

xl(pay) =



Utilidade Indireta e Gasto
u(x) Utilidade direta.
x(p,y), x 6timo é escolhido em funcao dos precos e
renda.
v(p,y) € a funcao utilidade indireta.

Se u(x) é continua, v(p,y) € bem definida para p>>0 e y=0.
Se u(x) é quase-concava a solucao x(p,y) € unica e é a
funcao demanda do consumidor.

O nivel maximo de utilidade é atingido, aos precos p e
renda y, quando v(p,y) é escolhido. v(p,y)=u(x(p,y))

fornece o nivel de utilidade da curva de indiferenca
mais alta que o consumidor consegue atingir dados p e

Continuidade significa que pequenas variacdoes em p
e y levam a pequenas variagdes na maxima utilidade
alcancada em v(p,y).




Teorema 1.6 Propriedades da Fun¢ao Utilidade Indireta

Se u(x) é continua e estritamente crescente em

X , entao v(p,y) definida abaixo
Max S. 3 pX=Yy

1. Continuidade em R xR_,

2. Homogeneidade de grau zero em (p,y), v(p,y)=v(tp,ty)
para todo t>0,

3. Estritamente crescente em y,

4. Decrescente em p.

5. Satisfaz quaseconvexidade em (p,y)

6. Satisfaz a identidade de Roy: Se v(p,y) é diferencavel em
(po,yo) e av(p’,y°)/op, 1=1,....n,

ov(p’,y")/dy

'xi(poayo) ==



Exemplo: usando Exercicio 1

Exercicio 2: A partir da solucao do exercicio 1 abaixo, calcule a funcao
utilidade indireta:

r—1
p, r=p/(o-1
ap) =2 =2t ol =)
Pt D, Pt D
-1/p

Resp. v(p, y) = y(p1 + py)

Diferencie a funcao utilidade indireta acima com relacao ay e a pi com a
finalidade de verificar como um aumento da renda afeta a utilidade do
individuo e como o aumento de preco afeta. Verifigue também a
identidade de Roy.



