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In einer Folge von Artikeln wird eine Übersicht über
die Methodik der objektorientierten Modellierung phy-
sikalischer Systeme gegeben. Diese Modellierungstech-
nik eignet sich insbesondere für die multidisziplinäre
Systemsimulation und kann als eine Verallgemeinerung
der Blockdiagramm-Modellierung angesehen werden.
In Teil 1–7 werden die Grundlagen an Hand einfacher
Beispiele besprochen, um kontinuierliche Systeme mit
unstetigen und strukturvariablen Komponenten deklara-
tiv zu beschreiben und in die Zustandsform zu trans-
formieren. In weiteren Folgen werden dann komplexe-
re Anwendungen vorgestellt, wie die Modellierung von
3-dimensionalen mechanischen Systemen und Thermo-
Fluid Rohrströmungen.

Objectoriented Modeling of Physical Systems
In a series of articles an overview is given for the

object-oriented modeling of physical systems. This tech-
nique is especially suited for multidisciplinary system
simulations and can be seen as a generalization of block
diagram modeling. In part 1–7 the fundamentals are ex-
plained at hand of simple examples to model continu-
ous systems with discontinuous and variable structure
components in a declarative way and to transform such
models into state space form. Afterwards, more complex
applications are discussed such as the modelling of 3-
dimensional mechanical systems and thermo-fluid pipe
flow.

1 Übersicht

Zur Auslegung, Analyse und Test von dynamischen
Systemen wird die Modellierung und Simulation im-
mer wichtiger. Hierfür gibt es eine Vielzahl von Soft-
waresystemen, die auf bekannten Prinzipien und Algo-
rithmen beruhen. Beispiele hierfür sind SIMULINK [8]
oder SystemBuild [10] fürregelungstechnische Systeme,
ADAMS [1], SIMPACK [7] oder WorkingModel [11]

für mechanische Systeme, SPICE und SPICE-Derivate
wie PSPICE [6] fürelektronische Schaltkreise, Flowma-
ster [5] fürhydraulische Systeme, SPEEDUP [9] fürche-
mische Prozesse. Diese Art von Programmen sind je-
doch aufein Fachgebiet zugeschnitten, wobei die Mo-
dellierung von Komponenten anderer Disziplinen nicht
möglich, oder nur in eingeschränktem Umfang durch
Aufruf externer C- oder Fortran-Prozeduren möglich ist.
Zum Beispiel sind Blockschaltbild-Simulatoren wie SI-
MULINK ungeeignet, um 3-dimensionale mechanische
Systeme zu modellieren, während dies mit Mehrkörper-
programmen wie SIMPACK sehr einfach geht. Anderer-
seits ist es nicht praktikabel, mit Mehrkörperprogram-
men Blockschaltbilder zu simulieren.

Seit Ende der siebziger Jahre wird an Verfahren ge-
arbeitet, die „echte“multidisziplinäreModellierung und
Simulationkomplexerundgroßerdynamischer Systeme
erlauben sollen. Diese Verfahren werden im folgenden
unter dem Begriffobjektorientierte Modellierungzu-
sammengefaßt. Die grundlegende Methodik wurde von
Hilding Elmqvist am Lund Institute of Technology in
Schweden entwickelt [4]. Es gibt viele Varianten. In
den letzten Jahren wurde die Theorie teilweise zu ei-
nem Abschluß gebracht und erste Softwaresysteme sind
für den praktischen Einsatz verfügbar. Veröffentlichun-
gen zu diesem Gebiet sind, mit Ausnahme einer kurzen
Beschreibung in dem Standardwerk von Cellier [2], in
Konferenz- und Zeitschriftenartikeln, sowie in Disserta-
tionen verstreut. Deswegen wird in einer Folge von Ar-
tikeln einezusammenfassende Darstellungdieser viel-
versprechenden Methodik gegeben, die insbesondere für
den praktischen Einsatz der Modellierung und Simulati-
on in Zukunft eine hohe Bedeutung haben wird.

1.1 Objektdiagramme
Die grundlegende Idee der objektorientierten Model-

lierung ist einfach. Schwierigkeiten gibt es in Detail-
problemen, die in den Folgeartikeln diskutiert werden.
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Bild 1: Objektdiagramm eines Antriebsstrangs.
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Aus Benutzersichtwird ein Modell durch einObjekt-
diagrammbeschrieben. Ein typisches Objektdiagramm
eines Antriebsstrangs, bestehend aus Regler, Elektro-
motor, Getriebe und Last ist in Bild 1 zu sehen, ei-
nem Bildschirmabzug des Programms Dymola [3]. Die
durchgezogenen Verbindungslinien kennzeichnen star-
re, mechanische Verbindungen zwischen den Flanschen
von Wellen. Die hier gestrichelt gezeichneten Linien
sind Signalflüsse. Objektdiagramme sind hierarchisch
aufgebaut: Der Regler wird durch ein Blockschaltbild,
einem Spezialfall eines Objektdiagramms, modelliert
(hier nicht dargestellt). Das elektrische Schaltbild des
Motors, siehe Bild 2, ist ebenfalls ein Objektdiagramm.
Es besteht aus Stromrichter, Widerstand, Induktivität,
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Bild 2: Objektdiagramm der Motor-Komponente.

Elektro-Motorischer Kraft und der Motorträgheit. Die
durchgezogenen Linien im linken Teil kennzeichnen
elektrische Leitungen. Das linke Dreieck ist der Signal-
Eingang für die Sollspannung, das rechte Dreieck ist der
Signal-Ausgangsvektor von gemessenem Strom, Dreh-
zahl und Drehwinkel. Das Rechteck am rechten Rand
stellt den mechanischen Flansch des Motors dar. Das
Getriebemodell ist in Bild 3 zu sehen. Es besteht aus
einer idealen Untersetzung, Lose, Steifigkeit und Dämp-
fung, sowie Lagerreibung. Die Verbindungslinien stellen
wiederum starre mechanische Verbindungen dar.
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Bild 3: Objektdiagramm der Getriebe-Komponente

Objektdiagramme sind Verallgemeinerungen von
Blockdiagrammen und bestehen aus den folgenden
Teilen:
1. Einer grafischen Darstellungder physikalischen

Komponente.
2. Schnittstellen,mit denen eine Komponente mit ande-

ren Bauteilen verbunden werden kann.

3. Gerichteteoderungerichtete Verbindungslinienzwi-
schen Schnittstellen charakterisieren die physikali-
schen Verbindungen, z.B. elektrische oder hydrauli-
sche Leitungen, bzw. mechanisch starre Verbindun-
gen, aber auchSignalflüsse.

4. Eine Komponente wirdunabhängigvon derUmge-
bung definiert, in der sie eingesetzt wird. Zur Be-
schreibung werden nur die Variablen der Schnittstel-
len sowie lokale Variablen benutzt. Es ist in der Regel
nicht vorab bekannt, ob eine Schnittstellenvariable ei-
ne Ein- oder Ausgangsgröße ist.

5. Eine Komponente ist wiederumhierarchischaus ei-
ner Verschaltung von Komponenten aufgebaut oder
wird durchalgebraischeGleichungen bzw. durchDif-
ferentialgleichungenbeschrieben.

Basierend auf einem Objektdiagramm erstellt ein ob-
jektorientiertes Modellierungssystem ein großes, dünn-
besetztes differential-algebraisches Gleichungssystem
(abgekürzt DAE, für Differential-Algebraic Equation
system). Hierbei werden dielokalen Gleichungenal-
ler Komponenten, sowie die Gleichungen auf Grund
vonKomponenten-Verbindungen, zu einem Gesamtglei-
chungssystem zusammengefaßt. Die direkte numerische
Lösung eines solchen Gleichungssystems ist für eine
große Klasse von Modellen uneffizient, selbst wenn gute
„Sparse-Matrix“-Verfahren eingesetzt werden. Der we-
sentliche Schritt besteht deswegen darin, diese DAE
mittels symbolischer Transformationsalgorithmen in ei-
ne sortierte DAE oder in eine Zustandsform umzufor-
men, die effizienter gelöst werden kann. Die zur Ver-
fügung stehenden Algorithmen sind sehr leistungsfähig.
Z.B. kann eine DAE mit mehr als 10000 Gleichungen
auf einem PC innerhalb von wenigen Sekunden in die
Zustandsform überführt werden. Schließlich werden die
üblichen numerischen Integrationsverfahren eingesetzt,
um die erhaltene Zustandsform bzw. die sortierte DAE
zu lösen.

Es stellt sich die Frage, wie ein allgemeines objekt-
orientiertes Modellierungssystem die korrektenGlei-
chungenfür eine (abstrahierte)Verbindungzwischen
Bauteilen erstellen kann? Es zeigt sich, daß in allen
Fachgebieten nur zwei Arten von Verbindungsgleichun-
gen auftreten (siehe auch Teil 3 dieser Serie):
1. Verbundene Variable habendenselben Wert, z.B.

elektrisches Potential, Weg, Geschwindigkeit, Druck,
Dichte. Diese Variablen werden alsPotential-
Variablen bezeichnet.

2. Die Summeder Variablen, welche miteinander ver-
bunden sind,verschwindet, z.B. bei elektrischem
Strom, Kraft, Moment, Wärmefluß, Volumenstrom,
Massenstrom. Diese Variablen werden alsFluß-
Variablen bezeichnet. Hier ist es wichtig, daß an allen
Schnittstellen, dieselbepositiveFlußrichtung gewählt
wird, z.B. in das Elementgerichtet.

Damit genügt es, in einer Modell-Bibliothek zu de-
finieren, von welchem Typ eine Variable ist (Potential-
oder Fluß-Variable). Wenn eine Schnittstelle mit einer
anderen verbunden wird, kann das objektorientierte Mo-
dellierungssystem dadurch die korrekten Gleichungen
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erstellen, ohne daß z.B. die Kirchhoff’schen Gesetze ex-
plizit angegeben werden müssen.

Erstaunlicherweise werden bei dieser Vorgehenswei-
se die sonst eingesetztenglobalenFormalismen, wie die
modifizierte Knotenpunktsanalyse für elektrische Sys-
teme oder die Lagrange’schen bzw. Kane’schen Glei-
chungen für mechanische Systeme, nicht benötigt. Ne-
ben rein kontinuierlichen Systemen können auch un-
stetige, strukturvariable oder diskrete Komponenten mit
der objektorientierten Modellierungstechnik behandelt
werden.

Verfügbare Programmsysteme unterstützen zur Zeit
nur 2D-Objektdiagramme. Diese eignen sich sehr gut
zur Visualisierung 1- oder 2-dimensionaler Repräsenta-
tionen von Systemen, wie elektrische Schaltkreise, An-
triebsstränge, Blockdiagramme, hydraulische Systeme,
endliche Automaten, Petrinetze, Statecharts. Sie sind
nur bedingt geeignet zur Visualisierung 3-dimensiona-
ler Systeme, wie 3D-Mechanik, 3D-Wärmeleitung, 3D-
Strömungen. Die objektorientierte Modellierungstech-
nik ist jedoch unabhängig von der Art der Visualisie-
rung. Anstatt Komponenten nur als Icon darzustellen,
könnte man auch 3D-Konstruktionen verwenden. Wie
im 2D-Bereich wird eine solche Komponente durch lo-
kale Gleichungen beschrieben und die Gleichungsgene-
rierung läuft vollkommen analog ab, nur die Darstellung
ist realistischer. Es ist abzusehen, daß die Hersteller ihre
Systeme in dieser Hinsicht erweitern werden.

1.2 Ein vollständiges Beispiel
Zur einführenden Übersicht, wird an einem einfa-

chen Beispiel der vollständige Zyklus — vom Objekt-
diagramm bis zur Zustandsform — vorgeführt. Hierzu
wird eine kleine Bibliothek idealer elektrischer Bauteile
erstellt, siehe Tabelle 1.

Die Komponenten-Schnittstellen sind die kleinen
Kreise am linken und rechten Teil eines Bauteils und
stellen elektrische Pins dar. Ein Pin wird mathema-
tisch durch 2 Variablen beschrieben: Durch das elek-
trische Potential v am Pin (Typ = Potential-Variable)

Tabelle 1: Objektgleichungen idealer elektrischer Komponenten.

Widerstand

i1 i2

v1 v2

R

u

0 = i1+ i2
u = v1�v2

u = R� i1

Kapazität

i1 i2

v1 v2

C

u

0 = i1+ i2
u = v1�v2

i1 = C �du=dt

Induktivität

i1 i2

v1 v2

L

u

0 = i1+ i2
u = v1�v2
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g Bild 4: Objektdiagramm eines
elektrischen Schaltkreises.

und durch die Größe des einfließendenStroms i(Typ
= Fluß-Variable). Basierend auf diesen Schnittstellen-
variablen sind im rechten Teil von Tabelle 1 dielo-
kalenGleichungen der Komponenten aufgeführt. Diese
Gleichungen sind nur Funktionen der Schnittstellenva-
riablen und der lokalen Variablen. Sie sind unabhängig
davon, wie die Komponente mit anderen Komponen-
ten verschaltet wird. Man beachte, daß die aufgeführten
Zusammenhängemathematische Gleichungenund keine
Zuweisungen einer Programmiersprache sind.

Die erstellte Bibliothek wird jetzt benutzt, um den
elektrischen Schaltkreis von Bild 4 zu modellieren.

Hierzu werden die benötigten Komponenten der Bi-
bliothek entnommen und entsprechend dem Diagramm
miteinander verschaltet, d.h. es werden Linien zwischen
den Komponenten-Pins gezogen. Wie schon in Ab-
schnitt 1.1 kurz skizziert, wird das Gesamtgleichungs-
system des Modells aufgestellt, indem die Gleichungen
aller verwendeten Komponenten, ergänzt um die Ver-
bindungsgleichungen, zusammengefaßt werden. Diese
Gleichungen sind in Tabelle 2 zusammengestellt. Um
die Variablen unterschiedlicher Komponenten voneinan-
der unterscheiden zu können, wird der Komponenten-
name der entsprechenden Variablen vorangestellt. Zum
Beispiel ist R1.i1 der Strom i1 vom Bauteil R1. Die
Gleichungender Komponentensind eine direkteKopie
aus der Bibliothek. DieGleichungenfür die Verbindun-
gen an den Knoten 1;2;3;4 ergeben sich daraus, daß
alle elektrischen Potentiale als Potential-Variablen und
alle Ströme als Fluß-Variablen in der Bibliothek defi-
niert sind. Da an einer Verbindungsstelle alle Potential-
Variablen gleichgesetzt werden und die Summe der
Fluß-Variablen verschwindet, werden die korrekten Ver-
bindungsgleichungen erstellt. Diese entsprechen den

Tabelle 2: Gesamtgleichungssystem.

0 = R1.i1+R1.i2 0 = R2.i1+R2.i2
R1 R1.u = R1.v1�R1.v2 R2 R2.u = R2.v1�R2.v2

R1.u = R1.R�R1.i1 R2.u = R2.R�R2.i1
0 = C.i1+C.i2 0 = L.i1+L.i2

C C.u = C.v1�C.v2 L L.u = L.v1�L.v2
C.i1 = C.C �dC.u=dt L.u = L.L �dL.i1=dt

0 = A.i1+A.i2
A A.u = A.v1�A.v2 g g.v = 0

A.u = A.A�sin(A.w� t)
A.v1 = R1.v1 g.v = C.v2
A.v1 = R2.v1 g.v = L.v2

1 0 = A.i1+R1.i1+ 2 g.v = A.v2
R2.i1 0 = A.i2+C.i2+

L.i2+g.i
R1.v2 = C.v1 R2.v1 = L.v13

0 = R1.i2+C.i1
4

0 = R2.i2+L.i1
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Kirchhoff’schen Gesetzen.
Tabelle 2 ist eine DAE mit 27 Gleichungen, die in die

Zustandsform

ẋ = f(x; t) (1.1)

transformiert werden soll. Die Zustandsform (1.1) kann
aus der DAE erhalten werden, wenn beibekanntemZu-
standsvektorx die Ableitungdes Zustandsvektorṡx be-
rechnet wird. In Tabelle 2 treten nur die Ableitungen
dC.u/dt und dL.i1/dt auf. Damit sind C.u und L.i1 Zu-
standsgrößen:x = [C.u;L.i1].

Die Aufgabe besteht damit darin, beibekanntenZu-
ständen C.u, L.i1 undbekanntenParametern R1.R, R2.R,
C.C, L.L, A.A, A.w aus der DAE die Ableitungen der
Zustände, d.h. dC.u/dt und dL.i1/dt, zu berechnen. Mit
diesen Vorgaben ist die DAE in Tabelle 2 ein algebrai-
sches Gleichungssystem mit 27 Gleichungen in den 27
Unbekannten

R1.i1 R1.i2 R1.v1 R1.v2 R1.u
R2.i1 R2.i2 R2.v1 R2.v2 R2.u
C.i1 C.i2 C.v1 C.v2 dC.u/dt
dL.i1/dt L.i2 L.v1 L.v2 L.u
A.i1 A.i2 A.v1 A.v2 A.u
g.i g.v

Manuell ist eine Auflösung nach den eigentlich inter-
essierenden zwei Zustandsableitungen aufwendig. Doch
mit den noch zu besprechendenAlgorithmenkann ein
Programm sehr schnell die DAEsortierenund Variablen
aus trivialen Gleichungen der Forma= b substituieren.
Als Ergebnis erhält man die folgende rekursive Berech-
nungsvorschrift zur Bestimmung der Zustandsableitung-
en (in der linken Spalte sind die Komponenten angege-
ben, aus denen die Gleichungen entnommen wurden):

R2: R2.u := R2.R�L.i1
A: R1.v1 := A.A�sin(A.w� t)
L: L.u := R1.v1�R2.u
R1: R1.u := R1.v1�C.u
R1: C.i1 := R1.u=R1.R
L: dL.i1=dt := L.u=L.L
C: dC.u=dt := C.i1=C.C

Man könnte nun alle Zwischenvariablen (R2.u; : : : ;C.i1)
in die letzten zwei Gleichungen einsetzen und hätte dann
nur noch zwei Gleichungen. Für größere Systeme ist
ein solches Vorgehen jedoch unsinnig: Wenn eine Zwi-
schenvariable, wie R1.v1, an mehreren Stellen auftritt,
und die Variable überall durch ihre Definitionsgleichung
ersetzt wird, dann wird diese Gleichungmehrmalsaus-
gewertet, statt nureinmal, wie in der obigen rekursiven
Berechnungsvorschrift.

Das Beispiel zeigt, daß das Vorgehen der objektorien-
tierten Modellierungsystematischund rechteinfachist.
Auch wird das Verständnis erleichtert: Es genügt, dielo-
kalenGleichungen einer Komponente zu verstehen. Die
Komplexität ergibt sich durch das Zusammenschalten
von Komponenten und die nachfolgende Transformati-
on. Diese Systematik führt schon bei dem obigen Tri-
vialbeispiel auf 27 Gleichungen, so daß diese für das
manuelleErstellen von Gleichungen ungeeignet ist und
eine Rechnerunterstützung unabdingbar ist.

1.3 Verfügbare Programmsysteme
Das erste objektorientierte Modellierungssystem,Dy-

mola, wurde 1978 erstellt [4]. In den 90er Jahren wur-
den eine ganze Reihe von Softwaresystemen an Uni-
versitäten realisiert, zum Teil mit einer nachfolgenden
Kommerzialisierung. In Tabelle 3 ist eine (unvollständi-
ge) Liste dieser Programme zusammen mit Internet-
Adressen aufgeführt, bei denen detailliertere Informatio-
nen erhalten werden können. Kommerzielle Programme
sind mit einem� gekennzeichnet.

Tabelle 3: Programme zur objektorientierten Modellierung.

Programm Internet-Adresse
ABACUS http://yoric.mit.edu/abacuss/abacuss.html
ASCEND http://www.cs.cmu.edu/˜ascend/
DIVA http://www.isr.uni-stuttgart.de/diva/diva.html
Dymola� http://www.dynasim.se/
gPROMS� http://www.psenterprise.com/gPROMS/
MOSES http://www.elet.polimi.it/section/automeng/

control/oo
NMF/IDA� http://www.brisdata.se/
Modelica http://www.modelica.org/
ObjectMath http://www.ida.liu.se/labs/pelab/omath/
Omola http://www.control.lth.se/˜cace/omsim.html
Saber� http://www.analogy.com/
Shift http://www.path.berkeley.edu/shift/
SIDOPS+ http://www.rt.el.utwente.nl/proj/modsim/

modsim.htm
Smile http://www.first.gmd.de/smile/
VHDL-AMS http://www.vhdl.org/analog

Modelica ist eine objektorientierte Modellierungs-
sprache, die von den Entwicklern von Allan, Dymo-
la, NMF, ObjectMath, Omola, SIDOPS+, Smile und ei-
ner Reihe von Anwendern seit 1996 entwickelt wird,
um einen Standard auf diesem Gebiet zu schaffen. Auf
Grund der Mächtigkeit von Modelica und da die Spra-
che nicht an einen kommerziellen Hersteller gebunden
ist, werden die Beispiele in dieser Artikelserie exempla-
risch mit dieser Modellierungssprache formuliert.

Literatur
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2 Modelica – Kontinuierliche Systeme

In Teil 1 wurden die Grundideen derobjektorien-
tierten Modellierungphysikalischer Systeme erläutert
und insbesondere gezeigt, wie Modelle komponenten-
weise mittelsObjektdiagrammengrafisch definiert wer-
den können. Damit Anwender neue Basiskomponenten
in ein Objektdiagramm einführen können, wird übli-
cherweise eine Modellierungssprache zur Verfügung ge-
stellt, mit der dann auch ein vollständiges Modell be-
schrieben werden kann. Dadurch ist ein Objektdia-
gramm relativ einfach in eine rein textuelle Beschrei-
bung überführbar, die auf einer Datei gespeichert und
transportiert werden kann. Um die im ersten Teil dieser
Serie übersichtsartig eingeführten Grundelemente der
objektorientierten Modellierung präziser zu fassen, ist
es zweckmässig eine formalere Beschreibung an Hand
einer geeigneten Modellierungssprache vorzunehmen.

In Tabelle 3 von Teil 1 wurden Verweise auf eine gan-
ze Reihe von objektorientierten Modellierungssprachen
gegeben. Es würde den kompakten Rahmen dieser Ar-
tikelserie sprengen, wenn auf jede dieser Sprachen im
einzelnen eingegangen werden würde. Stattdessen wer-
den die Grundelemente an Hand der SpracheModelica1

eingehender erläutert. Modelica wird von den Entwick-
lern der Modellierungssprachen Allan, Dymola, NMF,
ObjectMath, Omola, SIDOPS+, Smile, sowie einer Rei-
he von Anwendern, seit 1996 entwickelt, um einen Stan-
dard auf diesem Gebiet zu schaffen. Das vorliegende Ka-
pitel gibt eine Einführung in die Modellierungkontinu-
ierlicher Systeme auf der Grundlage von Modelica und
basiert auf [13, 16]. Auf die objektorientierte Modellie-
rung unstetiger, strukturvariabler und diskreter Systeme
wird in einem späteren Artikel eingegangen.

2.1 Hierarchische Modelle
Die Grundlagen von Modelica werden an Hand des

einfachen Antriebsstrangs von Bild 5 erläutert (Bild 5
und Bild 6 sind Bildschirmabzüge des Programms Dy-
mola [12]). Der Antriebsstrang besteht aus Regler,
Elektromotor, Getriebe und Last. Ein Objektdiagramm-
Editor erzeugt daraus das folgende Modelica Modell,
wobei auch die grafische Information des Objektdia-
gramms im Modelica Modell alsannotationgespeichert
wird. Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird diese In-
formation jedoch nicht dargestellt:

1 ModelicaTM ist ein Warenzeichen der „Modelica Design Group“.

Regler
Motor

z
Getriebe

z
z

Last=5

Bild 5: Objektdiagramm eines Antriebsstrangs.
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Bild 6: Objektdiagramm der Motor-Komponente.

model Antriebsstrang
Control Regler;
Motor Motor;
GearBox Getriebe;
Shaft Last (J=5);

equation
connect (Regler.out, Motor.in);
connect (Motor.out , Regler.in2);
connect (Motor.n , Getriebe.p);
connect (Getriebe.n, Last.p);

end Antriebsstrang;

Mit diesem Modell werden die KomponentenReg-
ler , Motor , Getriebe und Last definiert, so-
wie deren Verschaltung. Mit der AnweisungShaft
Last(J=5); wird die neue KomponenteLast von
der Modell-KlasseShaft deklariert und das Trägheits-
momentJ der Last auf5 kg m2 gesetzt. Derequa-
tion Teil enthält die Modellgleichungen. Im obigen
Beispiel werden die Modellgleichungen implizit durch
dieconnect Anweisungen definiert, die festlegen, wie
die Schnittstellen von Komponenten verschaltet sind. Ei-
ne Komponente kann wiederum hierarchisch aufgebaut
sein, wie es beim Motor der Fall ist. Das Objektdia-
gramm des Motors ist in Bild 6 zu sehen. Das entspre-
chende Modelica Modell lautet:
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model Motor
Resistor R(R=250);
Inductor L(L=2);
Shaft inertia(J=0.002);
Flange n;

...
equation

connect (R.n, L.p);
connect (inertia.n, n);

...
end Motor;

Mit der zweiten Anweisung wird die KomponenteRder
Modell-KlasseResistor definiert, wobei der Wider-
standswert auf250 Ω gesetzt wird.

2.2 Variablen
Komponenten enthalten Variablen, mit denen die

Gleichungen formuliert werden. Diese Variablen ha-
ben einephysikalischeBedeutung. In der Standard-
Bibliothek von Modelica werden die wichtigsten Varia-
blentypen vordefiniert zur Verfügung gestellt, z.B.:

type Voltage = Real(quantity = "Voltage",
unit = "V");

type Angle = Real(quantity = "Angle",
unit = "rad",
displayUnit= "deg");

type Radius = Real(quantity = "Length",
unit = "m",
min = 0.0);

Hierbei ist Real eine vordefinierte Typ-Klasse für
Gleitpunktzahlen, die einige Parameter, wie Einheit, An-
fangswert, minimaler oder maximaler Wert, besitzt. Mit
dem Attribut unit wird die Einheit definiert, in der
die Gleichungenformuliert werden. Das Attributdis-
playUnit gibt an, welche Einheit alsVoreinstellung
für die Ein- und Ausgabebenutzt werden soll. Mit der
Voreinstellung wird z.B. ein Winkel in einem Objekt-
diagramm standardmäßig in Grad eingegeben, bzw. der
Zeitverlauf eines Winkels in Grad dargestellt. In den
Gleichungen wird ein Winkel jedoch in Radiant benutzt.
Die Umrechnung nimmt das Modellierungssystem vor.

2.3 Schnittstellen
Schnittstellen einer Komponente definieren, wie die

Komponente mit anderen Bauteilen in Kontakt treten
kann. Eine Schnittstelle enthält alle Variablen mit de-
nen über die Schnittstelle Informationen ausgetauscht
werden können. Zum Beispiel wird eine elektrische
Schnittstelle, einPin, eindeutig durch das Potentialv
am Pin und durch den einfließenden Stromi defi-
niert. Zur Schnittstellen-Definition wird in Modelica die
Connector-Klasse benutzt, siehe die erste Zeile in Ta-
belle 4. Connector-Klassen werden ebenso wie Modell-
Klassen benutzt:

...
Pin p1, p2, p3;

equation
p1.v = 0;
connect (p1, p2);
connect (p1, p3);

...

p1

p1.i

p2
p3

p2.i

p3.i

Tabelle 4: Modelica Modelle von elektrischen Komponenten.

i

v
Pin connector Pin

Voltage v;
flow Current i;

end Pin;

p.i n.i

p.v n.vu

partial model TwoPin
Pin p, n;
Voltage u;

equation
u = p.v - n.v;
0 = p.i + n.i;

end TwoPin;

p.i n.i

p.v n.v

R

u

model Resistor
extends TwoPin;
parameter Real R;

equation
u = R*p.i;

end Resistor;

p.i n.i

p.v n.v

C

u

model Capacitor
extends TwoPin;
parameter Real C;

equation
C*der (u) = p.i;

end Capacitor;

p.i n.i

p.v n.v

L

u

model Inductor
extends TwoPin;
parameter Real L;

equation
L* der (p.i) = u;

end Inductor;

p.i n.i

p.v n.v

u(t)
model Vsource

extends TwoPin;
extends Modelica.Math;
parameter Real A, w;

equation
u = A*sin(w*time);

end Vsource;

p.ip.v

model Ground
Pin p;

equation
p.v = 0;

end Ground;

In der zweiten Zeile werden 3 Pins definiert. Zur ein-
deutigen Identifikation muß beim Zugriff auf eine Va-
riable der Komponentenname mit angegeben werden
(z.B. p1.v = Variablev der Komponentep1). Mit den
connect Anweisungen werden die 3 Pins verschal-
tet. Das Modellierungssystem erstellt hieraus die Glei-
chungen:p1.v = p2.v , p1.v = p3.v und p1.i
+ p2.i + p3.i = 0 . Eine Null-Summengleichung
wird erzeugt, wenn verbundene Variable das Attribut
flow besitzen, siehe erste Zeile von Tabelle 4, d.h.
wenn die Variablen explizit als Flußvariablen deklariert
sind. Dies wurde schon kurz in Teil 1 erläutert.

2.4 Unvollständige Modelle und Vererbung
Für den Aufbau von komplexen Modellen ist es wich-

tig, daß gemeinsame Eigenschaften nureinmaldefiniert
werden. Z.B. haben eine Reihe von elektrischen Kompo-
nenten, wie Widerstand, Kapazität, Induktivität, jeweils
zwei Pins. Außerdem wird zur Formulierung des phy-
sikalischen Gesetzes der Spannungsabfallu benötigt.
Deswegen ist es sinnvoll eine „unvollständige“ Modell-
KlasseTwoPin zur Verfügung zu stellen, in der die-
se Eigenschaften nur einmal für entsprechende elektri-
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sche Komponenten definiert werden, siehe zweite Zeile
von Tabelle 4. Diese Modell-Klasse hat zwei Pinsp, n
und den Spannungsabfallu. Der equation Teil ent-
hält die allen Komponenten gemeinsamen Gleichungen
in Form vonmathematischen Gleichungen. Damit könn-
te0 = p.i + n.i alternativ auch alsn.i = -p.i
geschrieben werden. Statt Gleichungen können in Mo-
delica auchZuweisungenunter Verwendung des Opera-
tors := in eineralgorithm Sektion verwendet wer-
den, um z.B. diskrete Regler zu beschreiben.

Mit dem Schlüsselwortpartial wird festgelegt,
daß eine Instanziierung des Modells nicht möglich
ist, d.h. daß diese unvollständige Modell-Klasse nur
zum Aufbau weiterer Modell-Klassen verwendet wer-
den kann. Dies wird in den restlichen Zeilen von Ta-
belle 4 für die einfachen elektrischen Komponenten aus
Tabelle 1 von Teil 1 gezeigt.

Mit der Anweisungextends TwoPin erbt eine
Modell-Klasse alle Eigenschaften vom ModellTwo-
Pin , d.h. alle Deklarationen und Gleichungen von
TwoPin stehen direkt in dem neuen Modell zur Ver-
fügung. Dieextends Anweisung kann mehrmals in
einem Modell auftreten. Z.B. erbt die Modell-Klasse
Vsource in Tabelle 4 nicht nur vonTwoPin , sondern
auch von der Standard-BibliothekModelica.Math ,
die mathematische Funktionen, wiesin(..) , zur Ver-
fügung stellt.

Mit einer parameter Anweisung wird eine Varia-
ble definiert, die während einer Simulationkonstantist.
Bei der Deklaration einer Komponente kann jedem Pa-
rameter ein neuer Wert zugewiesen werden (siehe auch
das obige Motor Modell). Die Zeitableitung einer Va-
riablen wird durch den Operatorder definiert, siehe die
Capacitor undInductor Modell-Klassen in Tabel-
le 4.

2.5 Parametrisierung von Modellen
In Modelica können von einer höheren Modellhierar-

chie aus nicht nur Parameterwerte, sondern auch kom-
pletteKomponentenoder garKlasseneines Submodells
ausgetauscht werden. Zum Beispiel soll für den Motor
von Bild 6 ein genaueres Modell für den Widerstand
R benutzt werden, bei dem dieTemperaturabhängig-
keit des Widerstandes wie folgt berücksichtigt wird:

model TempResistor
extends TwoPin;
heatTransition h;
parameter Real R, RT=0;
parameter Real Tref=20;

equation
u=(R+RT*(h.T-Tref))*p.i;
h.Q = -u*p.i;

end TempResistor;

p.i n.i

p.v n.v

R+RT*(h.T-T ref)

u

h.Qh.T

Die Modell-KlasseTempResistor kann nicht von
Resistor durch Vererbung abgeleitet werden, weil
der Spannungsabfall über eine andere Gleichung be-
rechnet wird. Deswegen wird wiederum vonTwoPin
abgeleitet, und es werden eine zusätzliche Schnittstelle
h für den Wärmeübergang mit den Schnittstellen-
Variablen T (Temperatur) undQ (Wärmefluß), sowie
Gleichungen zur Bestimmung des Spannungsabfallsu

und der erzeugten Wärmeh.Q hinzugefügt. Basierend
auf dem ursprünglichen Motor-Modell kann jetzt die
Modell-KlasseResistor der KomponenteMotor.R
durch das genauere ModellTempResistor ersetzt
werden. Weiterhin werden noch einige Elemente zur
Beschreibung des Wärmeflusses zwischen Widerstand
und Umgebung hinzugefügt:

model Motor2
extends Motor( redeclare

TempResistor R(RT=0.1) );
Tsource Umgebung(T0=20);
HeatFlow Hflow(...);

equation
connect (Umgebung.p, Hflow.n);
connect (Hflow.p , R.h);

end Motor2;

Durch die Anweisungredeclare wird die Ersetzung
durchgeführt, wobei neue Parameterwerte (hier:RT)
festgelegt werden. Ein solcher Komponenten-Austausch
ist genau dann möglich, wenn die neue Modell-Klasse
(hier: TempResistor ) alle Schnittstellen-Variablen
und Parameter der zu ersetzenden Klasse (hier:Resi-
stor ) enthält, wobei Namen und Datentypen überein-
stimmen müssen. Dies ist hier der Fall, daTempResi-
stor die Schnittstellen-Variablen vonResistor , d.h.
p, n, R, besitzt.

Der Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, daß
jede Modifikation desMotor -Modells, sofort auch
beim Motor2 -Modell zur Auswirkung kommt. Damit
können z.B. ein einfaches Modell für den Entwurf und
ein komplexeres für die Validierung zuverlässig gewar-
tet werden. Es ist auch möglich eine ganze Klasse von
Komponenten mit einem Befehl auszutauschen, wenn
dies im ursprünglichen Modell vorgesehen wird:

model Circuit
replaceable model Resistor2 = Resistor;

protected
Resistor2 R1(R=100), R2(R=200), R3(R=300);

...
end Circuit;

model Circuit2
extends Circuit ( redeclare

model Resistor2 = TempResistor );
...

end Circuit2;

Mit dem Sprachelementreplaceable wird defi-
niert, daß die lokale ModellklasseResistor2 aus-
tauschbarist. Als Voreinstellung wird dieResistor
Modell-Klasse benutzt. Jetzt können viele Komponen-
ten der KlasseResistor2 deklariert werden. Durch
nachträgliches Austauschen vonResistor mit Tem-
pResistor , werdenalle Widerstands-Komponenten
durch diese neue Modell-Klasse beschrieben.

Diese Vorgehensweise erleichtert insbesondere die
Modellierung von Fluid-Strömungen, siehe [15, 14], und
wird in einem späteren Artikel detaillierter erläutert:
Eine Komponente, wie eine Pumpe oder ein Wärme-
tauscher, wird hier durchallgemeineGleichungen, wie
Energie-, Impuls-, Stoffbilanzgleichungen, sowie durch
Medium-Gleichungen beschrieben, mit denen die Stof-
feigenschaften des eingesetzten Mediums, wie Dichte

7



oder spezifische Wärmekapazität, als Funktion der Zu-
standsgrößen berechnet werden. Zum einen gibt es un-
terschiedlich detallierte Mediummodelle, zum anderen
können meist auch unterschiedliche Medien für dieselbe
Komponente verwendet werden. Es ist nun zweckmäßig,
die Mediumgleichungen als austauschbare Klasse zu de-
finieren, so daß z.B. nureine Wärmetauscher-Klasse
für n Mediummodelle zur Verfügung gestellt wird,
und nichtn Wärmetauscher-Klassen fürn Mediummo-
delle. Zum Beispiel wird eine neue Wärmetauscher-
Komponente mit der in [15] beschriebenen generi-
schen Modell-KlasseHEXn für ein einfaches Wasser-
modell BasicLinearWaterModel folgendernma-
ßen instanziiert:

HEXn heatExchanger1 ( redeclare model
Liquid=BasicLinearWaterModel, ...);

2.6 Eingeschränkte Klassen
Es hat den Anschein, als ob die Strukturierungsele-

mente von Modelica, wiemodel , type , connec-
tor , voneinander unabhängige Sprachelemente sind.
Dies ist jedoch nicht der Fall. Modelica kennt nur
ein Strukturierungselement: die Klasseclass . Es gibt
Klassen mit speziellen Namen, die alle Eigenschaften
von class besitzen, wie Syntax, Semantik, Definiti-
on, Vererbung, Parametrisierung, die jedoch nur in ein-
geschränkter Form benutzt werden können:

connector Wird in Verbindungen benutzt und hat keine
Gleichungen.

model Darf nicht in Verbindungen benutzt werden.
record model ohne Gleichungen.
type Nur durch Vererbung von einemtype oder ei-

nem vordefinierten Typ wieReal ableitbar.
block model wobei alle Schnittstellen-Variablen als

input oderoutput deklariert sind.
function block mit einerAlgorithmus-Sektion.
package model das nur Klassen-Deklarationen enthält.

Die record Klasse wird zum Aufbau von hierarchi-
schen Datenstrukturen eingesetzt. Mit derblock Klas-
se werden Ein-/Ausgangsblöcke definiert. Hierdurch
wird u.a. erreicht, daß es Einschränkungen bei der Ver-
schaltung gibt, so daß z.B. Eingänge nicht mit Ein-
gängen verschaltet werden können. Diefunction
Klasse ist eine spezielle Block-Klasse und entspricht ei-
ner Funktion in einer prozeduralen Programmierspra-
che. Mit der package Klasse werden hierarchische
Komponenten-Bibliotheken aufgebaut, wobei, ähnlich
wie in Java, die Korrespondenz zwischen Klassenname
und Directory/Filename genau definiert ist, so daß die
Modellierungsumgebung eine gewünschte Klassendefi-
nition im Filesystem finden kann. Durch die Technik
dereingeschränktenKlassen muß der Anwender nur die
Verwendung der Klasseclass verstehen, und nicht sie-
ben unterschiedliche Konzepte. Darüber hinaus wird das
Erstellen von Modelica Compilern vereinfacht, da nur
die Syntax und Semantik einerclass implementiert
werden muß, sowie einige zusätzliche Überprüfungen,
ob die geforderten Restriktionen erfüllt sind.

Die block -Klasse wird vor allem zur Beschreibung
von Ein-/Ausgangsblöcken verwendet. Zum Beispiel
kann ein lineares Zustandsraummodell als

block StateSpace
parameter Real A[:,:],

B[ size (A,1),:],
C[:, size (A,2)],
D[ size (C,1), size (B,2)]=0;

input Real u[size(B,2)];
output Real y[size(C,1)];

protected
Real x[size(A,2)];

equation
der (x) = A*x + B*u;

y = C*x + D*u;
end StateSpace;

definiert und folgendermaßen benutzt werden:

StateSpace S(A = [0.12, 2; 3, 1.5],
B = [2, 7; 3, 1], C = [0.1, 0.4]);

2.7 Sonstige Sprachelemente
Es werden mehrdimensionale Felder, Matrix-Opera-

toren, -Funktionen und -Gleichungen unterstützt. Damit
können z.B. einfach Regelungssysteme, Mehrkörper-
systeme, Komponenten-Felder und reguläre Verschal-
tungsstrukturen beschrieben werden. Dies erlaubt Orts-
Diskretisierungen von partiellen Differentialgleichun-
gen, siehe [15]. Es können auch Abtastsysteme, un-
stetige und strukturvariable Systeme modelliert wer-
den. Auf Grund der Bedeutung und des Umfangs wird
dieser Teil in einem späteren Artikel erläutert. Die
Modelica-Gruppe arbeitet zur Zeit an einer umfang-
reichen Modelica-Standard-Bibliothek, damit die wich-
tigsten Komponenten aus unterschiedlichen Fachge-
bieten schon vordefiniert zur Verfügung stehen. Wei-
tere Informationen können der Modelica-Homepage
http://www.modelica.org/ entnommen werden.
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Objektorientierte Modellierung
Physikalischer Systeme, Teil 3
Martin Otter, DLR Oberpfaffenhofen

3 Komponenten-Schnittstellen

In Teil 1 wurden die Grundlagen derobjektorientier-
ten Modellierungskizziert und in Teil 2 wurden die
benötigten Grundelemente an Hand der Modellierungs-
sprache Modelica diskutiert. Im vorliegenden Kapitel
wird nun, basierend auf [23, 24, 22, 17], detaillierter er-
läutert, wie dieSchnittstellenvon Komponenten entwor-
fen werden. Der Schnittstellenentwurf ist ein zentraler
Schritt, da damit die voneinander unabhängigen Teile ei-
nes komplexen Modells festgelegt werden. Erstnachder
Schnittstellen-Definition können Komponentenunab-
hängigvoneinander entwickelt und ausgetestet werden.
Da in der Regel bei physikalischen Modellen Schnitt-
stellen nicht über Ein-/Ausgangsbeziehungen festge-
legt werden, muß eine andere Methodik herangezogen
werden. Die Grundregel des „richtigen“ Schnittstellen-
Entwurfs besteht darin, sich an der physikalischenRea-
lität zu orientieren:

Wenn eine reale Komponente, wie ein Elektromotor
oder eine hydraulische Pumpe, gedanklich freigeschnit-
ten wird, sollte die abstrahierte Schnittstelle des Mo-
dells alle Variablen enthalten, die notwendig sind, um
die beabsichtigten Effekte in der realen Schnittstelle zu
beschreiben.

Der Einsatz dieser einleuchtenden Grundregel in
einem konkreten Anwendungsfall ist oft verblüffend
schwierig. Aus diesem Grunde wird versucht, eine sys-
tematische Einführung zu geben, die auf Methoden der
Thermodynamik und der Bondgraphentheorie basiert.

3.1 Energiefluß
Physikalische Systeme haben die gemeinsame Eigen-

schaft, daß Energie zwischen den Komponenten aus-
getauscht wird. Eine Komponenten-Schnittstelle soll-
te deswegen primär alle Variablen enthalten, mit de-
nen derEnergieflußin der Schnittstelle eindeutig be-
schrieben werden kann. In Bild 7 ist ein freigeschnitte-
nes System zu sehen, bei dem angenommen wird, daß
die GesamtenergieE des Systems eine Funktion der
Schnittstellen- und lokalen Variablenξi ist. Durch Ab-
leiten ergibt sich dieGibb’sche Fundamentalgleichung,
siehe z.B. [26, 18]:

dE
dt

=
n

∑
i=1

∂E(ξ1; : : : ;ξn)

∂ξi
�
dξi

dt
=

n

∑
i=1

ei � fi

Diese gibt an, wie sich die Energie eines Systems durch
Zufuhr von EnergieflüssenPi = ei � fi ändert, wobei ein

E

ξ
1

ξ
2

ξ
i Bild 7: Gesamtenergie eines

freigeschnittenen Systems.

Energiefluß durch das Produkt derPotential-Variablen
ei und derFluß-Variablen fi beschrieben wird. Wenn
der Energieflußnicht durch Wechselwirkung mit einem
Feld entsteht, kann die Variableξi als Träger interpre-
tiert werden, der die Energie transportiert, z.B. Ladung
oder Masse. Der Flußfi ist die Menge dieses Trägers
pro Zeit, d.h.fi = dξi=dt. Die Variableei wird auch als
intensive Größe und die Variableξi als extensive Größe
bezeichnet, siehe [18, 19].

Typischerweise hat jedes Fachgebieteine(abstrahier-
te) Art der physikalischen Verbindung zwischen zwei
Komponenten, über die der Energietransport stattfindet,
z.B. leitendes Material bei elektrischen Schaltkreisen,
mechanische Flansche bei Antriebssträngen, Körper-
Oberflächen beim Wärmetransport. Das Potentiale ist
in diesen Fällen diejenige physikalische Größe, die bei
einer Schnittstelle zwischen zwei oder mehr Kompo-
nenten denselben Wert besitzt, z.B. elektrisches Poten-
tial, Drehzahl oder Temperatur. Da sich bei dieser Be-
trachtungsweise das Potential an der typischen Art der
physikalischen Verschaltung orientiert, ist die Wahl der
Potential-Variablen in der Regel eindeutig1.

Wenn Energie an einem Punkt zusammenfließt,und
in diesem Punkt keine Energie gespeichert wird, dann
muß die Summe der zufließenden Energie auf Grund des
Energiesatzes verschwinden, d.h.

0 = ∑
i

Pi = ∑
i

ei � fi = e�∑
i

fi ) ∑
i

fi = 0:

Da die Potentialeei an einem Verbindungspunkt defi-
nitionsgemäß identisch sindei = e, folgt daraus, daß
die Summe der Flußvariablen verschwinden muß. Diese
Eigenschaft ist in vielen Fachgebieten bekannt, z.B. als
Kirchhoffsches Stromgesetz (die Summe der Ströme
in einem elektrischen Knoten verschwindet), oder

1 In der Bondgraphentheorie ist diesnicht der Fall. Dort charakte-
risiert ein Bond nicht notwendigerweise eine physikalische Verbin-
dung, so daß die Wahl von Effort-Variablee und Flow-Variablef
nicht eindeutig ist und immer vertauscht werden kann.
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Tabelle 5: Energiefluß-Variablen in verschiedenen Fachgebieten.

Typ Potential e Trägerξ Fluß f

elektrisch V : elektrisches Potential q : Ladung q̇= i : Ladungsfluß = Strom

translatorisch v : Geschwindigkeit p : Impuls ṗ = f : Impulsstrom = Kraft

rotatorisch !: Winkelgeschwindigkeit L : Drehimpuls L̇ = � : Drehimpulsstrom = Moment

hydraulisch p : Druck V : Volumen V̇ : Volumenstrom

thermisch T : Temperatur S: Entropie Ṡ : Entropiestrom

chemisch µ : chem. Potential N: Teilchen Ṅ : Teilchenstrom

als Newtonsches Gesetzactio = reactio (die Summe
der Schnittkräfte an einer mechanischen Schnittstelle
verschwindet).

Nach diesen vorbereitenden Überlegungen kann eine
allgemeine Grundregel zum Schnittstellen-Entwurf an-
gegeben werden:

Eine Komponenten-Schnittstelle sollte die Potenti-
alvariable e und die Flußvariable f enthalten, mit
der die über die Schnittstelle zugeführte Leistung
P= e� f berechnet wird.

Mit der in Kapitel 2 eingeführten Modelica Modellie-
rungssprache sollte deswegen eine Elementar-Schnitt-
stelle folgendermaßen definiert werden:

connector X
Real e;
flow Real f;

end X;

Die Flußvariablef muß alsflow definiert werden, da,
wie oben erläutert, bei einer Verbindung die Summe
der Flußvariablen verschwindet. In Tabelle 5 sind die
Potential- und Flußvariablen für einige Fachgebiete auf-
geführt. Hierbei stehttranslatorischund rotatorischfür
translatorische und rotatorische mechanische Systeme,
sowiehydraulischfür inkompressible Rohrströmungen
bei geringen Geschwindigkeiten2.

Man kann aus Tabelle 5 einige interessante Analo-
gien aufstellen: Impuls, Drehimpuls und Entropie sind
Energieträger und haben damit eine ähnliche physika-
lische Bedeutung wie andere Energieträger, wie Masse
oder Ladung. Man kann diese Energieträger deswegen
als „Teilchen“ ansehen, die die Energie zwischen zwei
Potentialen transportieren. Die sich hieraus ergebende
anschauliche Definition der Entropie alsWärmemenge
wird z.B. in [21, 19] genauer ausgeführt.

3.2 Praktische Gesichtspunkte
Die im letzten Abschnitt eingeführte Grundregel

sollte als erster Ansatz dienen. Es gibt jedoch eine
ganze Reihe von praktischen Gründen, die Schnittstelle
letztendlich etwas anders auszuführen. In Tabelle 7 sind
diejenigen Schnittstellen-Variablen aufgeführt, die sich
in verschiedenen objektorientierten Modellierungssy-

2 Man beachte, daß die Bondgraph-Literatur bei mechanischen Sy-
stemen die Geschwindigkeit als Flow-Variable und die Kraft als
Effort-Variable benutzt. Für Objektdiagramme ist diese Wahl nicht
möglich, da bei einer starren Verbindung von z.B. Körpern und Ge-
lenken die Geschwindigkeit und nicht die Kraft am Verbindungs-
punkt identisch ist. D.h. die Geschwindigkeitmußeine Potentialva-
riable sein.

Tabelle 6: Objektgleichungen idealer thermischer Komponenten.

T; Q̇ T; Ṡ

Wärmewiderstand

T1

Q1,S1
Q2,S2

T2

A

L

0 = Q̇1+ Q̇2

Q̇1 =
λA
L
(T1�T2)

0 = T1Ṡ1+T2Ṡ2

Ṡ1 =
λA
L
(T1�T2)

T1

Wärmekapazität

T

Q,S
m Q̇ = c�m� Ṫ Ṡ= c�m

Ṫ
T

stemen bewährt haben. Die Unterschiede zu Tabelle 5
werden im folgenden diskutiert. Man beachte, daß auch
mit den modifizierten Schnittstellen primär immer noch
der Energiefluß beschrieben wird.

Thermische Systeme
Entgegen der Systematik von Tabelle 5, werden ther-

mische Systeme traditionell mit dem Wärmefluß̇Q
und der TemperaturT beschrieben. In Tabelle 6 sind
die einfachst möglichen Basiselemente aufgeführt, sie-
he z.B. [20]: DerWärmewiderstandist ein ideales Ele-
ment, welches keine Wärmeenergie speichert und nur
die Wärme zwischen den beiden Schnittstellen 1 und
2 transportiert. DieWärmekapazitätist ein ideales Ele-
ment, welches nur Wärmeenergie speichert oder abgibt.
Beide Elemente können entweder mit der TemperaturT
und dem Wärmefluß̇Q oder mit der TemperaturT und
dem EntropiestroṁS beschrieben werden, da an einer
Schnittstelle 1 gilt:Q̇1 = T1 � Ṡ1.

Es zeigt sich, daß bei diesen einfachst möglichen
Elementen die Gleichungen linear in den Variablen
T;Q̇ sind und nichtlinear in den VariablenT; Ṡ. Wei-
terhin kann die häufig auftretende Randbedingung der
vollständigen Isolation im ersten Fall viel einfacher
formuliert werden (̇Q= 0). Schließlich sind Konsistenz-
prüfungen einfacher, da es einen Erhaltungssatz für die
Wärmeenergie, aber nicht für die Entropie gibt. Aus
diesen Gründen ist es besser, als Schnittstellenvariablen
Q̇ undT zu verwenden.

Mechanische Systeme
Die Behandlung von 3-dimensionalen mechanischen

Systemen in einer objektorientierten Form benötigt ei-
ne längere Erläuterung und wird separat in einem der
folgenden Artikel diskutiert. Bei 1-dimensionalenrota-
torischenmechanischen Systemen, im folgenden durch
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Tabelle 7: Schnittstellen Variablen in verschiedenen Fachgebieten.

Typ Potential-Variablen Fluß-Variablen Bemerkungen

elektrisch V : elektrisches Potential i : elektrischer Strom

1D-translatorisch s : Weg f : Kraft in lokalem Flanschsystem

Stellantrieb ϕ : Winkel τ : Moment in lokalem Flanschsystem

Leistungsantrieb ω : Winkelgeschwindigkeit τ : Moment in lokalem Flanschsystem

hydraulisch p : Druck V̇ : Volumenstrom inkompressibel

Rohrströmung p;T: Druck und Temperatur ṁ: Massenstrom 1-phasig, 1-Stoff

thermisch T : Temperatur Q̇: Wärmestrom

chemisch µ : chem. Potential Ṅ: Teilchenstrom

Antriebsstrangabgekürzt, gibt es in der Technik zwei
unterschiedliche Anwendungen:

(a) BeiStellantriebenist es das Ziel, eine gewünsch-
te Position anzufahren oder einer vorgegebenen Bahn
möglichst genau zu folgen. Beispiele hierfür sind Robo-
ter oder Aufzüge. Da derDrehwinkelder Last geregelt
werden soll, muß dieser in einer Schnittstelle enthalten
sein. Die Drehzahl solltenicht zusätzlich in die Schnitt-
stelle mit aufgenommen werden, da dann der enge Zu-
sammenhang zwischen Drehwinkel und Drehzahl dem
Modellierungssystem nicht bekannt ist, so daß einige
Algorithmen, wie der noch zu besprechende Pantelides-
Algorithmus, nicht angewandt werden können. Wenn
benötigt, kann die Drehzahl in einer objektorientier-
ten Modellierungssprache durch Differentiation aus dem
Drehwinkel erhalten werden (ω = ϕ̇). Der Compiler ei-
ner Sprache wie Modelica transformiert diese Anwei-
sung in eine numerisch robust auszuwertende Form, so
daß während der Simulation keine numerische Differen-
tiation erfolgt (mehr dazu in Teil 5).

(b) Bei Leistungsantriebenist es das vorrangige Ziel,
eine bestimmte mechanische Leistung zu übertragen.
Beispiele hierfür sind Antriebsstränge von Fahrzeugen,
Pumpen oder Generatoren. Hier spielt der Drehwinkel
überhaupt keine Rolle. Für eine Simulation wäre der ab-
solute Drehwinkel einer Welle auch eine kritische Varia-
ble, da dieser monoton anwächst, also eine „instabile“
Variable ist. Hier sollte man deswegen der ursprüngli-
chen Grundregel folgen und die Drehzahl in der Schnitt-
stelle benutzen.

Bei 1-dimensionalentranslatorischenmechanischen
Systemen können theoretisch auch die beiden bei rota-
torischen Systemen auftretenden Fälle auftreten. In der
Technik gibt es jedoch nur translatorische Stellantriebe
und keine translatorischen Leistungsantriebe, so daß es
hier genügt,2 nur mit einer Art von Schnittstellen zu ar-
beiten, in der die absolute Verschiebung, und nicht die
Geschwindigkeit, auftritt.

Generell gibt es bei mechanischen Systemen das Pro-
blem, daß die auftretenden Größen, wie Geschwindig-
keit oder Kraft, Vektoren sind. Die Elemente dieser Vek-
toren beziehen sich auf ein bestimmtes Koordinatensy-
stem, das bei mathematischen Operationen zu berück-
sichtigen ist. Eine sinnvolle Vorgehensweise besteht dar-
in, daß injedemmechanischen Flansch einlokalesKo-
ordinatensystem definiert wird, wobei die z-Achsen der
Flansch-Koordinatensysteme voneinerKomponente al-

Welle
z

yω
1

τ
1

ω
2

τ
2

z

y
ϕ

z

y

x

fest in Lager
fest in Welle
(= drehend)

z ω = ϕ

Bild 8: Lokale Koordinatensysteme bei Antriebssträngen.

z z
=

z

z

=

Bild 9: Verschaltung von Welle mit Hohlwelle.

le in dieselbe Richtung zeigen, und diese Richtung im
Icon der Komponente dargestellt wird, siehe Bild 8.

Alle vektoriellen Größen in einem Flansch werden
bezüglich des Flansch-Koordinatensystems dargestellt,
z.B. Schnittmoment~τ = τ �~ez bzw. Winkelgeschwindig-
keit ~ω = ω �~ez, wobei~ez ein Einheitsvektor in Rich-
tung der positiven z-Achse ist undτ bzw. ω die skala-
ren Größen sind, die in der Schnittstelle benutzt wer-
den. Eine Verbindung von zwei oder mehr Flanschen
(= connect-Anweisung bei Modelica) bedeutet nun, daß
die lokalen Flansch-Koordinatensysteme übereinstim-
men.

Bei der Verschaltung von Antriebsstrang-Komponen-
ten muß man etwas vorsichtig sein: Wenn die z-Achsen
der Flansche bei einer Verschaltung nicht gleichgerich-
tet sind, siehe linker Teil von Bild 9, dann ist das zu-
lässig, entspricht aber der Verschaltung von einer Hohl-
welle mit einer Welle wie durch Umzeichnen im rechten
Teil von Bild 9 zu sehen ist.

Basierend auf den erläuterten mechanischen Schnitt-
stellen für Stellantriebe, können z.B. die einfachen me-
chanischen Komponenten von Tabelle 8 erstellt werden.

Einfache Rohrströmungen
Es werden hier nur Schnittstellen für 1-dimensionale,

1-phasige, 1-Stoff Strömungen betrachtet. Diese Annah-
men sind oft für technische Leitungen mit dem Medi-
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Tabelle 8: Objektgleichungen idealer Stellantriebskomponenten.

Drehträgheit

ϕ 1 ϕ 2

z
τ 1 τ 2

ϕ1 = ϕ2
ϕ̇1 = ω1

J � ω̇1 = τ1+ τ2

Elastizität

ϕ
1

τ
1

ϕ
2

τ
2z

0 = τ1+ τ2
τ2 = c� (ϕ2�ϕ1)

Dämpfung

ϕ
1

τ
1

ϕ
2

τ
2z

0 = τ1+ τ2
τ2 = d � (ϕ̇2� ϕ̇1)

Am

z
p, T, ...

Bild 10: Schnittstelle für ein-
fache Rohrströmungen.

um Wasser, Hydrauliköl, Wasserdampf, Luft (Pneuma-
tik) erfüllt. Der physikalische Zustand in der (abstrahier-
ten) Schnittstelle, siehe Bild 10, wird durch die folgen-
den Variablen beschrieben: Massenstrom ˙m, Geschwin-
digkeit v, Höhez, QuerschnittsflächeA, Druck p, Tem-
peraturT, Dichte ρ, spez. innere Energieu, spez. Ent-
halpieh und spez. Entropies. Der einströmende Ener-
giefluß berechnet sich zu (siehe z.B. [25]):

P= ṁ�

�
h+

v2

2
+g �z

�
;

wobei g die Gravitationskonstante ist. Die thermody-
namischen Variablen (p;T;ρ;u;h;s) werden bei einem
1-phasigen 1-Stoff Fluid eindeutig durch zwei dieser
Größen charakterisiert. Die anderen Variablen können
hieraus berechnet oder durch Interpolation aus Tabel-
len ermittelt werden. Hier werden TemperaturT und
Druck p ausgewählt, da diese Größen am anschaulich-
sten sind, leicht gemessen werden können und Stoff-
gesetze häufig bezüglich dieser beiden Zustandsgrößen
angegeben sind. Die Konstanten im Energiefluß, d.h.
Höhe z und QuerschnittsflächeA, werden auch in die
Schnittstelle aufgenommen. In Modelica werden Kon-
stante in einer Schnittstelle nicht verschaltet. Stattdes-
sen muß der Wert von Konstanten in jeder Instanz einer
Schnittstelle angegeben werden. AlsFlußvariableent-
hält die Schnittstelle den Massenstrom. Die Geschwin-
digkeitv der Strömung wird, so benötigt, berechnet:

ṁ= ρ �A �v ) v=
ṁ

ρ(p;T) �A

Bei Mehrphasen-Strömungen kann die Temperatur nicht
mehr als Zustandsgröße gewählt werden, da diese im
Mehrphasengebiet konstant ist. Stattdessen wird dann
oft die spezifische Enthalpie als Schnittstellen-Variable
benutzt. In einigen technisch wichtigen Fällen kann die
Schnittstelle auf Grund weiterer Annahmen vereinfacht
werden, z.B. bei hydraulischen Systemen.

Die hier diskutierte Schnittstelle ist nur für einfache
Modelle geeignet. In einem späteren Artikel dieser Se-
rie wird erläutert, wie komplexere Thermo-Fluid Syste-
me basierend auf der finiten Volumenmethode behandelt
werden können.

3.3 Komplexe Schnittstellen
Komplexere Schnittstellen sollten hierarchisch aus

den im vorigen Abschnitt besprochenen Elemen-
tar-Schnittstellen aufgebaut werden. Z.B. könnte die
Schnittstelle zwischen Flügel und Triebwerk eines Flug-
zeugs in Modelica Notation den folgenden Aufbau besit-
zen

connector Engine
Frame a "3D-Mechanik Verbindung";
Pin p "elektrische Versorgung";
Hyd h "hydraulische Versorgung";

...
end Engine;

wobei Frame, Pin, Hyd vordefinierte Elementar-
Schnittstellen sind.
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Objektorientierte Modellierung
Physikalischer Systeme, Teil 4
Martin Otter, DLR Oberpfaffenhofen

4 Transformationsalgorithmen

In Teil 1–3 wurden die Grundlagen derobjektorien-
tierten Modellierungphysikalischer Systeme skizziert
und an einfachen Systemen dargestellt, wie diese Tech-
nik praktisch eingesetzt werden kann. Im vorliegenden
Kapitel werden nun die wesentlichenAlgorithmener-
läutert, mit denen ein objektorientiertes Modell in eine
effizient auswertbare Form, wie die Zustandsform,au-
tomatischtransformiert werden kann.

4.1 Ziel der Transformation
Im ersten Schritt der Transformation wird ein Ob-

jektdiagramm, bzw. das in einer Modellierungssprache
wie Modelica beschriebene System, in ein differential-
algebraisches Gleichungssystem (abgekürzt DAE, für
„Differential Algebraic Equation system“) umgewan-
delt. Hierzu werden dielokalen GleichungenallerKom-
ponenten, sowie die Gleichungen allerVerbindungenzu
einem Gleichungssystem zusammengefaßt. Dies wurde
in Teil 1 an einem einfachen Beispiel gezeigt. Die auftre-
tenden Variablen werden folgendermaßen katalogisiert
und zu Vektoren zusammengefaßt:

p Parameter Als parameter deklariert.
u(t) Eingang Auf oberster Modellebene

als input deklariert.
x(t) Zustand Tritt differenziert auf.
y(t) AlgebraischAlle anderen Variablen.

Damit wird das Gesamtmodell in die DAE

0= f (ẋ;x;y;u;p; t);
�

∂f
∂ẋ

...
∂f
∂y

�
regulär (4.1)

überführt, wobeivorerst die Annahme getroffen wird,
daß die Jacobimatrix bezüglichẋ undy regulär ist. Auf
Grund des Satzes über implizite Funktionen ist dies
eine notwendigeund hinreichendeBedingung, um die
DAE (4.1) durch reinalgebraischeUmformungen, ohne
Differentation oder Integration, zumindest numerisch in
die Zustandsform

ẋ = f1(x;u;p; t) (4.2a)
y = f2(x;u;p; t) (4.2b)

transformieren zu können. Wie Systeme behandelt wer-
den, bei denen die Jacobi-Matrixsingulär ist, wird im
nächsten Artikel erläutert.

Eine rein numerische Lösung der DAE (4.1), die ja
einfach alle Gleichungen des objektorientierten Modells

in einer unstrukturierten Form enthält, ist für eine große
Klasse von Systemen selbst bei Einsatz guter „Sparse-
Matrix“ Verfahrenuneffizient. Deswegen ist es in einem
Folgeschritt das Ziel, die DAE (4.1) in die folgendesor-
tierte DAEumzuwandeln:"

0
ẋe

ye

#
=

2
4 f r (ẋi ; x;yi ; u; p; t)

f x (ẋi ; x;yi ; u; p; t)
f y (ẋi ; x;yi ; u; p; t)

3
5 (4.3)

Das heißt, die DAE soll in einenimplizit und in einenex-
plizit lösbaren Teil umgeformt werden. Hierbei werden
die Vektorenx und y entsprechend dieser Aufspaltung
mit Hilfe der PermutationsmatrizenPx;Py in einen im-
pliziten (Index = i) und in einen expliziten (Index = e)
Teilvektor umgeordnet:�

xi

xe

�
= Pxx;

�
yi

ye

�
= Pyy (4.4)

Für eine numerische Lösung von (4.3) mit Standard-
Integrationsverfahren können nunalle explizit auflösba-
ren algebraischen Variablenye vor dem Integrator „ver-
steckt“ werden, da diese Variablen aus den anderen Va-
riablen explizit berechnet werden. Aus Sicht des Inte-
grators hat sich damit die Systemordnung erniedrigt.
Bei der objektorientierten Modellierung gibt es vie-
le algebraische Variablen, da z.B. in der Regel alle
Schnittstellen-Variablen rein algebraisch sind, so daß die
Ordnungsreduktion oft beträchtlich ist.

Weiterhin könnenkonsistenteAnfangsbedingungen
durch Vorgabe vonx(t0) und Vorgabe von Schätzwer-
ten für ẋi(t0);yi(t0) berechnet werden, da nur das nicht-
lineare Gleichungssystemf r(::) nachẋi(t0);yi(t0) gelöst
werden muß und die anderen Anfangswerteẋe(t0);ye(t0)
explizit ausf x(::); f y(::) berechnet werden können.

Die sortierte DAE (4.3) kann auch mit einem Integra-
tor für Zustandssysteme (4.2a), z.B. einem Runge-Kutta
Verfahren, gelöst werden. Dann muß eine Funktion zur
Verfügung gestellt wird, mit der die Ableitung des Zu-
standsvektorṡx, bei gegebenem Zustandx, berechnet
wird. In dieser Funktion werden die impliziten Variablen
ẋi;yi durchnumerischesLösen von0= f r (::) bestimmt.
Mit ẋe = f x (::) werden dann die restlichen Zustandsab-
leitungen berechnet. Wenn das implizite Teilsystem li-
near in den Unbekannten ist, muß nur ein lineares Glei-
chungssystem gelöst werden. Dies ist unproblematisch.
Das Modell kann dann auch fürEchtzeit-Simulationen
eingesetzt werden, da die Rechenzeit für einen Funkti-

at – Automatisierungstechnik 48 (2000) 0c
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onsaufruf immer gleich ist und z.B. ein Euler-Verfahren
zur Lösung verwendet werden kann.

Die DAE (4.1) wird mittels einersymbolischenTrans-
formation in die sortierte DAE (4.3) umgeformt. Ist
der implizite Teil in (4.3) immer noch „groß“ (z.B.
dim(f r) > 100) sollten auf jeden Fall zur weiteren
Lösungnumerische„Sparse-Matrix“ Verfahren einge-
setzt werden, siehe z.B. [28]. Die vorstehenden Überle-
gungen können folgendermaßen zusammengefaßt wer-
den:

Ein Objektdiagramm wird in ein nichtlineares Glei-
chungssystem der Form

0= f (z;x;u;p; t); mit z=
�

ẋ
y

�
(4.5)

überführt. Ziel ist es, dieses Gleichungssystem durch al-
gebraische, symbolische Umformungen möglichst expli-
zit nach den Unbekanntenz aufzulösen.

4.2 BLT-Transformation
Der wichtigste Algorithmus zur Lösung dieser Aufga-

benstellung ist dieBlock-Lower-TriangularTransforma-
tion (abgekürzt: BLT-Transformation). Hier wird durch
Permutation der Gleichungen und Permutation der Un-
bekannten versucht (4.5) in einerekursiv auflösbare
Form zu transformieren, siehe z.B. [30, 28, 33]. Die
Grundidee wird an dem folgenden Beispiel mit 5 Glei-
chungen in den 5 Unbekanntenz1; : : : ;z5 erläutert:

f1 (z3;z4) = 0
f2 (z2) = 0
f3 (z2;z3;z5) = 0
f4 (z1;z2) = 0
f5 (z1;z3;z5) = 0

z1 z2 z3 z4 z5

S1 =

2
6664

0 0 1 1 0
0 1 0 0 0
0 1 1 0 1
1 1 0 0 0
1 0 1 0 1

3
7775

Die Gleichungsstruktur wird durch die Inzidenzmatrix
S1 wiedergegeben, die anzeigt, ob diek-te Variable (= k-
te Spalte) in deri-ten Gleichung (= i-te Zeile) auftritt
oder nicht. Durch Permutation der Gleichungen und Va-
riablen, bzw. durch Permutation von Zeilen und Spalten
von S1, kann dieses Gleichungssystem auf BLT-Form
transformiert werden:

f2 (z2) = 0
f4 (z1;z2) = 0
f3 (z2;z3;z5) = 0
f5 (z1;z3;z5) = 0
f1 (z3;z4) = 0

z2 z1 z3 z5 z4

S2 =

2
6664

1 0 0 0 0
1 1 0 0 0
1 0 1 1 0
0 1 1 1 0
0 0 1 0 1

3
7775

Auf Grund der unteren Block-Dreiecksform vonS2
können die Funktionen rekursiv nach den unterstriche-
nen Variablen gelöst werden, die den Diagonalelemen-
ten vonS2 entsprechen. Damit wird zuerstz2 aus f2 und
z1 aus f4 berechnet.f3; f5 müssen simultan nachz3;z5
aufgelöst werden. Schließlich wirdz4 aus f1 berechnet.
Wenn die aufzulösenden Variablenlinear in den jeweili-
gen Gleichungen auftreten (z.B.z1 linear in f4), können
diese Gleichungenexplizit gelöst werden, so daßf3; f5
den impliziten undf2; f4; f1 den expliziten Teil von (4.3)
bilden.

Block-Dreiecksformen mitminimalenDimensionen
der Diagonalblöcke werden alsBLT-Form bezeich-
net. D.h. es istnicht möglich durch Permutationen
von Variablen und Gleichungen auf algebraische
Gleichungssysteme geringerer Dimension zu trans-
formieren. Die BLT-Form kann mit einem effizienten
Algorithmus der OrdnungO(nm) berechnet werden,
wobei n die Zahl der Gleichungen undm die Zahl
der „Einsen“ in der Inzidenzmatrix ist, siehe z.B.
[28]. In vielen praktischen Fällen ist der Algorithmus
O(n), d.h. linear in der Zahl der Gleichungen, und
kann auf einem PC in wenigen Sekunden Systeme mit
n = 10000:::50000 transformieren. Im folgenden wird
dieser Algorithmus näher erläutert.

Das Zuordnungsproblem
In einemerstenSchritt wird ermittelt, nach welcher

Variablen eine Gleichung aufgelöst werden muß (z.B.f1
nachz4 im obigen Beispiel). Dies kann als Zuordnungs-
problem angesehen werden, welches mit dem folgenden
rekursiven Algorithmus (nach [34]) gelöst wird:

Algorithmus 4.1 (Zuordnungsproblem)

assign(j) := 0, j=1,2,..,n
for <alle Gleichungen i=1,2,..,n>

vMark(j) := false , j=1,2,..,n;
eMark(j) := false , j=1,2,..,n;
if not pathFound(i), "singulär";

end for

Es werden drei globale Felder benutzt:assign( j) = i
gibt an, daß Gleichungi nach der Variablenj aufzu-
lösen ist. Wenni = 0, wurde für Variablej noch kei-
ne zugeordnete Gleichung ermittelt. Die Bool’schen Fel-
dervMark undeMark werden benutzt, um zu markie-
ren, welche Variablen (vMark) und welche Gleichungen
(eMark) schon untersucht wurden. Die Zuordnung für
eineGleichung wird mit der zentralen Hilfsfunktionpa-
thFound ermittelt:

Algorithmus 4.2 (Zuordnung einer Gleichung)

function success = pathFound(i)
eMark(i) = true ;
if <assign(j)=0 für eine Variable j

von Gleichung i> then
success := true ;
assign(j) := i;

else
success := false ;
for <jede Variable j von Gleichung i

mit vMark(j) = false >
vMark(j) := true ;
success := pathFound( assign(j) );
if success then

assign(j) := i;
return

end if
end for

end if
end

Wenn z.B. die ersten 4 Gleichungen des Beispiels
schon untersucht wurden, gibt es die folgenden Zuord-
nungen auf der linken Seite von (4.6) (durch[ ] gekenn-
zeichnet):
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f2   z2 f3   z5 f4   z1
f5   z3

Schleife

f1   z4

Bild 11: Gerichteter Graph des Beispiels.

f1 ([z3];z4) = 0
f2 ([z2]) = 0
f3 (z2;z3; [z5]) = 0
f4 ([z1];z2) = 0
f5 (z1;z3;z5) = 0

)

f1 (z3; [z4]) = 0
f2 ([z2]) = 0
f3 (z2;z3; [z5]) = 0
f4 ([z1];z2) = 0
f5 (z1; [z3];z5) = 0

(4.6)

Jetzt soll die Zuordnung der verbleibenden Gleichungf5
bestimmt werden. Alle Variablen vonf5 haben schon ei-
ne Zuordnung, so daß der ersteif -Zweig von der Funk-
tion pathFound fehlschlägt. Imelse -Zweig wird jetzt
versucht, die bisher gefundene Zuordnung so zu ändern,
daß eine der Variablen vonf5 ihre Zuordnung verliert:
Die erste Variablez1 von f5 ist f4 zugeordnet. Der Ver-
suchz2 als Zuordnung beif4 zu benutzen schlägt fehl,
da f2 nur die Zuordnungz2 zuläßt. Die zweite Variable
z3 von f5 ist f1 zugeordnet. Hier kann stattz3 auchz4
als Zuordnung benutzt werden, so daßz3 als Zuordnung
von f5 benutzt werden kann. Als Resultat erhält man die
rechte Seite von (4.6).

Wenn die FunktionpathFound auf oberster Ebene
(in Algorithmus 4.1) als Rückgabewertfalse liefert,
gibt es keine Zuordnung zu Gleichungi, und die
durch eMark markierten Gleichungen sindstrukturell
singulär (Beweis siehe [34], S. 217). D.h. gleichgültig
wie die markierten Funktionen aufgebaut sind, bilden
diese ein Gleichungssystem, welches keinen vollen
Zeilenrang besitzt, so daß die Voraussetzung (4.1)
verletzt ist und die DAE durch algebraische Umformun-
gen nicht in Zustandsform transformiert werden kann.
Durch Ausgabe der markierten Gleichungen kann dem
Anwender mitgeteilt werden, welche Modellteile zu der
Singularität führen.

Schleifen eines gerichteten Graphen
Nachdem nunjeder Gleichung eindeutigeineVaria-

ble zugeordnet ist, kann das Gleichungssystem alsge-
richteterGraph dargestellt werden. Hierbei repräsentiert
jeder Knoten des Graphen eine Gleichungfi mit der zu-
geordneten Variablenzj wobei i = assign( j), d.h. die
Variable zj wird an diesem Knoten mittels der Glei-
chung fi berechnet. Eine Kante (zj ! zk) gibt an, daß
die Variablezk von der Gleichungfi benötigt wird, um
die Variablezj zu berechnen, siehe Bild 11, welches den
Graph zu der Zuordnung (4.6) darstellt. Die Aufgabe be-
steht jetzt darin, dieSchleifen(= „strong components“)
des so konstruierten gerichteten Graphen zu ermitteln.
Diese entsprechen den algebraischen Gleichungssyste-
men minimaler Dimension, bzw. den Diagonalblöcken
der BLT-Form, da die Variablen in den Knoten einer
Schleife nicht rekursiv berechnet werden können, son-
dern voneinander abhängen. Diese Aufgabe wird am ef-
fizientesten mit dem Algorithmus von Tarjan [35] ge-

löst. Nachdem die Schleifen identifiziert sind, liegt ein
azyklischer Graph vor (mit den Schleifen als „Superkno-
ten“), der rekursiv ausgewertet werden kann. Damit ist
die Auswertungs-Reihenfolge der Gleichungen festge-
legt und die BLT-Form bestimmt.

4.3 Tearing
Durch die Transformation auf BLT-Form werden die

algebraischen Schleifen minimaler Dimension effizient
ermittelt. Für viele physikalische Systeme sind diese
Schleifen jedoch immer noch unnötig groß. Die Dimen-
sion der Schleifen kann durch intelligenteVariablen-
Substitutionweiter verringert werden. Diese Verfahrens-
art ist unter unterschiedlichen Namen in vielen Fach-
gebieten bekannt und wurde wohl zum ersten Mal von
Kron [32] dargestellt. Das Verfahren wird hier alsTea-
ring bezeichnet. Es gibt viele Varianten. Die einfache
Grundidee wird an einem Beispiel erläutert:

z1 = f1(z5)

z2 = f2(z1)

z3 = f3(z1;z2)

z4 = f4(z2;z3)

z5 = f5(z4;z1)

Dieses Gleichungssystem kann durch BLT-
Transformation nicht in kleinere, voneinander un-
abhängige Gleichungssysteme aufgespalten werden.
D.h. das Ausgangssystem ist schon in der BLT-Form.
Wenn jedochz1 an allen Stellen durchf1, z2 durch f2,
z3 durch f3 und z4 durch f4 ersetzt wird, kann auf ein
System mit einer Gleichung in der Unbekanntenz5
transformiert werden:

z5 = f5( f4( f2( f1(z5)); f3(: : :)); f1(z5))

z1 := f1(z5)

z2 := f2(z1)

z3 := f3(z1;z2)

z4 := f4(z2;z3)

Die Variablez5 wird aus der ersten Gleichung bestimmt
und danach die restlichen Variablen durch eine einfa-
che Vorwärtsrekursion. Diesedirekte Vorgehensweise
hat den entscheidenden Nachteil, daß z.B. die Funktio-
nen f1 5-Mal und f2 3-Mal ausgewertet werden. Das
Tearing Verfahren führt zu einer effizienteren Lösung,
in dem die Residuen-Gleichung 0= f̄5(z5) rekursiv be-
rechnet wird (man beachte, daßz5 Eingangsargument
der Funktionf̄5 ist und damit eine bekannte Größe):

z1 := f1(z5)

z2 := f2(z1)

z3 := f3(z1;z2)

z4 := f4(z2;z3)

f̄5 := f5(z4;z1)�z5

Auf diese Weise wird auch auf ein Gleichungssystem
mit einer Gleichung in der Unbekanntenz5 transfor-
miert, jedoch wird jede Funktionfi nur einmalausge-
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wertet. Wennf̄5 linear vonz5 abhängt, kann auf einli-
nearesSystem transformiert werden.

Eine Schwierigkeit besteht jetzt darin, die Residuen-
Gleichungen (hier:f5) und die Tearing-Variablen (hier:
z5) so zu bestimmen, daß die Dimension des Zielsy-
stems möglichst klein wird. In [27] wird gezeigt, daß
diese Aufgabe zu einem nicht-polynomialen Algorith-
mus führt, im wesentlichen also nur durch Ausprobieren
aller Varianten ermittelt werden kann. Dies ist auf Grund
der exponentiell anwachsenden Zahl von Möglichkei-
ten nicht praktikabel. Deswegen gibt es nur heuristische
Vefahren. Weiterhin müssen die Residuen-Gleichungen
und Tearing-Variablen so bestimmt werden, daß sich der
numerischeRang des Systems nicht ändert, siehe das
folgende Beispiel:

z1 = sin(ωt)
z1 �z2 = sin(z3)

0 = z2
2�z3

Durch BLT-Transformation wird festgestellt, daß mit der
ersten Gleichung zuerstz1 berechnet wird und daßz2;z3
simultan aus den letzten beiden Gleichungen berechnet
werden müssen. Mittels des Tearing-Verfahrens könn-
te man die 2. Gleichung nachz2 auflösen und in die
dritte Gleichung einsetzen, also das Gleichungssystem
0= f̄3(z3) lösen mit:

z2 := sin(z3)=z1

f̄3 := z2
2�z3

Während der Simulation kann jedochz1 verschwin-
den, wobei dann durch Null dividiert wird Um sol-
che Fälle auszuschließen führen die üblichen Tearing-
Algorithmen zur Sicherstellung der Regularität eine Pi-
votisierung durch, siehe z.B. [28, 33]. Dann ist es aber
nicht mehr möglich die Tearing-Transformationein-
mal im voraus symbolisch durchzuführen, sondern diese
muß beijederModellauswertung in der Simulation neu
bestimmt werden.

In [31] wird zum ersten Mal gezeigt, wie das Tearing-
Verfahren in der objektorientierten Modellierung für ei-
ne symbolischeTransformation unter bestimmten Vor-
aussetzungen eingesetzt werden kann. In [27] wird die
Eigenschaft ausgenutzt, daß in der objektorientierten
Modellierung dieDetailsder Gleichungen bekannt sind.
Dann kann durch eine geeignete Kandidatenauswahlga-
rantiert werden, daß die Transformationimmer regulär
ist. Hierbei werden zur Substitution nur solche Variablen
ausgewählt, die linear in einer Gleichung auftreten, wo-
bei der Vorfaktor eine nicht-verschwindende Konstante
ist. Im obigen Beispiel würde deswegen nurz3 in Glei-
chung 3 als Kandidat für eine Tearing-Variable in Frage
kommen, so daß auf das Gleichungssystem 0= f̄2(z2)
mit:

z3 := z2
2

f̄2 := z1 �z2�sin(z3)

transformiert wird, welches denselben numerischen
Rang wie das Ausgangssystem hat. Diese Vorgehens-
weise hat den entscheidenden Vorteil, daß die Trans-

formation im voraus erfolgen kann und der Suchprozeß
zum Auffinden von Tearing-Variablen und Residuen-
Gleichungen nicht in jedem Integrationsschritt wieder-
holt werden muß. Basierend auf dieser Grundidee, wird
in [27] ein einfaches heuristisches Verfahren angege-
ben, wie Tearing-Variablen und Residuen-Gleichungen
bestimmt werden können. Dieses Verfahren wurde von
H. Elmqvist und M. Otter für das objektorientierte Mo-
dellierungssystem Dymola [29], Version 3.1, weiter ver-
bessert. Die Effektivität kann an folgendem Beispiel
demonstriert werden: Eine Kette von 30 Körpern, die
durch je um 90o versetzte Drehgelenke miteinander ver-
bunden sind, führt bei einer Modellierung als Objektdia-
gramm auf eine DAE mit ca. 3600 Gleichungen. Durch
BLT-Transformation wird eine rekursiv auflösbare Glei-
chungsstruktur ermittelt, die eine lineare algebraische
Schleife mit 1200 Gleichungen enthält. Diese Schleife
wird mit dem skizzierten Tearing-Algorithmus auf die
von der Mechanik her bekannte Minimal-Dimension 30
reduziert. Die komplette Transformation benötigt auf ei-
nem 200 MHz PC rund 2 Sekunden.

4.4 Zusammenfassung
Ein Objektdiagramm kann sehr einfach in eine

DAE überführt werden. Diese kann durch BLT-Trans-
formation und Tearing in eine sortierte DAE trans-
formiert werden, in der möglichst viele Zustands-
ableitungen und algebraische Variable explizit berechen-
bar sind. Die sortierte DAE kann dann mit Standard-
Integrationsverfahren, eventuell unter Verwendung von
numerischen Sparse-Matrix Methoden, gelöst werden.
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5 Singuläre Systeme

5.1 Einführung
In Kapitel 1-4 wurden die Grundlagen derobjekt-

orientierten Modellierungphysikalischer Systeme skiz-
ziert und insbesondere gezeigt, wie ein Objekdiagramm
in eine DAE1 der Form

0= f (ẋ;x;y; t) (5.1)

abgebildet wird. Hierbei sindx(t) Variablen, deren er-
ste Ableitungeṅx in den Modellgleichungen auftreten,
und y(t) sind rein algebraische Größen. Weiterhin wur-
den Algorithmen erläutert um die Ausgangs-DAE (5.1)
in die effizienter auswertbare Zustandsform�

ẋ
y

�
= f1 (x; t) (5.2)

oder in diesortierteDAE-Form (siehe Teil 4) zu trans-
formieren. Dies ist genau dann möglich, wenn die
Jacobi-Matrix von (5.1) bezüglicḣx(t) und y(t) zu je-
dem Zeitpunktt regulär ist. Diese in den früheren Kapi-
teln verwendete Voraussetzung wird jetzt fallengelassen.
D.h. jetzt werden Systeme (5.1) untersucht, bei denen
diese Jacobi-Matrixsingulär ist:���� ∂f

∂ẋ
...

∂f
∂y

���� = 0 (5.3)

1 DAE steht für Differential-Algebraic Equations.

z z z z zz

1 1

1  Z u s t a n d  ( n i c h t  2 )

2  Z u s t ä n d e  ( n i c h t  4 )

2 2 2 21

4  Z u s t ä n d e  ( n i c h t  5 )

6

2  Z u s t ä n d e  ( n i c h t  6 )

0

Bild 12: Beispiele für singuläre Systeme.

Im folgenden werden DAEs (5.1) mit der Eigenschaft
(5.3) alssinguläre Systemebezeichnet.

Die Eigenschaft (5.3) bedeutet anschaulich, daß
die beschreibenden Variablenx voneinander abhängig
sind2. Damit kann eine singuläre DAE zwar nicht in die
Zustandsform (5.2) transformiert werden, jedoch ist eine
Transformation in die Zustandsform (5.4)" ẋs

xd

y

#
= f2 (xs; t) mit x = P

�
xs

xd

�
(5.4)

(zumindest lokal numerisch) möglich, wobei der Zu-
standsvektorxs aus den Elementen des ”unabhängi-
gen“ Teils vonx besteht,xd die restlichen Elemente
von x enthält, undP die zugeordnete Permutationsma-
trix ist. Der Vektorxd wird im folgenden als Dummy-
Zustandsvektor bezeichnet. Man beachte, daßẋd in (5.4)
nicht mehr auftritt, sondern eliminiert wurde. Im allge-
meinen können Zuständexs nur für einen bestimmten
Zeitbereich verwendet werden, so daß während einer
Simulation eventuell zwischen unterschiedlichen Zu-
standsvektoren zu schalten ist.

In Bild 12 sind Beispiele für singuläre Systeme ange-
geben, wobei angenommen wird, daß jede Komponen-
te durch einlokalesObjekt beschrieben wird. Im lin-
ken unteren Teil von Bild 12 gibt es einen elektrischen
Schaltkreis, bei dem 2 Kapazitäten parallel geschaltet
sind. Jede Kapazität besitzt den Spannungsabfall über

2 Bei singulären DAEs können auch die algebraischen Variableny
untereinander, sowie vonx, abhängig sein, d.h. es gibt redundante
oder sich widersprechende Gleichungen. Dann besitzt ein Anfangs-
wertproblem der DAE aber keineeindeutigeLösung mehr, so daß
dieser Sonderfall (vorerst) nicht weiter betrachtet wird.
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die beiden Klemmen als (lokale) Zustandsgröße (siehe
auch Teil 1). Da die anderen Elemente keine Zustände
besitzen, sollte auf eine Zustandsform mit 2 Zuständen
transformiert werden können. Auf Grund der Parallel-
schaltung sind die Spannungsabfälle der beiden Kapazi-
täten jedoch gleich, so daß der Schaltkreis in Wirklich-
keit nur 1 Zustand besitzt.

Im oberen Teil von Bild 12 gibt es zwei Antriebs-
stränge wobei im linken Teil die beiden trägheitsbehaf-
teten Wellen durch ein ideales Getriebe und im rechten
Teil durch einen einfachen Dämpfer verbunden sind. Je-
de Welle hat mit dem Drehwinkel und der Winkelge-
schwindigkeit 2 Zustände. Der Dämpfer besitzt die Re-
lativdrehzahl als Zustand (siehe Tabelle 9). Demnach
sollte der linke Antriebsstrang 4 und der rechte 5 Zu-
stände besitzen. Auf Grund der Verschaltungsart besitzt
der linke Antriebsstrang jedoch nur 2 und der rechte nur
4 Zustände.

Schließlich wird im unteren rechten Teil von Bild 12
ein Einfachpendel gezeigt. Wird das Pendel durch ein
ebenes Starrkörpermodell beschrieben, hat die Pendel-
stange 6 Zustände (2 Translationen und 1 Rotation je auf
Positions- und Geschwindigkeitsebene) und das ideale
Drehgelenk keinen Zustand. Das Gesamtsystem hat je-
doch nur 2 und nicht 6 Zustände, da das Drehgelenk die
Freiheitsgrade der Stange einschränkt.

Alle Beispiele von Bild 12 führen auf eine singu-
läre Jacobi-Matrix (5.3). Bei der objektorientierten Mo-
dellierung tritt dieses Phänomen recht häufig auf, da
jede Komponente durch lokale Gleichungen beschrie-
ben wird und durch das Zusammenschalten der Kom-
ponenten leicht Zwangsbedingungen zwischen denlo-
kalenZuständen der Objekte entstehen können. Ein ob-
jektorientiertes Modellierungssystem sollte solche Mo-
delle deswegen automatischeffizientabhandeln können.

Die Behandlung von singulären Systemen ist ein ak-
tueller Gegenstand der Forschung. Ein allgemein akzep-
tierter Standardzugang zeichnet sich noch nicht ab. Ins-
besondere gibt es kein Verfahren um das Anfangswert-
problem einerbeliebigenDAE zu lösen. Im vorliegen-
den Teil 5 und im Teil 6 dieser Serie wird die auf dem
Pantelides Algorithmus [46] basierende Dummy Deriva-
tive Methode [38, 43] beschrieben. Hierbei werden sin-
guläre Systeme durch Differentation von Gleichungen
der DAE so aufbereitet, daß auf die Zustandsform (5.4)
transformiert werden kann. Mit der Dummy Derivative
Methode kann die zur Zeit wohl größte Klasse von sin-
gulären DAEs behandelt werden und das nicht-triviale
Problem der Bestimmung vonkonsistentenAnfangsbe-
dingungen3, zumindest im Prinzip, gelöst werden. Das
Verfahren wird in unterschiedlichen Varianten z.B. in
den Programmen ABACUSS [36], Dymola [39] und
Omola [45] eingesetzt.

Alternativen sind diedirektennumerischen Lösungs-
verfahren, siehe z.B. [37, 40], bei denen die DAE (5.1)
durch unmittelbares Anwenden numerischer Integrati-
onsverfahren gelöst wird. Diese Methoden haben sich
z.B. bei der Lösung von großen elektronischen Schalt-
kreisen bewährt. Für ein allgemeines objektorientiertes

3 Dieser Punkt wird in Kapitel 5.4 erläutert.

Drehträgheit

ϕ 1 ϕ 2

z
τ 1 τ 2

ϕ1 = ϕ2
ϕ̇1 = ω1

J � ω̇1 = τ1+ τ2

Ideales Getriebe
ϕ 1

τ 1

ϕ 2

τ 2
z

ϕ1 = i �ϕ2
0 = i � τ1+ τ2

Elastizität

ϕ
1

τ
1

ϕ
2

τ
2z

0 = τ1+ τ2
τ2 = c� (ϕ2�ϕ1)

Dämpfung

ϕ
1

τ
1

ϕ
2

τ
2z

0 = τ1+ τ2
∆ϕ = ϕ2�ϕ1
τ2 = d �∆ϕ̇

Tabelle 9: Objektgleichungen 1D mechanischer Komponenten.

Modellierungssystem scheinen direkte Verfahren jedoch
weniger gut geeignet zu sein, da (a) nur spezielle Klas-
sen von singulären DAEs behandelt werden können4,
(b) vorausgesetzt wird, daßkonsistenteAnfangsbedin-
gungen für (5.1) vorliegen, was im allgemeinen nicht
der Fall ist, und (c) direkte Verfahren auf Grund der
iterativen Lösungsstrategie für Echtzeit-Anwendungen
schwierig einzusetzen sind.

5.2 Der Index einer DAE
Zur Charakterisierung von DAEs beim Einsatz von

direkten numerischenLösungsverfahren ist derIndex
einer DAE gebräuchlich. Für nichtlineare DAEs (5.1)
gibt es eine ganze Reiheunterschiedlicher Index-
Definitionen, insbesondere:
� Der differentielle Index, siehe z.B. [37], gibt an, wie

oft die DAE (5.1) differenziert werden muß, um auf�
ẋ
ẏ

�
= f3 (x;y; t) (5.5)

transformieren zu können. Eine DAE hat den diffe-
rentiellen Indexj, wenn j-mal zu differenzieren ist.

� Beim Störungsindex, siehe z.B. [40], wird die Diffe-
renz zwischen der exakten Lösung von (5.1) und der
exakten Lösung der leicht gestörten DAE

ε(t) = f ( ˙̂x; x̂; ŷ; t) (5.6)
herangezogen, um näherungsweise durchε(t) Fehler
in der approximierten, numerischen Lösung zu be-
schreiben. Wenn diese Differenz eine Funktion der j-
ten Ableitung vonε(t), d.h. vond jε=dt j , ist, hat die
DAE den Störungsindexj +1.

� Beim Traktabilitäts Index, siehe z.B. [42, 44], wird
die Index-Definition für lineare DAEs mit konstanten
Koeffizienten auf die um den aktuellen Zeitpunkt li-
nearisierte DAE angewandt.

Abgesehen von bestimmten Klassen von DAEs, wie z.B.
linearen DAEs mit konstanten Koeffizienten, führen die-
se Index-Definitionen im allgemeinen zu unterschiedli-
chen Ergebnissen. Eine Charakterisierung der Form ”mit

4 Zum Beispiel haben die meisten direkten Verfahren Schwierig-
keiten Systeme wie den Antriebsstrang im linken oberen Teil und
das Pendel im rechten unteren Teil von Bild 12 zu lösen, wenn eine
objektorientierte Modellierung verwendet wird.
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dem Integrator XYZ können DAEs bis zum Index 2 ge-
löst werden“, ist deswegen nur bedingt aussagekräftig,
da (a) nicht klar ist auf welche Index-Definition sich die-
se Formulierung bezieht, (b) es für einen Anwender in
der Regel nicht-trivial ist den Index einer vorliegenden
DAE zu ermitteln und (c) der Integrator in der Regel
nicht in der Lage ist festzustellen, ob eine DAE in die
lösbare Problemklasse fällt.

Es gibt keinen einfachen Zusammenhang zwischen
dem Index einer DAE und einer singulären Jacobi-
Matrix (5.3). Zum Beispiel haben die Gleichungen (5.7)
und (5.8) jeweils einen differentiellen Index, Störungs-
index und Traktabilitäts Index von eins.

ẋ1+ ẋ2 = �x1 (5:7a) ẋ+y = �x (5:8a)
x2 = 0 (5:7b) y = 0 (5:8b)

Das System (5.8) hat jedoch eine reguläre Jacobi-
Matrix, kann also mit den Methoden von Teil 4 be-
handelt werden, während das System (5.7) singulär ist.
Zusammengefaßt kann festgehalten werden, daß die
Jacobi-Matrix (5.3) die Aussage erteilt, ob eine DAE in
die Zustandsform mitx als Zustandsvektor transformiert
werden kann, und daß der Index die Schwierigkeiten ei-
nernumerischenLösung charakterisiert.

5.3 Ein einführendes Beispiel
Die Dummy Derivative Methode soll zuerst an ei-

nem einfachen Beispiel demonstriert werden. Hierzu
wird eine kleine Bibliothek für 1D rotatorische, me-
chanische Komponenten erstellt, siehe Tabelle 9. Als
Schnittstellenvariablen werden, wie in Kapitel 3 er-
läutert, der Drehwinkelϕ und das Zwangsmomentτ an
der Schnittstelle bezüglich des lokalen Schnittstellen-
Koordinatensystems verwendet. Diese Bibliothek wird
zur Modellierung des Antriebsstrangs von Bild 13, be-
stehend aus Antriebsmomentu, Welle W1, GetriebeG,
Welle W2, ElastizitätF und WelleW3benutzt. Wie in
Kapitel 1 gezeigt, erstellt ein objektorientiertes Model-
lierungssystem aus dem Objektdiagramm von Bild 13
unter zuhilfenahme der Bibliothek von Tabelle 9 zuerst
das folgende Gesamtgleichungssystem:

ϕ̇1 = ω1 (5.9a)
W1

J1 � ω̇1 = u� τ1 (5.9b)
ϕ1 = i �ϕ2 (5.9c)

G
0 = i � τ1� τ2 (5.9d)

ϕ̇2 = ω2 (5.9e)
W2

J2 � ω̇2 = τ2� τ3 (5.9f )
F τ3 = �c � (ϕ3�ϕ2) (5.9g)

ϕ̇3 = ω3 (5.9h)
W3

J3 � ω̇3 = τ3 (5.9i)

Aus Gründen der Übersichtlichkeit sind in dem Glei-
chungssystem alle Variablen durchnummeriert (z.B.ϕ3
statt W3.ϕ1) und die trivialen Verbindungsgleichungen
sind schon substituiert. Die Gleichungen (5.9) bilden ei-
ne DAE (5.1) mitx1 = [ϕ1 ω1 ϕ2 ω2 ϕ3 ω3]

T und y1 =
[τ1 τ2 τ3]

T . Wie in Kapitel 4 erläutert, kann die Transfor-
mation in die Zustandsform (5.2) durchgeführt werden,
in dem beibekanntangenommenem Zustandsvektorx1,

z z z

ϕ 1τ =u ( t )
ϕ 2

z z

ϕ 3W 1 W 2 W 3

G

F

Bild 13: Objektdiagramm eines Antriebsstrangs.

aus den 9 Gleichungen (5.9) die 9 Unbekanntenẋ1;y1
ermittelt werden (genau das ist die Aussage von (5.2)).

Anschaulich ist klar, daß das nicht möglich ist, da die
Kopplung der WellenW1und W2über das ideale Ge-
triebeGdie Zahl der Freiheitsgrade reduziert, und damit
die (lokalen) Zustände der beiden Wellen voneinander
abhängig sind. Mathematisch kann dies daran gesehen
werden, daß Gleichung (5.9c) keine der Unbekannten
ẋ;y enthält, sondern eine algebraische Beziehung zwi-
schen den als bekannt angenommenen Zustandsgrößen
ϕ1 und ϕ2 darstellt. Solche Gleichungen werden auch
alsZwangsgleichungenbezeichnet. Damit ist die Jacobi-
Matrix (5.3) singulär und die DAE (5.9) kann nicht in
eine äquivalente Zustandsform mitx1 als Zustandsvek-
tor transformiert werden.

Aus (5.9c) folgt, daß die beiden Größenϕ1 und ϕ2
voneinander abhängig sind, und damit nur eine der bei-
den Variablen ein Zustand sein kann. Willkürlich wird
angenommen, daßϕ1 eine (neue)Unbekannteund kein
Zustand mehr ist und aus (5.9c) berechnet wird. Dann ist
auchϕ̇1 keine Ableitung eines Zustands mehr, sondern
nur noch eine algebraische Größe (= Dummy Derivati-
ve), die zur Verdeutlichung nicht mehr mit einem Punkt,
sondern mit einem Apostroph,ϕ0

1, gekennzeichnet wird.
Da eineneueUnbekannte(= ϕ1) eingeführt worden

ist, muß gleichzeitig aucheine neueGleichunghinzu-
genommen werden. Dies ist natürlicherweise die Ablei-
tung von (5.9c), d.h.

ϕ0

1 = i � ϕ̇2 (5.9c0)
Die so konstruierte DAE besitzt 10 Gleichungen mit 10
Unbekannten. Die Jacobi-Matrix ist jedoch immer noch
singulär, da

ϕ0

1 = ω1 (5.9a)
ϕ̇2 = ω2 (5.9e)
ϕ0

1 = i � ϕ̇2 (5.9c0)

3 Gleichungen in den 2 Unbekanntenϕ0

1 und ϕ̇2 ist. Es
besteht also auch eine algebraische Beziehung zwischen
den als bekannt angenommenen Zustandsgrößenω1;ω2,
da diese auch in den 3 Gleichungen auftreten. Wird fest-
gelegt, daßω1 eineUnbekannteund kein Zustand mehr
ist, so können die 3 Gleichungen regularisiert werden, da
dannϕ0

1; ϕ̇2;ω1 aus diesen Gleichungen berechnet wer-
den können. Wie zuvor müssen die Zwangsgleichungen
differenziert werden:

ϕ00

1 = ω0

1 (5.9a0)
ϕ00

2 = ω̇2 (5.9e0)
ϕ00

1 = i �ϕ00

2 (5.9c00)
Durch das Differenzieren ergeben sich 3 neue Glei-
chungen. Daω1 kein Zustand mehr ist, und da durch
das Differenzieren die neuen Variablenϕ00

1;ϕ
00

2 auftre-
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ten, gibt es jedoch auch3 neueUnbekannte. Damit ent-
steht eine DAE mit 13 Gleichungen in 13 Unbekann-
ten. Diese DAE mit den Vektorenx2 = [ϕ2 ω2 ϕ3 ω3]

T

und y2 = [τ1 τ2 τ3 ϕ1 ϕ0

1 ϕ00

1 ϕ00

2 ω1 ω0

1]
T hat nun ei-

ne Jacobi-Matrix die bezüglicḣx2;y2 regulär ist. Durch
BLT-Transformation, Tearing (siehe Kapitel 4) und Eli-
mination trivialer Gleichungen der Forma= b wird die-
se erweiterte DAE in die Zustandsform (5.4) mitxs = x2
transformiert:

ϕ1 := i �ϕ2

ω1 := i �ω2

τ3 := �c � (ϕ3�ϕ2)

ω̇2 := (i �u� τ3)=(i
2 �J1+J2)

ω̇3 := τ3=J3

ϕ̇2 := ω2

ϕ̇3 := ω3

Man beachte, daß die Auswahl der zu differenzierenden
Gleichungen unabhängig davon ist, welche Zustände aus
x1 ausgewählt werden, da
� die Zwangsgleichungen, welche eine algebraische

Beziehung zwischen lokalen Zuständen beschreiben,
immer differenziert werden, unabhängig davon wel-
che Dummy-Zustände ausgewählt werden, und da

� die Wahl der Dummy-Zustände keine Auswirkung
auf das restliche Gleichungssystem hat, da diese mit-
tels der Zwangsgleichungen berechnet werden, also in
den übrigen Gleichungen der DAE bekannte Größen
sind, wie schon zuvor.

Damit können die Zustände bzw. Dummy-Zustände
auch erst beim Vorliegen aller zu differenzierenden Glei-
chungen ausgewählt werden. Es wird sich noch zei-
gen, daß eine solche spätere Festlegung ausnumerischen
Gründen im allgemeinen notwendig ist.

5.4 Konsistente Anfangsbedingungen
Nach Vorgabe von Anfangsbedingungenx2 = x2(t0)

hat die erweiterte DAE eine eindeutige Lösung, da
sich die DAE in Zustandsform, mitx2 als Zustands-
vektor, transformieren läßt. Wenn eine DAE (5.1) mit
einem direkten numerischenVerfahren gelöst wird,
muß die DAE auch zum Anfangszeitpunkt erfüllt sein.
Dies bedeutet, daß der Anwender Anfangsbedingungen
ẋ(t0);x(t0);y(t0) so vorgeben muß, damit

0= f (ẋ(t0);x(t0);y(t0); t0) (5.10)

Übertragen auf das obige Beispiel bedeutet dies, daß bei
einer direkten numerischen Lösung von (5.9) Anfangs-
bedingungeṅx1(t0);x1(t0);y1(t0) so vorgegeben werden
müssen, daß (5.9) zum Anfangszeitpunkt erfüllt ist. Zum
Beispiel wird (5.9) mit den Anfangsbedingungen

x1(t0) = [0 1 0 0 0 0]T

ẋ1(t0) = [1 0 0 0 0 0]T

y1(t0) = [u(t0) 0 0]T

erfüllt. Sowohl anschaulich, als auch wegen (5.9a),
(5.9e), (5.9c0), ist aber klar, daß es physikalisch un-
möglich ist, daßω1(t0) = 1 und ω2(t0) = 0 ist, d.h.
daß die Welle 1 sich bewegt während Welle 2 aus dem

Stillstand startet. Es kann also für dieseinkonsistenten
Anfangsbedingungen keine Lösung der DAE (5.9) ge-
ben. Pantelides hat in [46] gezeigt, daß die Anfangsbe-
dingungen nicht nur die Ausgangs-DAE (5.1) erfüllen
müssen, sondern auch diejenigen differenzierten Glei-
chungen von (5.1), die benötigt werden um die DAE in
eine äquivalente Zustandsform (5.4) zu transformieren.
Ist dies der Fall, wird vonkonsistentenAnfangsbedin-
gungen gesprochen.

Mit anderen Worten, auch wenn ein Verfahren be-
nutzt wird, mit dem die DAE (5.1) direkt numerisch ge-
löst wird, müssen im allgemeinen trotzdem die Zwangs-
gleichungen differenziert werden, da diese zum An-
fangszeitpunkt erfüllt sein müssen! In [41] wird ge-
zeigt, daß fürstationäreAnfangsbedingungen (= die
Zeit-Ableitungen aller Variablen verschwinden iden-
tisch zum Anfangszeitpunkt) von autonomen DAEs (=
die DAE hängt nichtexplizit von der Zeit ab) die diffe-
renzierten Zwangsgleichungenautomatisch erfülltsind.
Für diesen wichtigen Sonderfall werden differenzier-
te Zwangsgleichungen beim Einsatz von direkten Ver-
fahren deswegennicht benötigt. Problematisch wird es
jedoch auch hier, wenn unstetige oder strukturvariable
DAEs behandelt werden sollen (siehe Kapitel 6 und 7),
da dann die DAE an einer Unstetigkeit neu initialisiert
werden muß, und konsistente,nicht-stationäreAnfangs-
werte benötigt werden.
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(Fortsetzung von Kapitel 5 aus Teil 5)

5.5 Strukturell inkonsistente DAEs
In Kapitel 5.3 wurde am Beispiel eines Antriebsstran-

ges gezeigt, wie durch Differentiation gewisser Glei-
chungen des Systems und durch Auswahl von Dummy-
Zuständen eine singuläre DAE auf Zustandsform trans-
formiert werden kann. Diese Vorgehensweise versagt je-
doch z.B. bei folgendem System:

ẋ = f1(x;y1) (5.12a)
0 = f2(y2) (5.12b)
0 = f3(y2) (5.12c)

Dies ist eine DAE mit singulärer Jacobi-Matrix, da die
beiden letzten Gleichungen nur von der einen Unbe-
kannteny2 abhängen. Im Gegensatz zu Kapitel 5.3 ist
es jetzt aber nicht möglich durch Auswahl geeigneter
Dummy-Zustände eine reguläre Jacobi-Matrix zu er-
halten, da (5.12b,5.12c) nicht vonx abhängen. Damit
kann (5.12) mit der erläuterten Methodik nicht auf Zu-
standsform transformiert werden. Anschaulich ist klar,
daß dies auch generell nicht möglich ist, da die Glei-
chungen (5.12b,5.12c) entweder zueinander kompatibel
sind (dann gibt es unendlich viele Lösungen), oder zu-
einander im Widerspruch stehen (dann gibt es keine
Lösung), d.h. die DAE besitztkeine eindeutige Lösung.
Diese Eigenschaft ist unabhängig davon, wie die bei-
den Funktionenf2; f3 letztendlich aufgebaut sind. In
[51] werden solche DAEs alsstrukturell inkonsistentbe-
zeichnet.

Es stellt sich die Frage, wie DAEs mit dieser Ei-
genschaft automatisch erkannt werden können, da z.B.
durch einfache Modellierungsfehler des Anwenders sol-
che DAEs enstehen können. Hierzu werde angenom-
men, daß die DAE

0= f (ẋ;x;y; t) (5.13)

mit einem impliziten Integrationsverfahren gelöst wer-
den soll, d.h. daß ˙xi(t j) als Funktion vonxi(t j) und (be-
kannten) Werten vonxi zu früheren Zeitpunkten angege-
ben wird:

ẋi = hi(xi) (5.14)

Einsetzen von (5.14) in (5.13) ergibt:

0= f (h(x);x;y; t) (5.15)

(5.15) ist ein nichtlineares Gleichungssystem in den un-
bekannten Variablenx;y und hat auf Grund des Satzes
über implizite Funktionen genau dann keine eindeutige
Lösung, wenn die Jacobi-Matrix bezüglichx;y singu-
lär ist. Mit dem in Kapitel 4 erläuterten Algorithmus 4.1
zur Lösung des Zuordnungsproblems kann festgestellt
werden, ob (5.15) strukturell singulär ist, d.h. ob dieses
Gleichungssystem eine singuläre Jacobi-Matrix hat, un-
abhängig davon wie die Funktionenfi aufgebaut sind
(bei diesem Algorithmus wird nur die jeweilige funk-
tionale Abhängigkeit von den Unbekannten berücksich-
tigt). Aus diesen Überlegungen ergibt sich nun die fol-
gende Eigenschaft:

Eine DAE (5.13) wird als strukturell inkonsistent be-
zeichnet, wenn

0= f (x;x;y; t);
�

∂f
∂x

...
∂f
∂y

�
strukt. singulär(5.16)

d.h. wenn alle Ableitungeṅx in der DAE durch den Vek-
tor x ersetzt werden und das hieraus resultierende Glei-
chungssystem mit Algorithmus 4.1 bezüglichx und y
als strukturell singulär charakterisiert wird. Man beach-
te, daß die genaue funktionale Abhängigkeit von ˙xi und
xi in (5.14) nicht bekannt sein muß, da nur strukturel-
le Eigenschaften untersucht werden, so daß es in (5.13)
genügt, ˙xi durchxi (und nicht durchhi(xi)) zu ersetzen.

Auf Grund der Herleitung ist klar, daß strukturell
inkonsistente DAEs nicht mit einem impliziten Inte-
grationsverfahren gelöst werden können. Es kann ge-
zeigt werden, daß die DAE dann auch keine eindeuti-
ge Lösung besitzt. Die Bedeutung von (5.16) liegt vor
allem darin, daß der im nächsten Abschnitt erläuterte
Pantelides Algorithmus genau dann konvergiert, wenn
die DAE nicht strukturell inkonsistent ist (Beweis siehe
[51], S. 219–221). Vor Anwendung des Pantelides Algo-
rithmus muß demnach (5.16) überprüft werden.

5.6 Der Pantelides Algorithmus
Der Pantelides Algorithmus [51] wird benutzt um

diejenigenzusätzlichenGleichungen zu ermitteln, die
für eine Transformation in die Zustandsform benötigt
werden. Dies sind gleichzeitig auch diejenigen Glei-
chungen, die von konsistenten Anfangsbedingungen
(neben der Ausgangs-DAE) erfüllt sein müssen, siehe
Kapitel 5.4. Die Grundidee wurde an Hand eines Bei-
spiels in Kapitel 5.3 skizziert und wird jetzt in allgemei-
nerer Form erläutert:
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1. Es wird eine möglichst kleine Untermenge von Glei-
chungen aus (5.13) gesucht, bei der dieZahl der Glei-
chungen größer ist als die Zahl der Unbekannten, d.h.
die Jacobi-Matrix dieser Untermenge hat keinen vol-
len Rang. Gleichungen dieser Art werden als Zwangs-
gleichungen bezeichnet. Als Unbekanntez werden
die höchsten Ableitungen der beschreibenden Varia-
blen betrachtet. Zu Beginn sind diesẋ undy.

2. Die im ersten Schritt gefundenen Zwangsgleichun-
gen werden differenziert und zur DAE hinzugenom-
men. Eventuell durch das Differenzierenneuauftre-
tende Unbekanntėzneu werden zur Menge der un-
bekannten Variablenz hinzugenommen. In den Fol-
geschritten (siehe 1.) werden nur die höchsten Ab-
leitungen, wieżneu, als Unbekannte angesehen, da
zneu aus den Zwangsgleichungen berechnet wird und
die Zwangsgleichungen deswegen in den nachfolgen-
den Untersuchungen nicht mehr betrachtet werden
müssen. Weiterhin müssen aus den Zwangsgleichun-
gen soviele Dummy-Zustände aus den auftretenden
Elementen vonx ausgewählt werden, bis die Glei-
chungen vollen Rang besitzen. Da diese Selektion
aber keinen Einfluß auf die Wahl der zu differenzie-
renden Gleichungen hat, wird dieser Schritt auf einen
späteren Zeitpunkt verschoben.

3. Die gesamte DAE, jedoch ohne die im 2. Schritt er-
mittelten Zwangsgleichungen, wird wieder bezüglich
der höchsten auftretenden Ableitungen analysiert,
d.h. es wird mit Schritt 1 fortgefahren. Der Algo-
rithmus bricht ab, wenn keine Untermenge von Glei-
chungen mehr gefunden wird, bei der die Zahl der
Gleichungen größer ist als die Zahl der Unbekann-
ten. Dieser Abbruch findet nach einer endlichen Zahl
von Schritten statt, wenn die Ausgangs-DAE die Ei-
genschaft (5.16) nicht besitzt.

Zur formalen Beschreibung des Algorithmuses ist es
notwendig, (5.13) anders darzustellen. Mitv = [x; ẋ; y],
derVariablen-Assoziierungsliste Vund derGleichungs-
Assoziierungsliste F

V( j) = i, wenndvj=dt = vi
= 0, sonst

F( j) = i, wennd fj=dt = fi
= 0, sonst

kann eine singuläre DAE (5.13) geschrieben werden als

0 = f(v; t);

���� ∂ fi
∂vj

����= 0; V( j) = 0 (5.17)

d.h. die DAE ist bezüglich ihrer höchsten Ableitun-
gen singulär. Durch Differenzieren neu hinzukommen-
de Gleichungen bzw. neu auftretende Unbekannte, wer-
den in die entsprechenden Assozierungslisten eingetra-
gen. Zur Identifikation der kleinsten strukturell singu-
lären Untermengen wird der in Kapitel 4 beschriebe-
ne Algorithmus 4.2 (FunktionpathFound) bezüglich
derhöchstenauftretendenAbleitungenbenutzt, d.h. be-
züglich der Variablenvj bei denenV( j) = 0 ist. Zusam-
mengefaßt erhält man den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 5.1 (Pantelides Algorithmus)

<Initialisiere Var.-Assoziierungsliste V>
assign(j) := 0, j=1,2,..,nv;
F(j) := 0, j=1,2,..,nf;

for <Ausgangsgleichungen k = 1,2,...,nf>
i := k;
loop

// Finde Zuordnung zu Gleichung i bzgl.
// der höchsten Ableitung von v .

vMark(j) := false , j=1,2,..,nv;
eMark(j) := false , j=1,2,..,nf;
if pathFound(i), exit loop ;

// Markierte Gleichungen sind singulär.
// Differenziere Gleichungen und Var.

for <Var. j, mit vMark(j) = true >
nv := nv + 1; V(j) := nv;

end for
for <Gl. j, mit eMark(j) = true >

nf := nf + 1; F(j) := nf;
<füge Var.liste zu Gl. nf hinzu>

end for

// Kopiere Zuordnung zu diff. Gleichungen
for <Var. j, mit vMark(j) = true >

assign(V(j)) := F(assign(j));
end for

// Untersuche differenzierte Gleichungen
i := F(i);

end loop
end for

Wie schon in Kapitel 4 erläutert, gibtassign( j) = i
an, daß Gleichungi nach der Variablenj aufzulösen
ist. Die Bool’schen FeldervMark und eMark werden
benutzt um zu markieren, welche Variablen (vMark)
und welche Gleichungen (eMark) schon untersucht wur-
den. Nach Beendigung von Algorithmus 5.1 enthält die
Gleichungs-AssoziierungslisteF alle Gleichungen, die
differenziert werden müssen um das System in Zu-
standsform transformieren zu können. Der Pantelides
Algorithmus ist effizient mit einer maximalen Zahl von
O(n�m) Operationen, wobein die Zahl der Gleichungen
undmdie Summe der in allen Gleichungen auftretenden
Variablen des erzeugtenEndgleichungssystemsist.

Die vom Pantelides Algorithmus ermittelte
Gleichungs-AssoziierungslisteF legt das folgende
System von Gleichungen fest:

0 = fi (v; t);
∂ fi
∂vj

strukturell regulär (5.18a)

0 = fk (v; t);
∂ fk
∂vj

= 0 (5.18b)

F(i) = 0; F(k)> 0; V( j) = 0 (5.18c)
(5.18c) definiert die in (5.18a), (5.18b) verwendeten In-
dices i; j;k. (5.18a) sind die n Gleichungen mit den
höchsten Ableitungen inF, wobein die Dimension der
Ausgangs-DAE (5.13) ist. Dieses Gleichungssystem ist
strukturell regulär bezüglich der höchsten Ableitungen
in v, d.h. jede Gleichungfi kann nach der eindeutig
zugeordneten Variablenvj aufgelöst werden. Die rest-
lichen Gleichungen,fk, stellen die Zwangsbedingungen
zwischen den potentiellen Zuständenx dar, die zu ei-
ner Festlegung der Dummy-Zustände benützt werden.
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In den Zwangsgleichungen treten die höchsten Ableitun-
gen,vj , nicht auf.

Der Pantelides Algorithmus beruht auf demhinrei-
chendenKriterium, daß die Jacobi-Matrix eines Sat-
zes von Gleichungen einen Rangabfall besitzt, wenn die
Zahl der Gleichungen größer ist als die Zahl der Unbe-
kannten. Es ist damit möglich, daß der Pantelides Al-
gorithmus nicht alle zu differenzierenden Gleichungen
findet, wie im folgenden konstruierten Beispiel:

ẋ1 = y1 (5.19a)
ẋ2 = y2 (5.19b)
0 = y1+y2+2x1 (5.19c)
0 = y1+y2+x1+2x2 (5.19d)

Um (5.19) in Zustandsform zu transformieren, müsste
zuerst erkannt werden, daß (5.19d) äquivalent ist zu:

0 = x1�2x2 (5.20)

Die Anwendung vom Pantelides Algorithmus auf
(5.19a–5.19c,5.20) führt dann auf die gewünschten Glei-
chungen. Man beachte, daß eine kleine Änderung in ir-
gendeiner der Vorfaktoren vony1;y2 in (5.19c,5.19d)
diese DAE in eine reguläre DAE verwandelt, die mit den
Methoden von Kapitel 4 auf Zustandsform transformiert
werden kann!

5.7 Die Bestimmung der Dummy-Zustände
Um die weitere Vorgehensweise zu motivieren, wird

das folgende Beispiel betrachtet, wobeix = [x1x2x3]
T ,

y = [y] undu(t) eine gegebene Eingangsfunktion ist:

0 = y+x1 (5.21a)
0 = y+x2 (5.21b)
0 = y+x3 �u (5.21c)
0 = ẋ1+ ẋ2+ ẋ3 (5.21d)

Der Pantelides Algorithmus stellt fest, daß (5.21a,5.21b)
singulär sind, da dies 2 Gleichungen für die eine Un-
bekanntey ist, d.h. es gibt eine algebraische Beziehung
zwischen den (als bekannt angenommenen) Zustands-
größenx1 und x2. Willkürlich wird x1 als neue Un-
bekannte, d.h. als Dummy-Zustand, eingeführt. Damit
werdenx1 undy aus diesen beiden Gleichungen berech-
net. In den weiteren Iterationen von Algorithmus 5.1
ist y eine bekannte Größe, da durch das Differenzieren
die neuehöchste Ableitung ˙y auftritt. Dann ist (5.21c)
singulär, da dies eine Gleichung ist, die nurbekannte
Größen enthält. Hieraus ergibt sich, daßx3 kein Zustand
mehr sein kann, sondern aus (5.21c) berechnet werden
muß. Dies ist derkritischePunkt: Bei der Umformung
nachx3 muß durchu(t) dividiert werden. Verschwin-
det u(t) während der Simulation, wird durch Null ge-
teilt. Werden die drei ersten Gleichungen dagegenzu-
sammenanalysiert stellt man fest, daß es besser ist,
wennx3 Zustandsgröße ist undx1;x2;y aus diesen Glei-
chungen berechnet werden, da dann die Zwangsglei-
chungen während der Simulation regulär bleiben!

Mattsson und Söderlind haben in [50] ein Verfahren
angegeben, welches die erläuterte Schwierigkeit elegant

z z z

ϕ 1τ =u ( t )
ϕ 2

z z

ϕ 3W 1 W 2 W 3

G

F

Bild 11: Objektdiagramm eines Antriebsstrangs.

vermeidet, und im folgenden diskutiert wird. Das Ver-
fahren in [50] setzt voraus, daß die Jacobi-Matrix von
(5.18a) zu jedem Zeitpunkt der Simulationregulär ist:����∂ fi(v; t)

∂vj

���� 6= 0; F(i) = 0; V( j) = 0 (5.22)

Unter dieser (in vielen Fällen zutreffenden) Annahme
wird garantiert, daß auf Zustandsform transformiert wer-
den kann. Man beachte, daß mit der bis jetzt benutzten
Methodik keine solche Garantie gegeben werden kann,
selbst wenn (5.22) zutrifft.

Aus Platzgründen wird der einleuchtende Algorith-
mus nicht allgemein erläutert, sondern gleich direkt an
dem einführenden Beispiel eines Antriebsstrangs aus
Kapitel 5.3 vorgeführt, siehe Bild 11. Auf Grund der
Herleitung ist klar, daß der Pantelides Algorithmus für
die DAE (5.9) genau die schon ermittelten Gleichungen
(5.9a’,c’,c”,e’) ableitet. Das reguläre System (5.18a) er-
gibt sich dann zu:

ϕ̈1 = ω̇1 (5.23a0)
W1

J1 � ω̇1 = u� τ1 (5.23b)
ϕ̈1 = i � ϕ̈2 (5.23c00)

G
0 = i � τ1� τ2 (5.23d)

ϕ̈2 = ω̇2 (5.23e0)
W2

J2 � ω̇2 = τ2� τ3 (5.23f )
F τ3 = �c � (ϕ3�ϕ2) (5.23g)

ϕ̇3 = ω3 (5.23h)
W3

J3 � ω̇3 = τ3 (5.23i)
D.h. das System besteht aus allen Gleichungen
der Ausgangs-DAE, wobei die einzelnen Glei-
chungen jedoch teilweise ein- oder zweimal dif-
ferenziert wurden. Für diese DAE wird eine BLT-
Transformation (siehe Kapitel 4) bezüglich der
höchsten auftretenden Ableitungen vonv, also be-
züglich fϕ̈1; ϕ̈2; ϕ̇3; ω̇1; ω̇2; ω̇3; τ1; τ2;τ3g, durchge-
führt. Wegen (5.18a) wird garantiert, daß das möglich
ist. Dies führt auf eine BLT-Form mit 4 Diagonalblöcken
B1,B2,B3,B4, die rekursiv gelöst wird:

B1 [ϕ̇3] = ω3 (5.24h)
B2 [τ3] = �c � (ϕ3�ϕ2) (5.24g)
B3 J3 � [ω̇3] = τ3 (5.24i)

J1 � ω̇1 = u� [τ1] (5.24b)
J2 � [ω̇2] = τ2� τ3 (5.24f )

0 = i � τ1� [τ2] (5.24d)
B4

ϕ̈1 = [ω̇1] (5.24a0)
[ϕ̈2] = ω̇2 (5.24e0)
[ϕ̈1] = i � ϕ̈2 (5.24c00)

23

Bernhard

Bernhard



In eckigen Klammern werden diejenigen Variablen mar-
kiert, nach denen aufgelöst werden muß, siehe Algo-
rithmus 4.1. Der Block B4 besteht aus einem linearen
Gleichungssystem. Unabhängig von der weiteren Vorge-
hensweise werden die höchsten Ableitungen aus (5.24)
berechnet. Hierbei kann mit Tearing (siehe Kapitel 4)
das Gleichungssystem von Block B4 noch auf ein Sy-
stem der Ordnung 1 reduziert werden.

In einem zweiten Schritt werden diejenigen Glei-
chungssysteme der BLT-Form untersucht, diedifferen-
zierte Gleichungen enthalten. In diesem Beispiel ist
das nur Block B4. Dieser Block wird benutzt um die
unbekannten Zustandsableitungenϕ̈1; ϕ̈2; ω̇1; ω̇2, sowie
die algebraischen Variablenτ1; τ2 zu berechnen. Die
in Block B4 auftretenden Funktionsableitungen, d.h.
(5.24a0), (5.24e0), (5.24c00), werden einmal integriert und
führen auf die schon vom Pantelides Algorithmus ermit-
telten Zwangsgleichungen

ϕ̇1 = ω1 (5.25a)
ϕ̇2 = ω2 (5.25e)
ϕ̇1 = i � ϕ̇2 (5.25c0)

einer Untermenge von (5.18b). Damit sind die potenti-
ellen Zuständėϕ1; ϕ̇2; ω1; ω2 nicht unabhängig vonein-
ander. Durch Hinzufügen dieser 3 Gleichungen müssen
wiederum 3 neue Unbekannte eingeführt werden, so daß
3 der 4 Größen Dummy-Zustände sind. Nach Vorausset-
zung ist (5.24) regulär, so daß (5.25)zeilenregulärsein
muß, da die Ableitung von (5.25) Teil von (5.24) ist.
Durch Vorgabe einer der Zustände können demnach die
3 anderen Dummy-Zustände aus (5.25) immer berechnet
werden.

Die Bestimmung der Dummy-Zustände ist im allge-
meinen nur numerisch möglich. Hierzu wird die Jacobi-
Matrix der Zwangsbedingungen aufgestellt. Diese er-
gibt sich einfach aus der Ableitung der (im allgemei-
nen nichtlinearen) Zwangsbedingungen (5.25), d.h. aus
den schon vorhandenen Gleichungen (5.24a0), (5.24e0),
(5.24c00). Durch Wahl vonn linear unabhängigenSpal-
ten der n-zeiligen Jacobi-Matrix werden die zugehöri-
gen Variablen als Dummy-Zustände festgelegt. Dies
kann z.B. durch eineQR-Zerlegungmit Spaltenpivoti-
sierungerfolgen, einem guten Kompromiß zwischen Ef-
fizienz und numerischer Robustheit. Während der Simu-
lation muß im allgemeinen zwischen unterschiedlichen
Dummy-Zuständen geschaltet werden. Details für eine
numerische Umschaltstrategie sind in [48] zu finden.

Vorab können Dummy-Zustände, zumindest teil-
weise, mittels des in Kapitel 4 skizzierten Tearing-
Verfahrens ermittelt werden. Bei der automatischen
Wahl der Tearing-Variablen werden jeweils Glei-
chungen und Unbekannte aus einem Gleichungssystem
so eliminiert, daß dadurch keine Änderung des Rangs
auftritt. Angewandt auf (5.25) führt das dazu, daßϕ̇2
Zustand bleibt und die anderen Größen,ϕ̇1; ω1; ω2 aus
(5.25) berechnet werden.

Die erläuterte Vorgehensweise wird auf alle Diago-
nalblöcke der BLT-Formrekursivsolange angewendet,
bis keine Zwangsgleichungen mehr vorhanden sind. Im
obigen Beispiel gibt es auf Grund von (5.25c0) eine wei-
tere Zwangsbedingung

ϕ1 = i �ϕ2 (5.26c)
so daß die potentiellen Zuständeϕ1; ϕ2 nicht unab-
hängig voneinander sind. Wiederum ist garantiert, daß
(5.26c) zeilenregulär ist, da die Ableitung von (5.26c)
Teil von (5.25) ist. Dȧϕ2 Zustand ist, muß auchϕ2 Zu-
stand sein undϕ1 wird aus (5.26c) berechnet.

Zusammengefaßt wird damit die singuläre DAE (5.9)
in eine reguläre DAE überführt, die entweder numerisch
in die Zustandsform transformiert, oder aber auch direkt
numerisch gelöst werden kann. Im speziellen Beispiel ist
eine Transformation in die Zustandsform sogar (einmal
im voraus) symbolisch möglich. Der Pantelides Algo-
rithmus zusammen mit der Dummy Derivative Methode
hat den Vorteil, daß eine große Klasse von singulären
DAEs (mit einem beliebigen Index) völlig automatisch
behandelt werden kann. Der Nachteil besteht darin, daß
der Pantelides Algorithmus in seltenen Fällen nicht im-
mer alle zu differenzierenden Gleichungen findet.

Das Gleichungssystem (5.18) könnte prinzipiell di-
rekt mit einem numerischen Integrationsverfahren gelöst
werden. Hierzu müssten nur existierende Verfahren für
DAEs mit spezieller Struktur, insbesondereProjektions-
verfahren[49, 52], entsprechend verallgemeinert wer-
den. Hierbei wird die reguläre DAE (5.18a) mit einem
Standard-Integrationsverfahren gelöst und das Ergebnis
nach jedem Integrationsschritt auf die durch (5.18b) be-
schriebenen Zwangsgleichungen projiziert. Da eine sol-
che Verallgemeinerung jedoch noch nicht durchgeführt
wurde, kann zur Zeit nur die Dummy-Derivative Metho-
de verwendet werden.
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6 Modelica — Hybride Systeme

In Kapitel 1-5 wurden die Grundlagen der objekt-
orientierten Modellierungkontinuierlicher physikali-
scher Systeme erläutert und an einfachen Systemen de-
monstriert. Insbesondere wurde in Kapitel 2 exempla-
risch die objektorientierte ModellierungsspracheMode-
lica eingeführt und zur Modellierung vonkontinuier-
lichen Systemen eingesetzt. Im vorliegenden Kapitel
werden weitergehende Eigenschaften von Modelica er-
läutert, um unstetige und strukturvariable Systeme mo-
dellieren und simulieren zu können, wie z.B. Abtastsys-
teme, Begrenzer, Hysterese, ideale Dioden und Thyri-
storen, Coulomb Reibung, Lose oder Stöße. Hierzu wer-
den zusätzliche Sprachelemente zur Modellierung von
ereignis-diskretenKomponenten benötigt. Das Kapitel
basiert auf [61, 60].

Für rein kontinuierliche Modellteile sind sich die
objektorientierten Modellierungssprachen, wie Dymola,

gPROMS, Modelica, Omola etc. recht ähnlich, da al-
le auf demselben Prinzip beruhen, Komponenten durch
algebraische Gleichungen und Differentialgleichungen
zu beschreiben. Für ereignis-diskrete Systeme gibt es
jedoch keine allgemein akzeptierte Standardbeschrei-
bungsform. Stattdessen liegt eine Vielzahl unterschied-
licher Formalismen vor, die meist auf ein bestimmtes
Anwendungsfeld zugeschnitten sind, wie z.B.endliche
Automaten, Petri-Netze, Statecharts, Sequential Functi-
on Charts, Differenzengleichungen, oderprozessorien-
tierte Sprachen. Es ist deswegen nicht verwunderlich,
daß sich die objektorientierten Modellierungssprachen
bei der Beschreibung von diskreten Komponenten stark
unterscheiden und es keine ”optimale“ Beschreibungs-
form geben kann, die alle Anwendungsgebiete abdeckt.
Im Prinzip kann jeder diskrete Formalismus mit einer
kontinuierlichen Systembeschreibung kombiniert wer-
den, vorausgesetzt eine geeignete Synchronisierung der
beiden Beschreibungsformen ist möglich.

In Modelica wird die für Echtzeitsteuerungen und die
Verifikation diskreter Systeme entwickelte Technik der
synchronen Sprachen[58, 55, 59, 57] eingesetzt, da sich
diese gleichungsbasierte Beschreibung diskreter Syste-
me sehr elegant und einfach mit der kontinuierlichen
Systembeschreibung kombinieren läßt. In [56] wurde
diese Vorgehensweise zum ersten Mal auf hybride Sys-
teme angewandt und in [60, 61] weiter ausgebaut.

6.1 Synchrone Systembeschreibung
Ein hybrides Modelica Modell besteht aus Differential-
gleichungen, algebraischen und diskreten Gleichungen.
Diskrete Gleichungen besitzen hierbei Boole’sche, Inte-
ger oder abgetastete Real Variable als Unbekannte. Ein
typisches Beispiel ist in Bild 12 zu sehen, bei dem eine
kontinuierliche Strecke

ẋp = f (xp;u) (6.1a)
y = g(xp) (6.1b)

durch einen digitalen, linearen Regler

yuyr
StreckeRegler

Ts

Ts

-

Bild 12: Abtastsystem.
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xc(ti) = Axc(ti�Ts) + B(yr(ti)�y(ti)) (6.2a)
u(ti) = Cxc(ti�Ts) + D(yr(ti)�y(ti)) (6.2b)

geregelt wird. Hierbei istTs die Abtastzeit,u(t) das
Stellsignal,xp(t) der Zustandsvektor der Strecke,y(t)
der Meßvektor,xc(ti) der Zustandsvektor des digitalen
Reglers undyr(ti) das Reglersollsignal. An den Abtast-
zeitpunktenti = i � Ts; i = 0;1;2; : : : werden die Meß-
signale abgetastet, die Reglergleichungen ausgewertet
und insbesondere die Steuergrößeu berechnet, die bis
zum nächsten Abtastzeitpunkt konstant gehalten wird,
d.h. es wird ein Halteglied 0-ter Ordnung verwendet. In
Modelica kann dieses System einfach als eine Verschal-
tung geeigneter Ein-/Ausgangsblöcke beschrieben wer-
den (siehe Teil 2 dieser Serie). Zur Vereinfachung der
Diskussion wird jedoch die folgende Gesamtbeschrei-
bung ineinerModell-Klasse benutzt:

model SampledSystem
parameter Real Ts=0.1 "Abtastzeit";
parameter Real A[:, size (A,1)],

B[ size (A,1), :],
C[:, size (A,2)],
D[ size (C,1), size (B,2)];

constant Integer nx = 5;
input Real yr[ size (B,2)] "Sollsignal";
output Real y [ size (B,2)] "Meßsignal";

Real u [ size (C,1)] "Steuersignal";
Real xc[ size (A,1)] "Reglerzustand";
Real xp[nx] "Streckenzust.";

equation
der (xp) = f(xp, u); // Strecke

y = g(xp);
when sample (0,Ts) then // Regler

xc = A* pre (xc) + B*(yr-y);
u = C* pre (xc) + D*(yr-y);

end when ;
end SampledSystem;

Dieses Modelica-Modell besteht aus den kontinuierli-
chen Gleichungen der Strecke und den diskreten Glei-
chungen des Reglers innerhalb derwhen Anweisung.
Wie in Teil 2 schon erläutert, charakterisiertder (xp)
die Zeitableitung vonxp . Während der kontinuierlichen
Integration sind die Gleichungen innerhalb deswhen
Rumpfes de-aktiviert. Wenn die Bedingung derwhen
Anweisung wahr wird, wird einEreignisausgelöst, die
Integration angehalten und die Gleichungen imwhen
Rumpf werden an diesem Ereignispunkt aktiviert. Der
sample (: : :) Operator löst an den Abtastzeitpunkten
i*Ts (i = 0;1;2; : : :) Ereignisse aus und ist nur an die-
sen Zeitpunktentrue . Die Werte von Variablen werden
konstant gehalten, bis diese explizit neu berechnet wer-
den. Zum Beispiel wirdu nur zu den Abtastzeitpunk-
ten berechnet. Zu anderen Zeitpunkten hatu den Wert
der beim letzten Ereignis (= Abtastzeitpunkt) berechnet
wurde.

Im digitalen Regler werden die Werte des Regler-
zustandsxc sowohl beim aktuellen Abtastzeitpunkt
xc (ti) als auch vom vorherigen Abtastzeitpunktxc (ti�
Ts) benötigt. Hierzu wird im obigen Modelica-Modell
der pre (: : :) Operator benutzt. Formal wird derlin-
ke Grenzwert x(t�) einer Variablenx zum Zeitpunktt
durchpre (x) charakterisiert, währendx den rechten
Grenzwert x(t+) repräsentiert. Daxc nur an Abtast-

zeitpunkten unstetig ist, ist der linke Grenzwertxc (t�i )
zum Abtastzeitpunktti identisch zum rechten Grenzwert
xc (t+i � Ts) beim vorherigen Abtastzeitpunkt, so daß
pre (xc) diesen Wert charakterisiert.

Es stellt sich die Frage, in welcher Reihenfolge die
Gleichungen des obigen Modells ausgewertet werden. In
Modelica wird dasSynchronitätsprinzipder synchronen
Sprachen verwendet:

Zu jedem Zeitpunkt drücken die aktivierten Glei-
chungen Relationen zwischen Variablen aus, die
gleichzeitig erfüllt sein müssen.

Demnach müssen während der kontinuierlichen Integra-
tion die Gleichungen der Strecke und an Abtastzeitpunk-
ten die Gleichungen der Strecke und die Gleichungen
des Reglersgleichzeitigerfüllt sein, bilden also jeweils
ein gemeinsames algebraisches Gleichungssystem, wel-
ches nach den unbekannten Variablen aufzulösen ist.
Um solche Modelleeffizientzu lösen, werden alle (kon-
tinuierlichen und diskreten) Gleichungen mit Hilfe der
in Teil 4 erläuterten BLT-Transformation unter der An-
nahmesortiert, daßalle Gleichungenaktiv sind. Mit
anderen Worten, die Auswertungsreihenfolge der Glei-
chungen wird über eine Datenflußanalyse (automatisch)
ermittelt. Zum Beispiel führt eine BLT-Transformation
beim obigen Modelica Modell auf die folgenden Zuwei-
sungen, die in der angegebenen Reihenfolge auszuwer-
ten sind:

// bekannte Variablen: yr, xp, pre (xc)
y := g(xp);
when sample (0,Ts) then

xc := A* pre (xc) + B*(yr-y);
u := C* pre (xc) + D*(yr-y);

end when ;
der (xp) := f(xp, u);

Man beachte, daß diese Auswertungsreihenfolge sowohl
korrekt ist, wenn nur die kontinuierlichen Gleichungen
aktiv sind, als auch an einem Abtastzeitpunkt, wenn
zusätzlich die diskreten Gleichungen des Reglers aktiv
werden.

Das Synchronitätsprinzip hat eine Reihe von Konse-
quenzen: Zum einen müssen die aktiven diskreten und
kontinuierlichen Gleichungengemeinsamundgleichzei-
tig erfüllt sein, Zum anderen muß die Zahl der akti-
ven Gleichungen und die Zahl der unbekannten Varia-
blen in diesen Gleichungen zu jedem Zeitpunktidentisch
sein, damit die Unbekannteneindeutigberechnet wer-
den können. Diese Forderung ist im folgenden Beispiel
nicht erfüllt:

Boolean close; // inkorrektes Modell
equation

when h1 < 3 then
close = true ;

end when
when h2 > 1 then

close = false ;
end when

In diesem Modell soll ein Ventil bei Vorliegen bestimm-
ter Sensordaten entweder geöffnet (close = true )
oder geschlossen (close = false ) werden. Wenn
nun beide when-Bedingungen (h1 < 3, h2 > 1 )
zufälligerweise oder auch beabsichtigtgleichzeitigwahr
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werden, gibt es zwei miteinander in Konflikt stehende
Gleichungen fürclose und es ist nicht definiert wel-
che Gleichung verwendet werden sollte. Formal gibt es
zwei Gleichungen für eine Unbekannte (=close ), so
daß es keine eindeutige Lösung geben kann.

In Modelica kann das obige Model einfach in eine
korrekte Form überführt werden, in dem die in Kon-
flikt stehendenGleichungenin einealgorithm Sekti-
on überführt und die Gleichungen in Zuweisungen um-
gewandelt werden:

Boolean close;
algorithm

when h1 < 3 then
close := true ;

end when ;
when h2 > 1 then

close := false ;
end when ;

Alle Zuweisungen innerhalbderselbenalgorithm
Sektion werden als eine Menge vonn Gleichungen be-
trachtet, wobein die Zahl derunterschiedlichenVaria-
blen ist, die auf der linken Seite der Zuweisungen auf-
treten (z.B. entspricht die obigealgorithm Sektion
einerGleichung für die Unbekannteclose ). Die so de-
finierten Gleichungen eineralgorithm Sektion wer-
den als ein zusammenhängender Modellteil betrachtet,
der immer als Ganzes mit den restlichen Gleichungen
und anderenalgorithm Sektionen sortiert wird. In-
nerhalb eineralgorithm Sektion werden die Zuwei-
sungen in der aufgeführten Reihenfolge ausgeführt. Aus
diesem Grunde hat die zweitewhen Anweisung ei-
ne höhere Priorität und es gibt keine Konflikte mehr.
Man beachte jedoch, daß eine zusätzliche Gleichung für
close außerhalb der obigenalgorithm Sektion wie-
derum zu einem Fehler führen würde, da es dann wie-
der Mehrdeutigkeiten bei der Berechnung vonclo-
se geben würde. Mit anderen Worten, Mehrdeutigkei-
ten müssen vom Modellierer an Hand der physikalisch-
technischen Gegebenheiten explizit aufgelöst werden.

Das in Modelica verwendete Synchronitätsprinzip
zur Beschreibung von gemischt zeit-kontinuierlich und
ereignis-diskreten Systemen hat den Vorteil, daß die
“Synchronisierung” zwischen den kontinuierlichen und
diskreten Modellteilen automatisch durch die Glei-
chungssortierung erfolgt, und daß ein korrektes Mode-
lica Modell immer ein deterministisches Verhalten oh-
ne Konflikte besitzt. Durch die einheitliche mathemati-
sche Darstellung können viele Probleme schon statisch
an Hand des Quellcodes festgestellt werden.

Zum Beispiel entspricht dem ”Deadlock“ einer pro-
zeßorientierten Sprache, einer algebraischen Schleife
zwischen den Gleichungen von unterschiedlichenwhen
Anweisungen (dies wird bei der Sortierung festgestellt).
Wenn diewhen Anweisungen dieselben Schaltbedin-
gungen besitzen, kann das Problem automatisch durch
Lösen des Gleichungssystems aufgelöst werden. Anson-
sten liegt ein Fehler vor, da es keine eindeutige Lösung
gibt, wenn die Schaltbedingungen zu unterschiedlichen
Zeitpunkten wahr werden.

Der Nachteil dieser Vorgehensweise besteht darin,
daß es in einigen Anwendungen schwierig sein kann, ein

diskretes System in einen Satz von synchronen, diskre-
ten Gleichungen zu überführen. Weiterhin ist die Art der
modellierbaren diskreten Systeme eingeschränkt. Zwar
können in Modelica diskrete Formalismen, wie endliche
Automaten, priorisierte Petri-Netze [62] und Statecharts
mit einer speziellen Semantik, direkt realisiert werden;
nicht beschreiben lassen sich jedoch z.B. allgemeine
Petri-Netze (da diese ein nicht-deterministisches Verhal-
ten besitzen) oder allgemeine prozess-orientierte Vor-
gänge (da durch das Erzeugen und Löschen von Pro-
zessen im Quellcode nicht bekannt ist, welche Variablen
während der Simulation auftreten). Nur durch die Ver-
wendung von externen Funktionen, können solche dis-
kreten Formalismen mit Modelica kombiniert werden.

6.2 Unstetige Systeme
Während der Integration der kontinuierlichen System-
teile müssen die Modellgleichungen stetig und differen-
zierbar sein, da alle numerischen Integrationsverfahren
auf dieser Annahme basieren. Diese Voraussetzung wird
leicht durch die Verwendung vonif -Anweisungen ver-
letzt. Zum Beispiel wird ein einfacher Zweipunktregler,
siehe Bild 13, mit der Eingangsgrößeu und der Aus-
gangsgrößey durch das folgende Modelica-Modell be-
schrieben:

model TwoPoint
parameter Real y0=1;
input Real u;
output Real y;

equation
y = if u > 0 then y0 else -y0;

end TwoPoint

Bei u=0 würde es in den Modellgleichungen während
der Integration eine Unstetigkeit geben, wenn dieif -
Anweisung wörtlich (wie in einer Programmiersprache)
interpretiert werden würde. Potentiell können unsteti-
ge bzw. nicht-differenzierbare Punkte während der In-
tegration auftreten, wenn eineRelation(wie z.B. x1 >
x2) ihren Wert ändert, da dann z.B. der Zweig in ei-
ner if -Anweisung gewechselt wird. Eine solche Situa-
tion kann numerisch sicher durch einZustandsereignis
(engl.: state event) behandelt werden. Hierbei wird der
Zeitpunkt an dem sich der Wert einer Relation ändert
innerhalb vorgegebener Grenzen relativ genau ermittelt,
die Integration wird an diesem Zeitpunkt angehalten, es
wird in den neuen Zweig derif -Anweisung gewech-
selt, und die Integration wird neu gestartet. Diese Tech-
nik wurde von Cellier [53] entwickelt. Details einer ent-
sprechenden numerischen Realisierung sind auch in [54]
zu finden.

u 

y0

-y0

stetige Fortsetzung zur
Schaltpunktermittlung 

y

u y

Bild 13: Unstetige Komponente.
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Im allgemeinen ist es nicht möglich durch die Analy-
se des Quelltextes eines Modelica-Modells zu ermitteln,
ob eine spezifische Relation zu einer Unstetigkeit führt
oder nicht. Deswegen wird in Modelica standardmäßig
angenommen, daß die Werte-Änderung einer Relation
zu einem unstetigen oder nicht-differenzierbaren Punkt
im Modell führt, die durch ein entsprechendes (auto-
matisch ausgelöstes) Zustandsereignis numerisch kor-
rekt abgehandelt wird. Das obige Modell eines Zwei-
punktreglers führt deswegennicht zu einer Unstetigkeit
während der Integration. Stattdessen wird an der Stelle
u = 0 ein Zustandsereignis ausgelöst an dem die Inte-
gration angehalten wird, bevor derif -Zweig gewech-
selt wird. Man beachte, daß während der Ermittlung des
genauen Umschaltzeitpunktes der Relation (u > 0) der
if -Zweig noch nicht geändert wird, so daßy = y0
auch bei kleinen negativen Werten vonu kurzfristig gilt,
siehe Bild 13.

Der Modellierer kann eine wörtliche Interpretation
einer Relation durch Verwendung desnoEvent (: : :)
Operators erzwingen, z.B.noEvent (u > 0) , d.h.
dann wird kein Zustandsereignis ausgelöst. Dies ist sinn-
voll, wenn der Wertewechsel von Relationen nicht zu
unstetigen oder nicht-differenzierbaren Punkten führt.
Selbst wenn solche Punkte vorhanden sind, kann der Ef-
fekt so klein sein, daß die Integration davon kaum be-
einflußt wird, wenn einfach über diese Stelle hinweg
integriert wird. Schließlich gibt es Fälle, in denen eine
wörtliche Interpretation einerif -Anweisung zwingend
gefordert wird, wenn z.B. der Definitionsbereich einer
Funktion verlassen wird. Dies tritt im folgenden Beispiel
auf, bei dem das Argument der Funktionsqrt (= Be-
rechnung der Wurzel des Arguments) nicht negativ sein
darf, da es ansonsten keine reelle Lösung gibt:

y = if u >= 0 then sqrt(u) else 0;

Dieses Modelica-Modell führt während der Simulation
zu einem Fehler, da bei der Iteration zur Ermittlung des
genauen Umschaltzeitpunktes beiu = 0 derif -Zweig
erst gewechselt wird, wenn dieser Umschaltzeitpunkt
genau genug ermittelt ist. Bei der Ermittlung des Schalt-
punktes werden aber auch (kleine) negative Werte vonu
auftreten, da nur dann festgestellt werden kann, daß die
Relationu >= 0 ihren Wert ändern wird. Dies bedeu-
tet, daß die Funktionsqrt(u) während der Integation
mit einem (kleinen) negativen Argumentwert aufgerufen
wird, was zu einem Laufzeitfehler führt. Diese Anwei-
sung muß deswegen folgendermaßen geschrieben wer-
den:

y= if noEvent (u >= 0) then sqrt(u) else 0;

In diesem Fall wird also beiu = 0 kein Zustandsereig-
nis generiert und es ist garantiert, daßsqrt(u) nur mit
nicht-negativen Argumenten aufgerufen wird.

6.3 Neuinitialisierung kontinuierlicher Zustände
Modelica unterstützt eine Reihe von weiteren hybriden
Operatoren, wie z.B.initial () undterminal () um
den ersten und letzten Aufruf der Modellgleichungen zu
ermitteln. Insbesondere können an Ereignispunkten kon-
tinuierliche Zuständex (= der (x) tritt ebenfalls im

h

g

model BouncingBall
parameter Real e = 0.5;
parameter Real g = 9.81;

Real h, v;
equation

der (h) = v;
der (v) = -g;
when h <= 0 then

reinit (v, -e* pre (v));
end when ;

end BouncingBall;

Bild 14: Springender Ball.

Modell auf) mit demreinit (x,expr) Operator neu
initialisiert werden. Hierbei wird eine neue Gleichung
der Formx = expr; eingeführt, wobeix der neue
Wert des Zustands (= rechter Grenzwertx(t+) der Va-
riablen) undexpr der Ausdruck zur Berechnung dieses
Neuwertes ist. Weiterhin wird implizit definiert, daßx
während der Sortierung als unbekannt anzusehen ist um
das Synchronitätsprinzip nicht zu verletzen (ansonsten
werden alle Zustände bei der Sortierung als bekannt an-
gesehen, siehe Teil 4). Als Beispiel ist in Bild 14 das
Modelica Modell eines springenden Balls angegeben,
bei dem der Aufprall auf den Boden als Impuls model-
liert wird.
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(Fortsetzung von Kapitel 6 aus Teil 7)

6.4 Strukturvariable Systeme
In diesem Abschnitt werden ideale Schaltelemente un-
tersucht, die auf strukturvariable Systeme führen.

Ideale elektrische Schaltelemente
Wenn genügend genau modelliert wird, treten in der Re-
gel bei physikalischen Systemen keine Unstetigkeiten
auf. Diese ergeben sich auf Grund vonvereinfachten An-
nahmen, um einerseits die zur Simulation des Modells
benötigteRechenzeitund andererseits denIdentifikati-
onsaufwandfür die Modellparameter zu reduzieren. Als
typisches Beispiel ist in Bild 15 eine Diode zu sehen,
wobei i den Strom durch die Diode undu den Span-
nungsabfall zwischen den Klemmen charakterisiert. Die
reale Kennlinie ist im linken Teil von Bild 15 dargestellt.
Diese kann im Arbeitsbereich der Diode durch die ideale
Kennlinie im rechten Teil von Bild 15 approximiert wer-
den, wenn das genaue Schaltverhalten gegenüber dem
Effekt des Durchschaltens vernachlässigt werden kann.
Hierbei wird die Simulation typischerweise um ein bis
zwei Größenordnungen schneller.

Die reale Dioden-Kennlinie im linken Teil von
Bild 15 kann problemlos modelliert werden, da nur der
Strom i als Funktion des Spannungsabfallsu in analy-
tischer Form, oder mittels einer tabellierten Kennlinie,
angegeben werden muß. Im Gegensatz dazu ist auf den
ersten Blick nicht klar, wie die ideale Dioden-Kennlinie
im rechten Teil von Bild 15 beschrieben werden kann,
da der Strom beiu = 0 nicht mehr als Funktion des
Spannungsabfallsu angegeben werden kann, d.h. eine
Funktionsdarstellung der Formi = f (u) ist nicht länger
möglich. Eine Lösung dieses Problems ist elegant durch
Verwendung einerParameterdarstellungder Kennlinie
in der Form i = i(s); u = u(s) mit einem geeigneten
Kurvenparameters erreichbar. Diese Beschreibungsart

i

u 

i 

u 

i

u 

reale Diode ideale Diode

Bild 15: Reale und ideale Dioden-Kennlinie.

ist allgemeiner und erlaubt es eine ideale Diodeeindeu-
tig auf deklarativeWeise mathematisch zu beschreiben,
siehe erste Zeile in Tabelle 10.

Der Bahnparameters in Tabelle 10 wird so gewählt,
daß der Ursprung beis= 0 zu liegen kommt unds bei
offener Schalterstellung dem Spannungsabfallu und bei
geschlossener dem Stromi1 entspricht. Die Bool’sche
Variableoff wird benutzt, um die beiden Stellungen des
Dioden-Schalters zu kennzeichnen und wird aus dem
Bahnparameter berechnet (off = s < 0 ).

Um die Konsequenzen von Kennlinien in Parameter-
darstellung zu verstehen, wird das erläuterte ideale Di-
odenmodell in dem einfachen Gleichrichter-Schaltkreis
von Bild 16 eingesetzt. Werden die Gleichungen dieses
Schaltkreises aufgestellt, vereinfacht und sortiert, so
ergibt sich unter Verwendung des Diodenmodells von
Tabelle 10 und mit den Variablen-Bezeichnungen von
Bild 16:

i1 i2

v1 v2u

u

i1

s=0

s
s

ideale Diode

0 = i1+ i2
u = v1�v2

off = s< 0
u = if off then selse0
i1 = if off then 0 elses

i1 i2

v1 v2u

u

i1

s=0

s
s

fire

s

fire = true

idealer Thyristor

0 = i1+ i2
u = v1�v2

off = s< 0 or
pre (off) and not fire

u = if off then selse0
i1 = if off then 0 elses

i1 i2

v1 v2u

u

i1

s=0

s
s

fire

s

fire = true

fire =
false

idealer GTO-Thyristor

0 = i1+ i2
u = v1�v2

off = s< 0 or not fire
u = if off then selse0
i1 = if off then 0 elses

Tabelle 10: Ideale elektrische Schalter
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off = s< 0
u = v1�v2
u = if off then selse0
i0 = if off then 0 elses

R1 � i0 = v0(t)�v1

i2 := v2=R2
i1 := i0� i2

dv2

dt
:= i1=C

(6.3)

Man beachte, daß für die Sortierung die Eingangsfunk-
tion v0(t) und der Zustand der Kapazitätv2 als bekann-
te Größen angesehen werden. Die ersten 5 Gleichungen
sind gekoppelt und bilden ein Gleichungssystem mit den
5 Unbekanntenoff;s;u;v1; i0. Die restlichen Zuweisun-
gen können rekursiv ausgewertet werden um letztend-
lich die Ableitung der Zustandsgröße, ˙v2, zu bestimmen.

Wie im vorigen Abschnitt 6.2 erläutert, werden
während der kontinuierlichen Integration die Relationen
(hier: s< 0) nicht geändert. Damit ändert sich auch die
Bool’sche Variableoff nicht. In dieser Situation muß
die erste Gleichung deswegen nicht ausgewertet werden
und die nächsten 4 Gleichungen bilden ein lineares Glei-
chungssystem in den 4 reellen, unbekannten Variablen
s;u;v1; i0, welches problemlos, z.B. mit dem Gauß’schen
Algorithmus, gelöst werden kann.

Wenn eine der Relationen (hier:s < 0) ihren Wert
ändert, tritt ein Ereignis ein. Auf Grund des in Abschnitt
6.1 erläutertenSynchronitätsprinzipsmüssen alle Glei-
chungen amEreignispunktgleichzeitig erfüllt werden.
Jetzt bilden die ersten 5 Gleichungen ein Gleichungs-
system in den 4 unbekannten,reellenVariablens;u;v1; i0
und der unbekanntenBool’schenVariablenoff.

Solche gemischt kontinuierlich/diskreten Gleichungs-
systeme können auf die folgende Weise gelöst werden:
(1) Es wird eineAnnahmeüber die Relationen getrof-
fen. (2) Die diskreten Variablen werden berechnet (z.B.
off im obigen Beispiel). (3) Die reellen Variablen wer-
den durch Lösen eines rein reellen Gleichungssystems
bestimmt. (4) Basierend auf (2) und (3) werden die Re-
lationen berechnet. Wenn die Relationen mit der An-
nahme aus (1) übereinstimmen, wird die Iteration abge-
brochen und das gemischte Gleichungssystem ist gelöst.
Anderenfalls wird die Annahme korrigiert und die Ite-
ration wird fortgesetzt. Sinnvolle Annahmen sind z.B.:
(a) Die Werte der Relationen die im letzten Schritt
berechnet wurden, wobei als Startannahme die Werte

i1 i2

v1
v2

v0

v=0

R1

R2C

ideale Diode

i0 

Bild 16: Einfacher Gleichrichter-Schaltkreis.

der Relationen vom letzten Ereignis verwendet werden.
Durch verschiedene zusätzliche Maßnahmen kann das
sichere Auffinden von konsistenten Lösungen verbes-
sert werden. (b) Es werden systematisch alle sinnvollen
Werte der Relationen durchprobiert. Im obigen Beispiel
können beide Vorgehensweisen einfach angewandt wer-
den, da nur zwei mögliche Werte der Relation auftreten
können (s< 0 ist true oderfalse). Wenn jedochn Schal-
ter gekoppelt sind, gibt esnverschiedene Relationen und
2n verschiedene Werte die im ungünstigsten Falle alle
überprüft werden müssen.

Zur weiteren Demonstration sind in Tabelle 10 noch
andere elektrische Schalter, der ideale Thyristor und der
ideale GTO-Thyristor, aufgeführt. Hier tritt eine wei-
tere Schwierigkeit auf, da es drei Kennlinienäste gibt,
die ins Unendliche weisen. Unter der Annahme, daß
benachbarte Kennlinienpunkte auch benachbarte Werte
des Bahnparameterss besitzen, ist dann eineeindeutige
Beschreibung miteinemBahnparameter nicht möglich.
Das Problem wird gelöst, indem zwei der Äste dieselbe
s-Parameterisierung erhalten (s� 0) und die Eindeutig-
keit durch den Wert vonoff erreicht wird.

Zusammengefaßt kann festgehalten werden, daß
strukturvariable Komponenten, wie ideale Dioden,
durch eine Parameterdarstellung der entsprechenden
Kennlinie modelliert werden können. Aus Benutzersicht
ist dieses Vorgehen sehr eingängig. Ein solches Mo-
dell führt anEreignispunktenauf gemischt kontinuier-
lich/diskreteGleichungssysteme, die mit entsprechen-
den Algorithmen gelöst werden müssen.

Die Methode, Kennlinien durch eine Parameterdar-
stellung zur beschreiben, wurde in [64] vorgeschlagen.
In [68] wird gezeigt, daß dieses Verfahren auf gemischt
kontinuierlich/diskrete Gleichungssysteme führt und es
werden Algorithmen zu deren Lösung skizziert. Die-
ses Vorgehen bietet Vorteile gegenüber bisher bekann-
ten Verfahren, wie (a) die Verwendung von endlichen
Automaten zur Beschreibung der Schaltstruktur, siehe
z.B. [63, 65, 67], oder (b) einer Transformation in ein
Komplementaritätsproblem, siehe z.B. [66, 69], da bei
der Parameterdarstellung effizientere und bessere Algo-
rithmen zur Ermittlung einer konsistenten Lösung ein-
gesetzt werden können als bei (a), und (b) nur für sehr
spezielle Problemklassen anwendbar ist (es können z.B.
keine idealen Thyristoren beschrieben werden).

Reibung
Die Simulation von idealen Schaltelementen wird
schwierig, wenn sich durch das Schalten die Zahl der
Zustände ändert. Ein typisches Beispiel ist Coulomb-
Reibung, bei der diese Situation selbst im einfachsten
Fall vorliegt. Um sich auf die wesentlichen Eigenschaf-
ten zu konzentrieren, wird zuerst das vereinfachte Reib-
modell in Bild 17 untersucht. Die Reibkraftf wirkt zwi-
schen zwei Oberflächen, siehe rechter Teil von Bild 17,
und ist eine lineare Funktion der relativen Geschwindig-
keit v, wenn die beiden Reibflächen aufeinander gleiten.
Wenn die Relativgeschwindigkeit verschwindet, haften
die beiden Oberflächen aufeinander und die Reibkraft ist
nicht länger eine Funktion vonv. Wenn der Betrag der
Reibkraft größer wird als die maximale statische Reib-
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Bild 17: Vereinfachtes Coulomb Reibelement.

kraft f0, beginnen die beiden Oberflächen wieder aufein-
ander zu gleiten. Die Kennlinie dieses Elementes kann
ebenfalls in einer Parameterdarstellung angegeben wer-
den und führt auf die folgenden Gleichungen:

forward = s > 1;
backward = s < -1;
v= if forward then s - 1 else

if backward then s + 1 else 0;
f= if forward then f0+f1*(s-1) else

if backward then -f0+f1*(s+1) else f0*s;

Hiermit wird das vereinfachte Reibmodell vollständig
unddeklarativbeschrieben. Leider ist zur Zeit nicht be-
kannt, wie eine solche Elementbeschreibungautoma-
tischin eine Form überführt werden kann, die numerisch
zuverlässig simulierbar ist. Die auftretenden Schwie-
rigkeiten werden an dem reibungsbehafteten Block im
rechten Teil von Bild 17 diskutiert. Dieser wird durch
die folgende Gleichung beschrieben:

m� v̇ = u� f (6.4)

Hierbei istm die Masse des Blocks undu(t) ist eine ge-
gebene äußere Kraft die an dem Block angreift. Wenn
sich das Reibelement imVorwärts-Gleitzustandbefin-
det, d.h.s> 1, wird das Gesamtsystem durch

m� v̇ = u� f
v = s�1
f = f0+ f1 � (s�1)

beschrieben, und kann einfach in eine Zustandsform mit
v als Zustandsgröße transformiert werden. Wenn der
Block haftet, d.h.�1� s� 1, wird die Gleichungv= 0
aktiv undv kann nicht länger ein Zustand sein. Es liegt
ein singuläres System vor, das in diesem Schaltzustand
mit den Methoden von Kapitel 5 behandelt werden muß.
Es gibt jedoch noch ein größeres Problem: Wenn der
Block haftet unds größer als eins wird, dann ists� 1
andv= 0 kurz bevor das Ereignis eintritt. Am Ereignis-
punkt ists> 1, da die Änderung dieser Relation das Zu-
standsereignis auslöst. Das Reibelement schaltet in den
Vorwärtsgleitzustand um, wobeiv ein Zustand ist, der
mit dem letzten Wertv = 0 initialisiert wird. Dav Zu-
stand ist, wirds über s := v+ 1 berechnet und ergibt
s= 1, d.h. die Relations> 1 wird wiederfalseund das
Reibelement schaltet zurück in den Haftzustand. Mit an-
deren Worten, es ist unmöglich vom Haft- in den Gleit-
zustand zu schalten. Diese Analyse ändert sich nicht,
wenn auch numerische Fehler berücksichtigt werden.

Wie schon erwähnt, ist zur Zeit nicht bekannt wie die-
se Problemeautomatischgelöst werden können. Wir ge-
hen deswegen pragmatisch vor und transformieren die
Gleichungen des Reibmodellsmanuell in eine leichter
verarbeitbare Form:

Wenn die Relativgeschwindigkeit verschwindet, kann
sich das Reibelement sowohl im Haft- als auch im Gleit-
zustand befinden (v gibt darüber keine Aussage). Die ak-
tuelle Konfiguration ergibt sich aus der Reibkraft und
der Beschleunigunga= v̇, siehe Bild 18, daa= 0 Haf-
ten und z.B.a > 0 Vorwärtsgleiten charakterisiert. Da-
mit kann das Reibelement beiv= 0 durch die folgenden
Gleichungen, einer Parameterdarstellung der Kennlinie
von Bild 18, beschrieben werden.

startFor = sa > 1;
startBack = sa < -1;
a = der (v);
a = if startFor then sa-1 else

if startBack then sa+1 else 0;
f = if startFor then f0 else

if startBack then -f0 else f0*sa;

Diese Gleichungen, zusammen mit der Gleichung des
Blocks (6.4), bilden wieder ein gemischt kontinuier-
lich/diskretes Gleichungssystem das an Ereignispunk-
ten gelöst werden muß. Wenn vom Gleiten in den Haft-
zustand geschaltet wird, ist die Geschwindigkeit klein
oder verschwindet beim Umschaltpunkt. Da die Ablei-
tung der Zwangsgleichung, d.h. ˙v = 0, im Haftzustand
erfüllt ist, bleibt die Relativgeschwindigkeit klein, auch
wenn die Gleichungv = 0 nicht explizit berücksichtigt
wird. Mit dieser bekannten Vorgehensweise bleibtv in
jeder Konfiguration ein Zustand und die Probleme mit
singulären Systemen werden vermieden.

Damit folgt, daßv klein ist, aber jedes Vorzeichen be-
sitzen kann, wenn vom Haft- in den Gleitzustand ge-
schaltet wird. Deswegen muß solange ”gewartet“ wer-
den, bis die Geschwindigkeit z.B. wirklich positiv ge-
worden ist, wenn in den Vorwärtsgleitzustand geschaltet
werden soll (man beachte, daß auch bei exakter Rech-
nung eine ”Wartephase“ notwendig ist, da beim Beginn
des Gleitensv = 0 ist). Da v̇ > 0 ist, wird dieser Fall
nach einer kurzen Zeitspanne auftreten. Diese ”Warte-
prozedur“ kann einfach mit dem endlichen Automaten
von Bild 19 beschrieben werden. Die beiden diskutierten
Darstellungsformen müssen jetzt nur noch kombiniert
werden. Hierzu wird definiert, daßstartFor und start-
Backnur true sein können, wenn sich das Reibelement
im Stuck-Modusv= 0 befindet. Zusammengefaßt ergibt
sich schließlich das folgende Modell des vereinfachten

a = v

f

f0

Beginn des Rückwärtsgleitens

Beginn des Vorwärtsgleitens

sa

sa

sa = -1
-f0

sa = 1

.

v = 0

Bild 18: Reibkennlinie beiv= 0.
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Backward Stuck Forward

v <= 0v >= 0

startBack and v < 0 startFor and v > 0

Bild 19: ”Wartephase“ beim Umschalten vom Haften ins Gleiten.

Coulomb Reibmodells von Bild 17:

// Teil vom gemischten Gleichungssystem
startFor = pre (mode)== Stuck and sa > 1;
startBack = pre (mode)== Stuck and sa < -1;
a=der (v);
a=if pre (mode)== Forward or startFor then

sa - 1 else
if pre (mode)== Backward or startBack then

sa + 1 else 0;
f= if pre (mode)== Forward or startFor then

f0 + f1*v else
if pre (mode)== Backward or startBack then

-f0 + f1*v else f0*sa;

// endlicher Automat zur Konfigurationsbest.
mode=if ( pre (mode)== Forward or startFor)

and v>0 then Forward else
if ( pre (mode)== Backward or startBack)

and v<0 then Backward else Stuck ;

Das gemischt kontinuierlich/diskrete Gleichungssys-
tem wird mit demjenigen Wert vonmode gelöst,
der beim Eintreten des Ereignisses vorliegt, also von
pre (mode) . Danach berechnet sich der neue Wert von
mode mit der letzten Gleichung, die eine direkte Über-
tragung des endlichen Automaten von Bild 19 darstellt.

Die erläuterte Vorgehensweise kann auch auf das all-
gemeinere Coulomb Reibelement von Bild 20 angewen-
det werden, bei der die Gleitreibkraft eine nichtlineare
Funktion ist und sich die Reibkraft unstetig vonfmax
nach f0 ändert, wenn vom Haften in den Beginn des
Vorwärtsgleitens geschaltet wird. Hierzu müssen (1) die
lineare Gleichung der Gleitreibkraft durch eine nichtli-
neare Beziehung und (2) die Gleitbedingungen durch

startFor = pre (mode)==Stuck and (sa > peak
or pre (startFor) and sa > 1);

startBack = pre (mode)==Stuck and (sa< -peak
or pre (startBack) and sa < -1);

ersetzt werden. Hierbei istpeak = fmax= f0� 1. Alle an-
deren Gleichungen können unverändert vom einfachen
Reibelement übernommen werden.

v

f

f0

s

s

s = -1-f0

s = 1

a = v

f

sa

sa

sa = -1

sa = 1

.

v = 0

-fmax s = -peak

fmaxs = peak fmax

sa = -peak

sa = peak

-fmax

Bild 20: Coulomb Reibelement.

v1

f1

u2(t)
f2

f2

v2

u1(t)

m2

m1

Bild 21: Zwei aufeinander gleitende Blöcke mit Reibung.

Als einfaches Beispiel zur dynamischen Kopplung
von Reibelementen sind in Bild 21 zwei aufeinander
gleitende Blöcke zu sehen, bei denen die Reibkräfte
f1; f2 wirken. An Ereignispunkten muß ein gemischt
kontinuierlich/diskretes Gleichungssystem der folgen-
den Struktur gelöst werden:

m1v̇1=u1+ f2� f1; v̇1=g1(s1 > 1; s1 <�1; s1)
m2(v̇1+ v̇2)=u2� f2; f1=g2(s1 > 1; s1 <�1; s1;v1)

v̇2=g3(s2 > 1; s2 <�1; s2)
f2=g4(s2 > 1; s2 <�1; s2;v2)

Da 4 Relationen vorliegen, müssen im ungünstigsten
Fall 24 = 16 Annahmen überprüft werden. Von diesen
sind nur 32 = 9 relevant, da z.B.s1 > 1 = true;s1 <
�1= true nicht gleichzeitig auftreten können.

6.5 Ausblick
In Teil 1–8 dieser Serie wurde eine Einführung in die
objektorientierte Modellierung physikalischer Systeme
gegeben und an einfachen Modellen demonstriert. Im
weiteren Verlauf der Serie wird die erläuterte Technik
bei komplexeren Anwendungen aus unterschiedlichen
Fachgebieten eingesetzt, und auf Eigenheiten bei der
Modellierung in der jeweiligen Disziplin eingegangen.
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7 Modellierung von Antriebssträngen

In Teil 1–8 dieser Serie wurde eine Einführung in die
objektorientierte Modellierung physikalischer Systeme
gegeben und an einfachen Modellen demonstriert. Be-
ginnend mit dem vorliegenden Teil 9, wird diese Tech-
nik bei komplexeren Anwendungen aus unterschiedli-
chen Fachgebieten eingesetzt, und auf Eigenheiten der
jeweiligen Disziplin eingegangen. Viele der diskutierten
Komponenten sind in der frei verfügbaren Basisbiblio-
thek von Modelica [76] enthalten und sofort einsetzbar.

Antriebsstränge sind 1-dimensionale, rotatorische
mechanische Systeme die im wesentlichen die mechani-
sche Energie zwischen einem Motor und einer Arbeits-
maschine übertragen und dabei eine gewünschte Über-
setzung von Drehzahl und Moment realisieren. Traditio-
nelle Modellierungsverfahren von Antriebssträngen sind
z.B. in [75, 73] beschrieben. Die objektorientierte Mo-
dellierung von Antriebssträngen [77, 74] erlaubt eine
flexiblere und mächtigere Vorgehensweise und stellt ge-
genüber den traditionellen Verfahren einen wesentlichen
Fortschritt dar, wie im folgenden beim Aufbau einer ge-
eigneten Bibliothek für Antriebsstränge gezeigt wird.

7.1 Schnittstellen
Der erste Schritt beim Aufbau einer Komponenten-

Bibliothek besteht in der Festlegung der Komponenten-
Schnittstellen. Die Schnittstellen einer Antriebsstrang-
komponente sindmechanische Flansche, siehe Zeile 1

von Tabelle 10. Als Schnittstellengrößen werden derab-
solute Drehwinkelϕ und dasSchnittmomentτ in einem
Flansch verwendet. Hierbei istϕ eine Potential- undτ ei-
ne Flußvariable. In jedem Flansch wird ein fest mit dem
Flansch verbundenesFlansch-Koordinatensystemdefi-
niert, wobei die z-Achse in Richtung der positiven Dreh-
richtung zeigt. Alle Vektoren von Schnittstellengrößen
werden im jeweiligen Flansch-Koordinatensystem ange-
geben. Wenn nur ein Koordinatensystem in einer Kom-
ponente aufgeführt ist (siehe Zeile 1 von Tabelle 10),
sind alle Flansch-Koordinatensysteme dieser Kompo-
nente hierzu parallel ausgerichtet. Aus diesem Grunde
zeigt z.B. das Schnittmomentτ1 vom linken Flansch in
Zeile 1 von Tabelle 10in den Flansch und das Schnitt-
momentτ2 vom rechten Flanschausdem Flansch. Ei-
ne Verbindungslinie zwischen zwei Flanschen bedeu-
tet, daß die beiden Flansche mechanisch starr verbun-
den sind, und daß insbesondere die beidenFlansch-
Koordinatensysteme deckungsgleichsind. Diese Defi-
nition und die sich hieraus ergebenden Konsequenzen
wurden schon in Teil 3 erläutert.

7.2 Grundelemente
In Tabelle 10 sind die wichtigsten Grundelemente von

Antriebssträngen aufgeführt, wobei die Komponenten-
Gleichungen in der rechten Spalte angegeben sind:
Trägheit:Trägheitsbehaftete Welle mit zwei Flanschen.

Die Gleichungen ergeben sich aus dem Drallsatz.
Feder:Elastizität einer Welle oder eines Getriebes.
Dämpfer:Lineare Dämpfung zwischen zwei Wellen

oder zwischen einer Welle und dem Lagergehäuse.
Lose:Lose und Elastizität bei einem Getriebe. Die Lose

wird nicht als eigenständiges Element definiert, da
ansonsten durch die mögliche direkte Verschaltung
mit zwei trägheitsbehafteten WellenStößeauftreten
können, die mit der vorgestellten Methodik (noch)
nichtautomatischabgehandelt werden können.

Lagergehäuse:Wird verwendet um eine Welle auf
einen festen Drehwinkel zu fixieren oder um ein
Kraftelement (Feder, Dämpfer, etc.) zwischen einer
Welle und dem Gehäuse anzubringen.

externes Moment:Ein Eingangssignalu(t) (z.B. Stell-
größe eines Reglers) wird als externes Moment auf
einen Flansch geschaltet.

Drehzahlsensor:Die Drehzahl eines Flansches wird
in ein Ausgangssignaly(t) umgewandelt. Entspre-
chend können Drehwinkel, Winkelbeschleunigung
und Schnittmoment im Flansch in ein Ausgangssi-
gnal umgewandelt werden.

at – Automatisierungstechnik 48 (2000) 0c
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7.3 Einfache, ideale Getriebe
Im unteren Teil von Tabelle 10 sind einfache, ideale

Getriebe aufgeführt. Durch entsprechende Verschaltung
mit den Grundelementen (z.B. mit ”Trägheit“, ”Elasti-
zität” und ”Lose“) können realistische Getriebemodelle
aufgebaut werden. Ideale Getriebe sind Übertragungs-
elemente, bei denen die Energie verlustlos übertragen
wird und die Drehzahl in einem bestimmten Verhältnis
geändert wird. Zur Ableitung der entsprechenden Glei-

Schnittstelle

Schnittstelle
ϕ 1 ϕ 2

zτ 1 τ 2

�1 = τ1 �ez
�2 = τ2 �ez
!1 = ϕ̇1 �ez
!2 = ϕ̇2 �ez

Grundelemente

Trägheit
ϕ 1 ϕ 2

z
τ 1 τ 2

J: Trägheitsmoment
ϕ1 = ϕ2
ϕ̇1 = ω1

J � ω̇1 = τ1+ τ2

Elastizität

ϕ
1

τ
1

ϕ
2

τ
2z

c: Federsteifigkeit
0 = τ1+ τ2

τ2 = c� (ϕ2�ϕ1)

Dämpfung

ϕ
1

τ
1

ϕ
2

τ
2z

0 = τ1+ τ2
∆ϕ = ϕ2�ϕ1
τ2 = d �∆ϕ̇

Lose ϕ
1

τ
1

ϕ
2

τ
2z

2ϕ
b

0 = τ1+ τ2
∆ϕ = ϕ2�ϕ1
τ2 = if ∆ϕ > ϕb then

c� (∆ϕ�ϕb)
else if∆ϕ <�ϕb then

c� (∆ϕ+ϕb)
else0

Lager-
gehäuse

ϕ
τ

ϕ0: Gehäuse-Lagewinkel
ϕ = ϕ0

externes
Moment

ϕ

τ
u u: Eingangssignal

τ = �u

Drehzahl-
Sensor

ϕ
τ

y

ω
y: Ausgangssignal
y = ϕ̇
τ = 0

ideale Getriebe

Stirnrad-
getriebe

ϕ 1

τ 1

ϕ 2

τ 2
z

i: Getriebeübersetzung
ϕ1 = i �ϕ2
0 = i � τ1+ τ2

Standard-
Planeten-
getriebe ϕ s

τ s

ϕ h

τ h

zϕ tτ t

H o h l r a dS o n n e

zs: Zähnezahl Sonnenrad
zh: Zähnezahl Hohlrad

i = zh=zs
(1+ i) �ϕt = ϕs+ i �ϕh

τh = i � τs
0 = τt +(1+ i) � τs

Differential-
getriebe

ϕ 0

τ 0

ϕ 2 τ 2

τ 1ϕ 1

ϕ0 = (ϕ1+ϕ2)=2
0 = τ1+ τ0=2
0 = τ2+ τ0=2

Tabelle 10:Bibliothek von Antriebsstrang-Komponenten.

chungen müssen zuerst die Beziehungen zwischen den
Flanschwinkeln auf Grund kinematischer Überlegungen
ermittelt werden (siehe nächster Abschnitt). Die Bezie-
hungen zwischen den Schnittmomenten in den Flan-
schen ergeben sich dann aus dem Energiesatz. Dies wird
exemplarisch am Standard-Planetengetriebe (siehe Ta-
belle 10) gezeigt:

Da im idealen Planetengetriebe keine Energie gespei-
chert oder in Form von Wärme in die Umgebung ab-
geführt wird, muß die Summe der in die Komponente
fließenden Energien verschwinden, d.h.

0 = P (= dE=dt)
= ϕ̇s � τs+ ϕ̇t � τt + ϕ̇h � τh

= ((1+ i)ϕ̇t� iϕ̇h) � τs+ ϕ̇t � τt + ϕ̇h � τh

= (τt +(1+ i)τs) � ϕ̇t +(τh� iτs) � ϕ̇h (6.1)

Die beiden Drehzahleṅϕt ; ϕ̇h können unabhängig und
beliebig voneinander eingestellt werden. Damit die Ge-
samtleistungP(t) immer verschwindet, müssen deswe-
gen die Vorfaktoren in (6.1) verschwinden. Dies führt
auf die Gleichungen von Tabelle 10:

0 = τt +(1+ i) � τs; 0 = τh� i � τs (6.2)

7.4 Ideale Planetengetriebe
Es gibt eine Vielzahl unterschiedlicher und komple-

xer Planetengetriebe, so daß es unkomfortabel wäre, für
jeden denkbaren Typ die Gleichungen manuell abzu-
leiten. Es ist jedoch möglich praktisch jedes denkbare

Außen-
Außen
Verzahnung

ϕ 1τ 1

ϕ 2 τ 2

z

ϕ 0 τ 0

zj : Zähnezahl Radj
i1 = z1=(z1+z2)
i2 = z2=(z1+z2)

ϕ0 = i1 �ϕ1+ i2 �ϕ2
0 = τ1+ i1 � τ0
0 = τ2+ i2 � τ0

Außen-
Innen
Verzahnung

ϕ 1τ 1
ϕ 2

τ 2
z

ϕ 0τ 0

zj : Zähnezahl Radj
i1 = z1=(z2�z1)
i2 = z2=(z2�z1)

ϕ0 = i2 �ϕ2� i1 �ϕ1
τ1 = i1 � τ0
0 = i2 � τ0+ τ2

Planeten-
radsatz

z

Ravigneaux-
getriebe

z

Tabelle 11: Bibliothek von idealen Planetengetrieben.
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Planetengetriebe mit Hilfe von zwei Basiskomponen-
ten aufzubauen (siehe die beiden ersten Zeilen in Tabel-
le 11): (1) Einer Außen-Außen Verzahnung und (2) einer
Außen-Innen Verzahnung. Dies wird in den beiden un-
teren Zeilen von Tabelle11 exemplarisch demonstriert:

Beim ”Planeten-Radsatz“ wird das Planetenrad so
aufgebaut, daß der Eingriff mit dem Sonnenrad und
dem Hohlrad zu unterschiedlichen Wälzkreisen am Pla-
netenrad führen kann, wie bei modernen Lastgetrieben
üblich. Dies entspricht zwei fest gekoppelten Planeten-
rädern mit unterschiedlichen Radien (siehe rechte Spal-
te von Zeile 3 in Tabelle 11). Das Ravigneauxgetriebe
wird häufig als Kern eines 3- oder 4-gängigen Automa-
tikgetriebes in Fahrzeugen verwendet und besteht aus
2 Sonnenrädern, 2 Planetenrädern und einem Hohlrad
(siehe z.B. [72]). In der rechten Spalte von Tabelle 11
wird gezeigt, wie dieses Getriebe durch geeignete Ver-
schaltung von 3 Außen-Außen Verzahnungen und einer
Außen-Innen Verzahnung modelliert werden kann.

Die Ableitung der Gleichungen der Außen-Außen
Verzahnung soll kurz skizziert werden: Die benötigten
Hilfsgrößen sind in Bild 12 definiert. Es wird die be-
kannte Formel benötigt, um die absolute Geschwindig-
keit vP eines Punktes P aus der absoluten Geschwindig-
keit vB eines Bezugspunktes B aufdemselbenKörper,
der absoluten Winkelgeschwindigkeit! dieses Körpers
und des OrtsvektorsrBP von B nach Q zu berechnen:

vP = vB + !� rBP (6.3)

Anwenden von (6.3) auf die PunkteP1;P2;P3 in Bild 12,
sowie Berücksichtigung der geschlossenen Vektorkette
der OrtsvektorenR1; r1; r2;R2 führt auf:

R1+ r1 = R2+ r2 (6.4a)
v1 = !0�R1 (6.4b)
v2 = !0�R2 (6.4c)
v3 = v1+!1� r1 = v2+!2� r2 (6.4d)

Einsetzen von (6.4a–6.4c) in (6.4d) ergibt:

!0� (r2� r1)+!1� r1 = !2� r2 (6.5)

Werden die Vektoren im Koordinatensystem vom Ge-
trieberad 2 (siehe Bild 12) angeschrieben, d.h.

!0 = ϕ̇0 �ez; !1 = ϕ̇1 �ez; !2 = ϕ̇2 �ez;
r1 = r1 �ex; r2 = r2 � (�ex)

(6.6)

ω
2

R1

ex

ey

r 2

r 1ω
1

ω
0

R2

Träger

Rad 2

Rad 1

ez

b

P1

P2
P3

Bild 12: Bezeichnungen der Außen-Außen Verzahnung.

in (6.5) eingesetzt und einmal integriert folgt

(r1+ r2) �ϕ0 = r1 �ϕ1+ r2 �ϕ2 (6.7)

Sei z1 die Zahl der Zähne von Rad 1,z2 die Zahl der
Zähne vom Rad 2 undb die Breite eines Zahnes und ei-
ner Zahnlücke am Wälzkreis, dann gilt für den Umfang
der beiden Getrieberäder:

2πr1 = z1 �b; 2πr2 = z2 �b (6.8)

Auflösen dieser beiden Gleichungen nachr1 bzw.r2 und
einsetzen in (6.7) ergibt schließlich die gesuchte kine-
matische Beziehung zwischen den Drehwinkeln und den
Zähnezahlen:

(z1+z2) �ϕ0 = z1 �ϕ1+z2 �ϕ2 (6.9)

Wie im vorigen Abschnitt gezeigt, können dann aus dem
Energiesatz die Beziehungen zwischen den Schnittmo-
mentenτi abgeleitet werden. Man beachte, daß (6.9) ge-
eigneter ist als (6.7), da die Zähnezahlen eines gegebe-
nen Getriebesexaktdurch Abzählen bestimmt werden
können, während die Wälzkreisradienr1; r2 nur im Rah-
men einer gewissenToleranzermittelbar sind.

7.5 Reibelemente
Bei Antriebssträngen gibt es eine ganze Reihe von

Komponenten, die in unterschiedlicher Weise Coulomb-
Reibung enthalten, wie z.B. Lagerreibung, Zahnflanken-
reibung (= Reibung zwischen Getriebezähnen; führt auf
lastabhängiges Verlustmoment), Kupplung, Scheiben-,
Trommel- und Band-Bremse. Ein Freilauf läßt nur eine
Drehrichtung zu und führt zu vergleichbaren Modellie-
rungsproblemen wie bei der Reibung. Eine detailliertere
Beschreibung dieser Komponenten ist aus Platzgründen
nicht möglich. Alle Elemente basieren jedoch auf dem
im Teil 8 ausführlich erläuterten Basis-Reibelement. Ex-
emplarisch wird am Beispiel einer Reibkupplung ge-
zeigt, wie die Gleichungen aus dem Basis-Reibelement
abgeleitet werden können:

Die translatorischen Größen (f ;v) werden durch
die entsprechenden rotatorischen Größen (τ;ω) ersetzt.
Über einen zusätzlichen Signaleingang wird die Anpreß-
kraft fN der Kupplungsscheiben zugeführt. FürfN � 0,
wird das Reibelement ”abgeschaltet“. Dies wird in den
Gleichungen durch eine zusätzliche Bedingungif off
then . . . erreicht. Das Reibmomentτ2 berechnet sich

s = 1

ϕ 1 ϕ 2

z

ω

s

ss = 0

µ
τ 1 τ 2

u  ( =  f N )

f N > 0
f N < = 0

ϕ = ϕ2�ϕ1
ω = ϕ̇

off = fN � 0
τ2 = µ� fN �cgeo
τ1 = �τ2
ω̇ = if off then sa else if pre(m)

== Forward then sa�1 ...
µ = if off then 0 else if pre(m)

== Forward then µ0+µ1(ω) ...
m = if off then Freeelse if ...

startFor = pre(m) == Stuckand (sa...
startBack= pre(m) == Stuckand (sa ...

Tabelle 12: Reibkupplung (”...“ bedeutet: siehe Teil 8 dieser Serie).
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Bild 13: Objektdiagramm des Automatikgetriebes ZF 4HP22.

als Produkt der AnpreßkraftfN, des Reibkoeffizienten
µ und eines Geometriefaktorscgeo. Statt der Reibkraft
f von Teil 8, wird hier die Kennlinie vonµ als Funkti-
on der Relativdrehzahl angegeben. Der Geometriefaktor
cgeo berücksichtigt den Kupplungsaufbau. Besteht die
Kupplung z.B. ausn Reibflächen mit jeweils einem In-
nenradiusri und einem Außenradiusra gilt unter der An-
nahme gleichmäßigen Tragens der Kupplungsscheiben

cgeo = n � (ri + ra)=2 (6.10)

Die Bedingungen für die Bool’schen VariablenstartFor
und startBackbleiben gleich, während bei der Mode-
Variablenm noch die Abschaltung der Kupplung be-
rücksichtigt werden muß.

7.6 Anwendungsbeispiel: Automatikgetriebe
Mit den beschriebenen Bibliothekselementen kann

beispielsweise ein Simulationsmodell für die Dynamik
der Schaltübergänge in einem automatischen Fahrzeug-
getriebe aufgebaut werden. Dieses besteht aus Plane-
tenradsätzen, elektrohydraulisch angesteuerten Schalt-
elementen wie Kupplungen und Bremsen sowie Freiläu-
fen [72]. Um die tatsächlichen Drehmomentverhältnis-
se am Getriebeein- bzw. ausgang korrekt nachzubilden,
muß das Modell auch die Komponenten Motor, hydro-
dynamischer Drehmomentwandler, Differentialgetriebe,
Fahrzeuglängsdynamik (Fahrzeugträgheit und Fahrwi-
derstände) sowie die relevanten Funktionen der elektro-
nischen Steuerungen von Motor und Getriebe enthalten.

Bild 14 zeigt den schematischen Aufbau des Vier-
ganggetriebes ZF 4HP22 [72] (Ci sind Kupplungen

Gang C4 C5 C6 C7 C8 C11 C12

1 x x
2 x x x x
3 x x x x
4 x x x x
R x x x

C4

C5 C6 C7 C8
C11

C12

Bild 14: Getriebeschema des Automatikgetriebes ZF 4HP22.

bzw. Bremsen), Bild 13 das entsprechende Objektdia-
gramm (ein Bildschirmabzug des Programs Dymola
[70]). Dank akausaler, objektorientierter Modellierung
entspricht nicht nur jeder Baugruppe des Getriebes ge-
nau einer Komponente im Simulationsmodell sondern
auch die Verbindungen der einzelnen Baugruppen sind,
anders als bei einer signalorientierten Modellierung, in
der Schemazeichnung und in dem Simulationsmodell
identisch. Dies ermöglicht auch bei strukturvariablen
Systemen (das Beispiel hat 7 Kupplungen/BremsenCi
und damit 27 = 128 mögliche Strukturen und 37 =
2187 unterschiedliche Schaltzustände) die Wiederver-
wendung der Modellkomponenten im Simulationsmo-
dell eines anderen Getriebes ohne jede Modifikation,
was mit anderen Modellierungsmethoden nicht möglich
ist. Gleichzeitig ist diese Modellierung bei Verwendung
eines geeigneten Simulationsprogramms [70] so effizi-
ent, daß sie auch für Echtzeitanwendungen problemlos
verwendet werden kann [78, 71].
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