Funcoes de Bessel




Coordenadas Cilindricas circulares:
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Simplificando...
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M) Método de Frobenius




Equacao de Bessel
de ordem m

d*y dy
x2m+xa+ (x2 —m?)y =0




d’y dy
2 2 2)y =
X 5+ X x+(x m?)y =0

Procurar solucoes do tipo Séries de Poténcias:

00)

y() = ) apxkre

k=0

Equacao indicial

k=0 — ao[oc(oc—l)]+a—m2]:0
a,Z0 > a,=m e a,=-m
k=1—> ai[(a+1)2-—m?| =0

a,#0 > a,=1+me a,= 1I-m — Escolhe-se a,=0




Relagao de recorréncia, a,#0 ea=m
1

Qe = - (k+a)?—m? Ak~2
T, = (-1)Mm! .
2k T T g2k Ri(k+m)! O ap= (2™ml)~*
Qo = (D™
2k 22Kk+Mp1(k+m)!
Primeiya solugcdo para equagao de Bessel (para v = m inteiro)
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yl(x) = ]m(x) — k' (k +m)! 5
k=0

J, € afungdo de Bessel de 1°. espécie e ordem m

Esta série converge para todo intervalo finito; J, (x)
esta definida para todo valor de x real ou complexo



In(X)
1 Jo

A fungao nao tem problema de convergéncia
para qualquer valor de x.




A ovutra solugdo para o = - m é:

T A

k=0

Seriam as solugoes J, (x) e J_,(x) solugoes

linearmente independentes (LI)?




Para obter as solugoes LI deve-se calcular o
wronskiano destas solugcoes:

Chamamos de fungdes linearmente independentes, duas funcgdes y;(x) e y,(x)
que satisfazem

Ciy1(x) + C,y,(x) =0 para todo x ,se e somentese C;, =C, = 0

em outras palavras, ndo podemos escrever y,(x) = Cy,(x), C # 0.

Se fosse possivel escrever y,(x) =Cy,(x), C#0 as 2 solugbes seriam
linearmente dependentes e teriamos o sistema de equacdes diferenciais

y2(x) = Cy;(x)

l _d_)’)
Y, (%) = Cy1(x)

(==

cuja solucgéo é y1(0)y;(x) = y1 () y2(x)

y1(x)  y2(x)

Wiy (), y ] = WG = |0, 03 Jro

= y1(0)y2(x) = y1(0)y.(x)  (5)

da equacdo (5) vemos que se y;(x) e y,(x) sdo linearmente independentes
entdo, W(x) # 0




sen(mr)

W(jm ;]—m) = —2 X

v Sem=n éinteiro - J (x) el (x) - ndo sdo LI, pois
W = 0. E: J-m(x) = (=1)"[3n(x)

v Se m =v nao é inteiro —» J (x) e J (x) sdo LI



I Segunda solu¢cao para equacgao de Bessel
(para v = m inteiro)

Como: WUm J—m) = —2

sen(mm) 0
X

Precisamos procurar uma solugao que seja Ll de J_(x)

\ 4

Funcoes de Bessel de segunda espécie ou
Funcoes de Neumann

Jy(x)cos(vm) —J_,(x)

sen(vm)

y2 (x) = N,(x) =

N, (X) € solugdo da equacéo de Bessel para v _néo inteiro,
pois e uma combinacgao linear de J e J_,, que sao
solucoes LI .
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A fungao N, (x) diverge se x pequeno, para todos os valores de m.




I E para v = n ( n inteiro) também é solugdo
(questao de féllll © ).
Jy(x)cos(vm) — J_,(x) P

Ny (x) = sen(vr) N(X) =Y (X)

Pode ser mostrado que para qualquer valor de v inteiro ou nao, que:
2 n
WUHJNH) — a e N—n(x) — (_1) Nn(x)

Assim, a solugcao mais geral da equagao de
Bessel sera:

y (x) = AJ,(x) + BN,,(xX) —> Para qualquer valor de v

Particularmente, para v nao inteiro:

v J(x) el (x)sdoll — > y(x)= AJ,(x)+ BJ_,(x)



Equacao de Bessel
Modificada

d’y  dy
dez | X x2+m?)y =0

X




dz}' dy
2 2 _

Primeira solugcao para equacgao de Bessel Modificada
(para v = m inteiro)

- 1
In (%) = ;k! (k + m)! (;)

Funcao de Bessel modificada de 1a. Espécie e ordem m

.1’,'2

2k+m

Existe uma relagéao entre 1_(x) e J..(x) dada por:

In(x) — (_i)n ]n(ix)
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A fungao I (x) diverge se x cresce para todos valores de m.




Funcao Geratriz para n inteiro

Bessel :

GpRessel(x,t) = exp [; (t — %)] = z Jan(x) t"

Bessel Modificada:

X
G Bessel Mod = €XP [E (t + %)] — Z I,(x) t"



Relacoes de recorréencia para
as funcoes de Bessel

T () + Jnp1 (%) = Zx—"ln(x) G
Jna() = Jnia(® = 2, &
Ja-1(x) = gln(x) + Jn(x)

Jns1(x) = gln(x) — Jn(x)

d
Tn (X, ()] =x"Jp_1(x)

d
Ix x T (x)] =—-x""Jp1(x)



Relagoes de recorrencia para as
funcoes de Bessel Modificadas

I 1(x) —I,_1(x) = 2I,(x)

L) = Lt (0 + 2L @)

L@ = I (0) = Z1,()

L1 (0~ Ly (0 = 1,0




Segunda solugcao para equacao de Bessel
Modificada (para v = m inteiro)

ml_,(x)—I,(x)

Y2 (x) = Kv(x) — E sen(vn)

$

Funcoes de Bessel Modificada de segunda
espécie

K, (X) e solucéo da equacédo de Bessel para v _nao
Inteiro, pois € uma combinacéo linearde J e J_,,

que sao solucoes L1 . I.(x) = (—=i)"], (ix)
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A fungao K, (x) diverge se x pequeno, para todos os valores de m.



Resumo

Equacdao de Bessel de ordem m

24y, dy
S tx—+(x*—m?)y=0
¥ a2 Max ( )y

17. espécie

Lt (_l)k x 2k+m
Y1(¥) = Jm(x) = Z k! (k +m)! (i)
k=0

27 espécie

Jy(x)cos(vm) — J_, (x)

sen(vm)

y2(x) = N,(x) =

Solugcao Geral

y (x) = AJ,(x) + BN, (x) — Para qualquer valor de v

y(x) =AJ(X) + BJ_(X) — Somente para v nio-inteiro




Resumo

Equacdo de Bessel Modificada
de ordem m

d* d

EE{-i-xd—i—(xz-fmz)y:O

1%. espécie
2k+m

y1(0) = () —Zk,(“m),( )

27 espécie
‘»'Tf-v(x) I, (x)
yz (x) ‘I-F(x) sen(m)

Solucao Geral

y (x) = CI,(x) + DK,(x) — Paraqualquer valor de v

y(x) =Al(x) + Bl (X) — Somente para v nio-inteiro




I Resumo
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Equacdo de Bessel de ordem m |42 H + xd_y +(x2-m?)y=0
dx? dx
1°. espécie 2%, espécie
_ _ N\ (CDF oz zhem Jy(x)cos(vm) — ], (x)
Y1(2) = () = ; Harmi@) (@ =M@=
y (x) = A]v(x) + BN, (x)
Equacdo de Bessel Modificada - d’y  dy - 2\
de ordem m AT +m*)y=0
1%. espécie 2% espécie
= 1 x\2ktm wl_,(x)—1I,(x)
Y1(x) = I,y (x) = ;k! (k + m)! (E) y2 () = Ky(x) = 2  sen(vm)

y (x) = C‘rv(x) + DK, (x)
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