Resolucao das equacgoes

Equacao de Difusao (calor) (1D)

Equagao de ondas (corda
vibrante) (1D)

Equacao de Laplace (2D)

- Difusao térmica em estado estaciondrio (2D e 3 D);

- Fungao potencial de uma particula livre no espaco sob
acao de forgcas gravitacionais;

- Eic



Equacao de Laplace
(2D)

Equacao do Potencial




Problema VZ2u=0 ou Au=20

Independente do tempo — ndo tem condicgodes Iniciais!
Em 2D : 4 condicOes de contorno, uma para cada fronteira (2
para cada dimenséo)

’u 9*u

0 x? +6y2 =0

Condic0Oes de contorno

1) Sobre a funcao u(x,y) - Problema de Dirichlet

2) Sobre as derivadas Au/ck e Auldy — Problema de Neumann



I Resolucao: Problema de

Dirichlet em um retangulo
Problema Matematico

yl
u(x,b) =0

(0,y) =0 u(a,y) = f(y)

0 u(x,0)=0 a
Condicdes de contorno para o retangulo0<x<a e0<y<bh:

ux,0)=0 e u(lx,b) =0 para 0<x<a

u(0,y) =0 e u(a,y)=f~y) para 0 < y< 0



Separacao de variaveis: u(x,y) = X(x) Y(y)

1d2X  1d%Y

Xdz~ vayr

A é a constante de separacéo e chega-se as EDOs:

d”X AMX =0
dx? -

d*Y

d_yZ-I-AZY:O

:> X(x) = A.cosh Ax + B.sinh Ax

> Y(y) = C.cosAy + D.sin Ay




Aplicando as CC (y):

u(x,y) = X(x) ¥(y)

u(x,0)=0->Xx).Y(0)=0->Y(0)=0
ulx,b) =0 >Xx).Y(b)=0->Y(b) =0

Y(y) = C.cos Ay + D.sin 1y

Y(0)=0 == Y(0)=C.cosA0+D.sinA0=C =0
Y(y) = D.sinAy

Y(b) =0 —— Y(B)=D.sinlb=0 == Ab=nn

A:% — Y(y)zD.sinnbﬂ



Aplicando as CC (x):

u(x,y) = X(x) Y(y)

u(0,y) =0—->X0).Y(y)=0 - X(0)=0

X(0)

= A.coshA0 4+ B.sinhA0=A4=0 e
nmx
X(x) = B.sinhT
nm
Como: Y (y) =D.sinTy
nmwx nmy

=)

X(x) = A.cosh Ax + B.sinh Ax

¥

X Sin ——

u,(x,y) =A, xsinh A A



A solucdo geral é a superposicdo linear
de todas as solugoes u, e agora resta
apenas a constante A, para ser
determinada.

co

. nmx  nmy
u(x,y) = ) A, xsinh 5 X sin -

n=0

Resta a Ultima condicdo de contorno
a ser aplicada:

u(a,y) = f(y)

— . nma = nmy
u(a,y) = z A,, xsinh A X smT = f(y)
n=0




. onmx | nmy
u(a,y) = ) Ap ><sth xsin—-= = )
- nmna —
f(y)ZEAn ><smh—><sm— B, Sln—

n=0
fFO) = ) By sin—> \ /

Independe de y

\ g

- . nra
Serie de Fourier: B, = A, sinh—— = f f(y) smTy dy




Logo:

. onmx | nmy
u(x,y) = Z A,, xsinh X Sin ——
4 b b
Determina-se A, por:
nma
A, smhi = f f(y) sm—ydy

E assim u(x,y) fica determinada,
dependendo do que € a funcdo

fly).




Exemplo para f(y) =y




Para determinar a solugao final da
equacao de Laplace em 2D em
coordenadas cartesianas com as CC
apresentadas, é preciso determinar A, a

partir de f(y) =:

(0.0]
. nmx  nmy
ux,y) = A, xsinh —— x sin ——
b b
n=0
A, sinh @= ff(y)sm—ydy
1 2 (Y nmy
A, = Tmabf y.sdey

sinh 2




1 2 (° nmy
A, = nnax_xf y.sin——dy
sinhT b J b

niy 2 b?

b

b
b
T — (1Y — —_(_1\n+1
foy.sm dy 'mr( 1) 'mr( 1)

1 2 b? 2b (=)t
A, = X— X —(—1)n+1 :> A, =
" Sinhm b nm Toom ’nsinhm
b b
Finalmente
i o]
2b (—1)" . nmx  nmy
u(x,y) =— oS p X sin 7

T nh
e Usinl 7



Exemplo para:

= para
fy) = 2 S i

Com:a=3 e b=2

.
IA IA

e A -

IA A

N =



sin(nm/2)

Neste caso: A, =
272
nn Sinh—3gm
8 = 1 sin(nmt/2) nmx  nmy
u(x,y _?an 37 xsinh p xsmT

n=0 Sil’lhT

Grafico de u(x,y) paran =20

10 L4

4
-
b
-

i

Curvas de nivel de u(x,y)

u=0




I Resumo: Laplace coordenadas

retangulares em 2D Problema de Dirichlet
’ u(x,b) =0
0*u N ’u b
2 2
0x* Oy 2(0,y) = 0 u(a,y) = f)
u(x,y) = X(x) Y(y) 0 » x
0 u(x,0) =0
d*X nmx

Fro i MX=0 =) X(x)=Acoshix+B.sinhix X(x)=B. sinh——

/ cC
d*Y Y(y) = D.sin—
nm

——+22Y =0 =) Y(y)=C.cosAy+ D.sinldy b
/ A=

nmx nn
u(x,y) =Z A, xsinh b xsinTy = u(a,y)=f(y)

. Nna nmy nma
f(V):ZAn xsinh b xsmT com Ay smh—— bJ f) sm—dy




Resolucao:
Eq de Laplace em um circulo

s a[ Guj 1 Su
Vu=- 4 +——
ror\. or) r°- o6

—

Upp + — Uy + —Ugg = 0.
| r r

0%u _a_u_ _azu
~or’ 100 T g2

r<a

Para r <a e u(a0)=f(0)

f(6) ¢ uma funcdo dadaem 0 <@ <2«
u(r,8) € periodica de periodo 2z e finita em r=0




Separacdao de variaveis: u(r,d = R(r) & 6);
Substitui as derivadas parciais de u(r,d) na equacao
de Laplace abaixo:

lg[rau]+ 1 Cu -0
ror\ or) rtogt

d2R+1dR®+ 1 Rd2®_0
dr? rdr r2" dez

Multiplica por r?e divide por R @

r*d?R rdR 1 d*®

Rdr? Rdr = © do2




r2d?R rdR 1d?0

—— Y —— = ——

R dr? Rdr O db?

Separando as equacdes em R e @

,d°R  dR
r-—= +r——AR=0
dr dr Singularidade
para r=0
d*®
W + A0 =0

E possivel mostrar que u(r,8) é periodica de periodo
27, somente se A for um numero real.

Estudaremos os casos: A <0, 4 =20




As condicoes que permitem
resolver este problema sao:

1) A funcao ©(0) deve ser periodica no circulo,
ou seja: 0(0) = 6(2r);

2) A funcao R(r) deve ser finita parar — 0;

3)/Além de : u(a,9) = f(6)

2dZR+ R _AR=0
T T ar B

d“®

W+)l®=0




Recordacao: Equacao de Euler

d*y dy
2 __ 7 =
X dx2+ocxdx+ By =0

Procurar solucdes do tipo: y = X"; deriva-se e substitui-se na
equacao EQD, chegando-se &:  yr/y—1)+ar+B]=0
As raizes para r sao:

C—(a-1+(a—-1)2-4p
— > ,

i

r,#r,ereais r,=r, reais r, # r, complexas
r,=a+ib; r,=a-ib

y(x) = ¢, X+ ¢,x?  y(X) = (¢, + c,Inx). x? y(x) = c,e2 cos(b.Inx)
1 2 1 2 1

+ c,e2 sen(b.Inx)



Estudo dos valores de A:

d2®+/1®—0 2GEZR+ aR AR =0
462 - L -

1)SeA<0 -5 A =-p2

2
d_(;) — 120 =0 = O(0) = ¢y eMf + c e HP
db

c,=¢c,=0 |:> A <0 ndo é solugcdao




Estudo dos valores de A:

d*® d’R  dR

—4+ A =0 y i _ —

402 r d'r2+rd'r A R=0
2)SeA=0

gﬂgzzo Jd*R  dR

d92 TW_I_TE_O

O0) =c1+c,0 60)= 027 £ ¢,=0 ) O(0)=cq

d?R dR _
2 = Eq. De Euler: R(N=(c + ¢, . Inr)
ri3 +r 7 0 IZ:> g

c,=0 |:> R(r)=c,

u,(r,0) = u,(r,0) = constante




Estudo dos valores de A:

‘ﬂ®+x ®=0 2wm+-dR A R=0
402 - T a2 T ar -

3)SeA>0->A=p2
d?e

W-I_ We=0 £ @) = ¢4 cos U + c, sin ub

O(0) = @(272’)|:> ¢, cos u0 + ¢, sinu0 = ¢4 cos u2m +c/41nu2n

cospu2m = 1 |:> U =n IZ> ®(6) = ¢, cosnb + ¢, sinnb
n=1,2,3
d*’R  dR
P2 4 r——n2R=0 5> R@) =k r+kr"
dr? dr
Parar — 0 tém-se que k, =0 IZ> R(r) =k;r"




Finalmente: u(r,8) = R(r) &(6)

A>0eA=n? Ar=0
®(0) = ¢, cosnb + c, sinnb ) = ¢,
R() =k, R=c.

u,(r,0) =0,(0) xR, (r)=r"(c, cosnb + k,, sinnh)

u(r,0) = Z u,(r,0)

0.0)
&
u(r,0) = ?O Z r*(c,, cosn + k, sinn6)

n=1



C
u(r,0) = 70 + Z r"(c, cosnb + k, sinnf)

Mas: u(a,0) = f(0)

f(0) = ?0 Z "(c,, cosnb + k,, sinnd)

n:

Onde

1 21
ac, = —[ f(6) cosnb db
TJo

1 2T
ak, = E[ f(8)sinnb do
0




Exemplo: f(0) =0(n—0)

(00)

u(r,0) = il Z r"™(c, cosn@ + k,, sinnf)

2

n=1

Com:

1 2T 1 2T
= —f f(6) cosnb db a”kn = —j f(0)sinnb db
T J, TJo

Substituindo-se f(0):

21
= f 0(n—6) cosnd db

k,

2T
f 0(n—0) sinné do

na”



Para calcular as integrais a tabela de
integrais pode ser Util:

1 xr .
x cos axdxr = — COs ax + —sinax
a a
5 2xcosar a’x®—2 |
xr” cosaxdxr = > + = sin ax
a a

5 . 2 — a’x? 21 sin ax
x° sin axdx = 3 cos ax + 5
a a

. T CcOoS ax sin ax
T sin axdxr = — -+
a a?




