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Classificacao linear ,
VAMOS COMECAR ASSUMINDO QUE HA
DUAS CLASSES LINEARMENTE SEPARAVEIS

* Achar uma reta que separe (classifique) duas
categorias




Classificacao linear

* Achar uma reta que separe (classifique) duas
categorias

D(x) = sign(v'x + a)

3
o e the decision border:
&

o vix+ta=0




Classificacao linear

* Mas muitas solucoes seriam possivelis...
* E necessario definir o problema melhor

D(x) = sign(v'x + a)

the decision border:

’ vVix+ta=0




Maximizacao da margem
(para maximizar a generalizacao)

Fronteira de decisao: ﬁ(\f_, a) — {x c R ! vix+a= 0}

Maximizacao da margem (n objetos de treinamento):

in_ dist(x;, A(v.
max I_g{'n{?n] ist(x;, A(v, a))
————
margin: m

"

max m

V.a

with min |v'x; +a] > m
i=1,n

\

\

Se o minimo é maior que m, entdo todos os outros sdo também.
O problema ainda esta mal definido:

Se (v, a) € uma solucgao, (kv, ka) também é para qualquer k real >=0



Maximizacao da margem

max m
u?a . ” . ~n .
with  min \VTX; +al>m Obs: m >= 0, pois € uma distancia
i=1,n
Iv[[* =1
y. € de que lado o ponto (vetor) esta, ou seja,
max m
V.a
q with yi(vix;+a)>m, i=1:n
Ivi|* =1

\
Dividindo por m e fazendo uma mudanca de variaveis:

w=% b=z = |w|="1
(max m Cmin [l
w.b w.b
§ with yj(w'x;+b)>1 ;i=1.n \ with yj(w'x; +b)>1
\ and m= It}fll \ I=1,n



Maximizacao da margem

max m
u?a . ” . ~n .
with  min \VTX; +al>m Obs: m >= 0, pois € uma distancia
i=1,n
Iv[[* =1
y. € de que lado o ponto (vetor) esta, ou seja,
max m
V.a
q with yi(vix;+a)>m, i=1:n
Ivi|* =1

\
Dividindo por m e fazendo uma mudanca de variaveis:

w=2 b=2 = |w|=1]
([ max m [ min [jw]|?
w.b w.b
§ with yi(w'x; + b) > \ with yj(w'x; +b)>1
\ and m= It}fll \ I=1,n



SVM € a solucao do seguinte
problema: (formulacao primal)

Seja {(x, y), 1 =1, ..., n} um conjunto rotulado de treinamento, x;
€Rdey € {1, 1}

Uma maquina de vetores de suporte (SVM) € um classificador
linear associado com a fungao de decisao D(xj — sign(w ' x + b)

sendo que w € Rde b € R sio a solugcao de

( 1., T

min - 3fjwl® = w '
with y,-(wa,- +b)>1
\ I =1.n

Este € um problema de programacao quadratica:

{ min %ZTAZ —d'z

o

Z

with Bz <e




Uso na classificacao

Fase de treinamento: w e b sao calculados para encontrar “a
reta” (o hiperplano) que melhor separa as duas classes (que
maximiza a margem entre as n instancias de treinamento)

¢ 1 2 1.,.,T
mip e =
{ with y,-(wa,- +b) > 1
I =1.n

\

Fase de classificacao de uma instancia x: verifica-se de que lado do
hiperplano x esta; se D(x) < 0 € uma classe, se D(x) > 0 € outra
classe (lembrando que d é a dimensao de x)

d
D(x) = Z wjx; + b
j=1

d + 1 variaveis desconhecidas (w e b)
n restricoes

Programacao quadratica classsica
Ok quando d << n



Uso na classificacao

Fase de treinamento: w e b sao calculados para encontrar “a
reta” (o hiperplano) que melhor separa as duas classes (que
maximiza a margem entre as n instancias de treinamento)

¢ 1 > 1.,,T
mip e =
{ with y,-(wa,- +b) > 1
I =1.n

\

Fase de classificacao de uma instancia x: verifica-se de que lado do
hiperplano x esta; se D(x) < 0 € uma classe, se D(x) > 0 é outra
classe (lembrando que d é a dimensao de x)

d
D(x) = Z wjx; + b
j=1

d + 1 variaveis desconhecidas (we b) E quando d >>n?
n restricoes

Programacao quadratica classsica Ha outra formulacdo mais eficiente do problema...
Ok quando d << n 10



Dualidade

* Normalmente um problema pode ser descrito
de duas formas diferentes

* |deia: transformar a descricao de um problema
em uma outra descricao (dual) que permita
uma solugao mais simples

* Como transformar esse problema de
otimizacao que acabamos de ver (primal) em
um correspondente problema dual ?

11



Um pouco sobre otimizagao

Problema de otimizacao: achar o minimo ou
maximo de uma funcao objetiva J,
possivelmente sujeito a determinadas restricoes
(desigualdades e igualdades)

* Problema primal (genérico):
min J(x), X € Q (subconjunto de Rn)
sujeitoa gi(x) <=0 ,i=1,..,,k
hix)=0 ,i=1,...,m

12



Tratamento lagrangiano

* Manipular restricoes de desigualdades
diretamente pode ser dificil

* Introducao de multiplicadores de Lagrange
(variaveis duais)

13



Tratamento lagrangiano

X aqui um vetor aleatorio generico, representando
as variaveis da funcao que eu quero minimizar

* Problema primal: (nada a ver com o x dos slides anteriores)
min, J(x), x € Q (subconjunto de Rn)
sujeitoa g(x)<=0 ,i=1, ...,k

h(x)=0 ,j=1,...,m
* Funcao Lagrangiana generalisada:
L(x, A, p) = J(x) + Z; yigi(x) + 2 A hy(x)
= J(x) + pT g(x) + AT h(x)
* Problema dual (Lagrangiano):
max, , 6 (A, M)
sujeitoa u>=0

sendo 6 (A, g) = minc o L(X, A, Y

14



Condicoes Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

(x*, A, M) satisfazem as condicoes KKT se:

Definition: Karush, Kuhn and Tucker (KKT) conditions

stationarity VJ(x*) + Z AV hi(x™) + Z 1iVgi(x*) =

primal admissibility h;j(x*) = O j=1.....p

g,-(x*)g(} i=1.....qg

dual admissibility p; > 0 i=1,....qg
complementarity p;gi(x*) =0 i=1.....q9 )

15



Condicoes Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

* Teorema: se x* € um ponto estacionario (na
qual a derivada da funcao € zero) do problema
primal, entao existem multiplicadores de
Lagrange A, g onde (x*, A, M) satisfazem as

condicoes KKT

* Se J, g e h forem convexas™ (e portanto seus
minimos locais serao tambem minimos

globais),

of

B

* 0 segmento que une dois
pontos esta sempre acima
da curva

16



Condicoes Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

* Teorema: se x* € um ponto estacionario (na
qual a derivada da funcao € zero) do problema
primal, entao existem multiplicadores de
Lagrange A, g onde (x*, A, M) satisfazem as
condicoes KKT

* Se J, g e h forem convexas (e portanto seus
minimos locais serao tambem minimos
globais), entao x* que satisfaca as condicoes
KKT € uma solucao para o problema.

17



Condicoes Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

* A condicao estacionaria (na qual a derivada € zero) pode ser escrita

como Vﬁ(){*, )\.,__U,) —0

* Um ponto de sela € estacionario (onde a derivada parcial em x € zero,
mesmo nao sendo um ponto de minimo)

* Ponto de sela do lagrangiano: max, , min, L(x*, A, J)
Problema dual!
* Variavel primal: x

* Variaveis duais: A, p 18



Voltando para SVMs...

19



Formulacao dual de SVM

* Primal:
. 1 2
min  =||lw
min 4w
with y,-(wa,- +b)>1 i =1.n
* Dual: max miQ L(w, b, )
¥ W,
{ ;>0
/ Porque a desigualdade € “= 0”
onde ;
1

L(w, b, o) = EHWHQ — Z m,-(y,-(wa,- + b) — 1)
i=1

«vj representa a influéncia da restricao e portanto a influéncia
do exemplo de treinamento (x;, Y,) 20



Condicoes de otimalidade

1 n
£(w, b,a) = S [w]2 =37 ai(yi(wx; + b) 1)

=1

* Computando os gradientes:

, n
Vwﬁ(wa b'_« G') =W — Z QjYiXi
=1

OL(w, b, o) i
9b =21 % Y)

* Condicoes de otimalidade:

Vwﬁ(w b. {.1) =0 = W = Z i YiXi
4 | ; =1
OL(w, b, o)
o =0 = ; aiyi =0

21



Formulacao dual de SVM

£(w. b.o) = 2 |w|? - Zn (vi(w x; + b) — 1)

n n

* Otimalidade: w=) ayxi > aiy=0
i=1 =1
n n
=1 Z Za},u,y,ijj X — Z:-qzl m-,-y,-z (Zl-jij}r X — b Z i Vi +Z?:1 (¥j
: 1 j=1 j=1 =1
wj'fw :0 WTF =0
= — ZZ(ljﬂ,y,ij X; + Zu,

fljl

* Que também é um problema de programacao
guadratica:

[ min EaT Ga—e'a
acR?
¢ with y'a=0
and 0 <q; i=1,n

\

sendo G uma matriz simétrica nxn G,-J,- = y,-;gx;x, 22



Fronteira de
decisao

Resolvendo o dual

* Influéncia dos pontos:
- @i =0 ponto inutil

- «j 1=0: ponto de
suporte

Amostra de treinamento de tamanho n,
cada ponto de dimenséao d (ex: d = 2)

d n
\ f(x) — Z W;X; b= Z vj y,'(XTX:') + b
j=1 i=1

primal

dual

23



Resolvendo o dual

* Influéncia dos pontos:
- @i =0 ponto inutil

- aj 1=0:ponto de
suporte

Amostra de treinamento de tamanho n,
cada ponto de dimenséao d (ex: d = 2)

Fronteira de

d 3
decisao \‘f(x) = ) wixi+b=)Y ajyi(x'x)+b
j=1 i=1

Fronteira de decisao so6 depende de 3 pontos (d+1) o



Primal x Dual

Primal J Dual J
([ min 2wl min  1a'Ga—e'a
weR9 beR acR” N
{ with yi(wTx; +b) > 1 with yTa =0
i=1.n and 0 < q;j I =1.n

d + 1 variaveis desconhecidas
n restricoes

Programacao quadratica
classsica

Ok quando d <<n

d
f(x) = Y wpg+ b=
j=1

n variaveis desconhecidas

G matriz pairwise de influéncia
n restricoes

Facil de resolver

Para ser usado quando d > n

S ayi(xx;) + b

=1

26



O que vimos ate agora:
SVMs Hard-Margin

* SVMs lineares
* Casos separaveis

27



O caso nao separavel

28



O caso nao separavel

* Erro associado a
posicao do ponto em
relacao a reta

y,-(wa,- +b)>21= &=0 > Sem erro:
(xi. i) & =1—yj(w'x;+b) >0 —» Com erro:

29



O caso nao separavel

* Esperamos que o erro seja 0 para a maioria
dos pontos

* Esperamos que a soma do erro seja o menor
possivel

31



Introducao de variaveis “slack”

Peso dado ao erro

c o _ p=1ou2
> .

(folga)
* Esperamos que o erro seja 0 para a maioria
dos pontos
* Esperamos que a soma do erro seja 0 menor
possivel
min
w,b. &
| wib.
with

32



L(w

. b.a.

Problema primal (soft-margin SVM):

1, L, CF

min 5 |w] —E;if’

with y;(WTX; -+ b) > 11— &
‘f-.f' 2 0

|
==
S S

Lagrangiano para o problema dual:

1 n | n n
‘f) — EHWHQ—— CZQ?—Z(TE,‘(}’;(WTX, —]-‘|_-1.r Z }); j
=1 =1 =1

33



Condicoes de otimalidade
(p=1:L1SVM)

L(w, b, o, ) ——ku +CZH, Za (vilw'xi +b) —1+&) = > B¢
=1

i=1

* Computando os grandientes:

i

VwLl(w, b o) =w— Z O Yi X

¢ OL(w.ba)
b - ;“* Yi
\ VgL(w, b)) =C—a; — f;

* CondicOes de otimalidade:
Nada mudou paraweb

C—aj—p=0 , como (i=0 = a<C

34



Formulacao dual
(L1 Soft-margin SVM)

min %&-T Ga—el o
acR?

with y'a=0
and 0< ;< C I

1.n

35



Primal x dual (L1 Soft-margin SVM)

Primal

min 3| lwl|]? + CZ{,-

w.b,EcR”

with yilw'x; +b) >1—-¢

d + n + 1 variaveis
desconhecidas

2n restricoes

Programacao quadratica classica
Para ser usado quando n é muito
grande para construir G (d < n)

J Dual

min %aTGa —ela

acR"
with y'a =0
and 0<q;<C

n variaveis desconhecidas

G matriz pairwise de influéncia

nxn
2n restricoes
Facil de resolver

Para ser usado quando d > n

i=1.n

36



Efeito da variacao do C

37



Primal x dual (L2 Soft-margin SVM)

Primal J
Dual J
n
- 1 2, 1 -2 |
w,ﬂlgﬂn EHWH Tc Zl N &rglfrgn %QT(G T %I){l —e'a
= .
with yilw'xj +b) >1—¢ with y'a=0

>0 1=1.n

d + n + 1 variaveis
desconhecidas

2n restricoes

Programacao quadratica classica
Para ser usado quando n é muito
grande para construir G (d << n)

and 0 < q; i=1.n

n variaveis desconhecidas

G matriz pairwise de influéncia
nxn

n restricoes

Facil de resolver

Para ser usado quando d > n

38



SVMs nao lineares

* Até agora vimos SVM lineares (funcao de
decisao € uma reta que separa os dados)

* Mas nem sempre € 0 caso...

39


http://pyml.sourceforge.net/doc/howto.pdf

SVMs nao lineares

* Ate agora vimos SVM lineares (funcao de
decisao € uma reta que separa os dados)
* Mas nem sempre € 0 caso...

<] —

40



SVMs nao lineares

* Até agora vimos SVM lineares (funcao de
decisao € uma reta que separa os dados)

* Mas nem sempre € 0 caso...

<] T

Segredo: mapear os dados para outro espaco
(geralmente de dimensao maior) e criar um

classificador linear nesse novo espaco (com cara de

nao linear no espaco atual) - para isso usaremos a
“kernel trick” 41



The SVM algorithm
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Separation may be easier in higher dimensions

o
® o
O
g
feature
;
map
= a
@ Q
complex in low dimensions simple in higher dimensions
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http://www.dtreg.com/svm.htm

Kernel polinomial

https://www.youtube.com/watch?time_continue=42&v=3liCbRZPrZA

45


http://www.dtreg.com/svm.htm

SVMs nao lineares

* Forma dual de SVMs lineares: produto interno
de pares de exemplos de treinamento (x; . x;)

— Vai facilitar a formulagao nao-linear

Primal } Dual J
4
¢ .
min - wl? + CZ 3 min, zo'Ga—ela
e ¢ with y'a=0

with y(w x,—l—b)>1— and 0< ;< C I =1.n

\ i >0 i=1n " L
Gjj = Yi¥jX; X;

J=1 i=1 46


http://www.dtreg.com/svm.htm

SVMs nao lineares

d: L - KH,
sendo que L é RY (“low” dimensional space),

H é um novo espaco (“high” dimensional
space, potencialmente de dimensao infinita)

O aprendizado do classificador linear depende de
X; . X

No novo espaco, dependera de @ (x;) . ®(x;)

Se definirmos uma funcao (kernel)
K(x;, X;) = @ (X;) . ®(X;)
nao precisamos conhecer ® (“kernel trick”)
47



SVMs nao lineares

n

f(x) = Z o7 yj-[xTx,-} + b

=1

Jh'l'-._-':l Jh'l'-E'

f(x) = Z oy P(s;) - ©(x) + b = Z sy (s, X) + b

i=1 i—1

Onde cada s; € um dos N, vetores de suporte

48



Exemplo

(® mostrada apenas para

_ 2 exemplificar, pois nao precisamos
KX, y) = (x.y) saber ® 1)

¢ : R? - R3
q) (X) — (X]zs \/E X] X2: x22 )
Quadrado [-1,1] x [-1,1] (R?), temos em R3:

[BURGES, 1998]

49



"Reutilizacao” de certos kernels

Um mesmo kernel pode servir para diferentes H
e O,

Exemplo: (0 mesmo kernel do exemplo anterior)

K(X,y) = (X .Yy)2
H = R4 O = (X712, X1X3, X1X2, X22)

50



Toda funcao funciona como
kernel”?

Pergunta: para toda funcdo K existe um par {J{,
®} no qual:

X,y € L (espaco atual - “low dimensional”)
O: L KH

KX, y) = @ (x) . D(y)
?

51



Toda funcao funciona como

kernel?

Pergunta: para toda funcdo K existe um par {J{,
®} no qual:

X,y € L (espaco atual - “low dimensional”)

O: Lo KH

K(x, y) = @ (x) . B(y)

?
Nao!
Somente as que satisfazem a condicao de
Mercer

52



Condicao de Mercer

There exists a mapping ¢ and an expansion
K(x,y) =) ®(x):®(y):
if and only if, for any g(x) such that

[ glfx}zrix is finite

then

[ Kxy)ag(y)dxdy > o

[BURGES, 1998]

53



Condicao de Mercer

Pode ser dificil provar que certas funcoes podem
ser usadas como kernel (ou seja, que
satisfazem a condicao)

Para algumas existe a prova

54



Em particular vale para...

Kernel polinomial homogéneo
K(X,y) = (X . y)P, p inteiro positivo

Kernel polinomial ndo-homogéneo
K(x,y) = (x .y + 1)°, p inteiro positivo

95



Exemplo Polinomial nao-
homogéneo (p = 3)

Linearmente separaveis Linearmente nao-separaveis
(mas separaveis na SVM nao-linear)

[BURGES, 1998]



Varios possiveis kernels

* Boa noticia: ha varios possiveis kernels (cada
um com parametros a serem escolhidos) que
podem ser usados

57



Varios possiveis kernels

* Boa noticia: ha varios possiveis kernels (cada
um com parametros a serem escolhidos) que
podem ser usados

* Ma noticia: como escolher o kernel e os
valores de seus parametros ainda € uma
gquestao em aberto

58



Alguns kernels bastante usados

Kernel Linear:

K(x,y) = x.y
* Recomendado quando:

* 0Ss dados sao linearmente
separaveis (SVM linear)

* 0s dados sao esparsos (ex:
categorizacao de textos)

* Os dados possuem um grande
numero de caracteristicas

59



Alguns kernels bastante usados

Kernel Polinomial:

K(X,y) = (X . y)r, p inteiro positivo
* P =1 equivale ao linear
* Popular em processamento de imagens
* Espaco H de dimenséo d+p-1

P

« Ex:p=4eimagem 16x16 =>
dim(H) = 183 181 376




-:II:E L 3

Monlinear separation boundary

NN (D) Class 1,y =+
N

Class 2, y = -1

Points misclassified by

ary are textured

linear separation bound-
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Alguns kernels bastante usados

Kernel (Gaussian) Radial Basis Function (RBF):
K(X,y) = exp(-y [|X.y||2), Yy um parametro positivo

* Considerado como uma boa primeira
tentativa quando nao se sabe muito sobre
os dados

62



(8) Hadial Basiz Function (b)) KRBF mapping

sSeparable classification with Radial Basis kernel functions in dif-
ferent space. Left: original space. Right: feature space.

63


http://www.dtreg.com/svm.htm

Alguns kernels bastante usados

Kernel Sigmaide:
K(x,y) = tanh(k x.y - 0)

* Considerado equivalente a uma rede
neural de duas camadas (rede perceptron)
usando funcao de ativacao sigmoide

64



Efeitos da variacao do kernel e
parametros

linear kernel polynomial degree 2 polynomial degree 5

1.0

0.5 +
e

0.0 i
g

0.5

-0.5 0.0 05 10-10 -05 0.0 05 1.0-1.0 -0.5 0.0 05 1.0


http://www.dtreg.com/svm.htm

gaussian, gamma=1

aussian, gamma=0.1

0.5 + - . i
+ +

0.0 B - .-
. +

*D.S e 1 &5

-1.0

gaussian, gamma=10

1.0

-1.
E)l.l:l -0.5 0.0 0.5 Lz K -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figure 5: The effect of the inverse-width parameter of the Gaussian kernel () for a fixed value

of the soft-margin constant. For small values of v (upper left) the decision boundary is nearly
linear. As ~v increases the flexibility of the decision boundary increases. Large values of + lead to

overfitting (bottom). The figure style follows that of Figure 3.
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1.0

gamma=1, C=10 gamma=0.2, C=100 gamma=0.04, C=1000

:.'::- + .:':
0.5 -+ + - 1 1
'._+
0.0 B - g 1

-0.5

i { 1 r ! !
H.D -0.5 00 05 10-10 -05 00 05 1.0-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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Escolha de kernel e parametros

Nao ha uma regra direta

Metodologia utilizada: selecao por validacao
cruzada

69


http://pyml.sourceforge.net/doc/howto.pdf

Da para usar com variaveis
categoricas?

70


http://pyml.sourceforge.net/doc/howto.pdf

Da para usar com variavels
categoricas?

Nao adequado

Se for usar, sera preciso:

— transformar as variaveis categoricas em
variaveis dummies

— normalizar todas as variaveis numericas (para
valores de 0 a 1)

71


http://pyml.sourceforge.net/doc/howto.pdf

Normalizacao (scaling)

Importante para qualquer tipo de variavel.

Lembrar de utilizar nos dados de teste a mesma
normalizacao utilizada nos dados de treinamento

Ex: se dados de treinamento estao no intervalo [-10;+10] e
sao normalizados para [-1,1]:

se os dados de teste estiverem no intervalo [-11;+8]
devem ir para [-1.1;0.8]

Guia pratico bem interessante:
https://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/papers/guide/guide.pdf

72



Class-Conditional

Density—Based Approaches

— e —

Geometric Approach
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SVM no R

Pacote e1071 (ndo € o unico)

Funcao svm()

Parametro cost ("C” - custo do erro)

Kernels: (parametros gamma, coefO e degree)

Linear

Polinomial: (gamma * x.y + coef(Q)degree
Radial basis: exp(-gamma®*|u-v|2)
Sigmoide: tanh(gamma * x.y + coef0)

74



Trabalho para dia 24/10

SVM:

* Realizar validacio cruzada para testar SVMs utilizando:

- todas a caracteristicas

- apenas com 0os componentes principais

- apenas com as caracteristicas selecionadas pelo selecionador 1

- apenas com as caracteristicas selecionadas pelo selecionador 2 (opcional)

Em cada um, calcular os valores médios de precisao, revocacao e acuracia
Teste diferentes valores de C e fungdes kernels e seus parametros
Apresentar:

— os resultados em uma tabela (métricas nas colunas, com/sem selecao de
caracteristicas nas linhas)

—  destacar o que apresentou menor erro

— discutir os resultados
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Custo

Gama

Gama

Custo

Gama

Custo

Trabalho - Exemplo

RADIAL
TODAS AS CARACTERISTICAS
0,1 0,5 10
0,1
Recall | Precisao Erro Recall = Precisao Erro Recall @ Precisao Erro
0,794 1,000 0,204 0,794 1,000 0,204 0,839 0,924 0,200
RELIEF
0,1
0,1 0,5 10
Recall = Precisao Erro Recall Precisao Erro Recall = Precisao Erro
0,794 1,000 | 0,204 0,793 0,991 0,211 0,874 0,877 0,200
PCA
0,1
0,1 0,5 10
Recall = Precisao Erro Recall Precisao Erro Recall Precisao Erro

0,794 1,000 0,204 | 0,794 1,000 0,204 0,883 0,920 0,159
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