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1 PROBLEMA

Para exemplificar a questdo central do problema de EQUACOES SIMULTANEAS pode-
mos pensar em um problema de identificacao de relagdes de oferta e demanda por algum
bem. Veja que quando estamos modelando uma relagdo de preco e quantidade nao te-
mos a certeza, nem mesmo nha teoria, de qual das duas varidveis é determinada primeiro
(um problema de causalidade). Neste caso, o estimador de Minimos Quadrados Ordinérios
(MQO) deixa de ser o estimador mais eficiente e terd, possivelmente, trés fontes de viés:

1 viés de varidvel omitida;
2 viés causado por erros de medida;

3 viés de simultaneidade.

2 EXEMPLO

Vamos comecar pensando em um problema de oferta de horas de trabalho. E ra-
zoével afirmar que um individuo ofertard mais horas de trabalho quanto maior for o salé-
rio/hora que enxerga no mercado de trabalho. Logo, se queremos medir a elasticidade do
trabalho com relacao ao trabalho, podemos propor a relacdo abaixo:

lnh? =a;lnw;+ Prz1; + Uy;



em que hlS é o nimero de horas de trabalho ofertadas, w; é o salario por hora trabalhada e
z1,; € uma varidvel exdgena hipotética que afeta apenas a relagdo de oferta (observed supply
shifter). Essa é a nossa equacdo estrutural de oferta do trabalho.

Todavia, para descrever como ocorre o equilibrio entre horas e saldrios, é preciso
ter, além do lado da oferta, também o lado da demanda. Seja a equacdo estrutural de de-
manda do trabalho dada por

D _
Inh; = azlnw; + Pozo; + uy;

sendo hlp quantidade de horas demandadas, z, uma varidvel exégena hipotética que afeta
apenas de demanda por trabalho (observed demand shifter). u, e up sdo os erros estruturais
das nossas equacoes, que sdo denominados também como unobservable supply shifter e
unobservable demand shifter, respectivamente. A condi¢do de equilibrio desse mercado é
entdo dada por

hi=hy

mas como s6 observamos no mundo a quantidade de horas de equilibrio, passamos a de-
notar as horas observadas como h;. Assim, nossas equacdes estruturais passam a ser:

{lnhi = Inw;+ fr1z21; + Uy

Inh; =aInw; + ﬂgZzi + U

O sistema de equacdes acima é o que chamamos de Simultaneous Equations Model
(SEM). Como para dados z;;, z2;, U1; € uUz;, as duas equacoes determinam h; e w;, estas
duas variaveis sdo as varidveis endégenas do SEM.

3 VIES DE SIMULTANEIDADE DE MQO

Suponha um sistema que é definido por duas equagdes e que y; e y» sdo definidos
simultaneamente por uma relaco de equilibrio econdmico’:

Vi = a1y2i + Prz1; + wai, wr; ~ N(0,0%,) 3.1)
V2i = Q2 Y1i + Pazoi + Uzi, Ui ~ N(0,0%,) (3.2)

Temos entdo um problema de causalidade reversa, sendo que y; e y» sdo varidveis
enddgenas e z; e zp, exdgenas. Substitua (3.1) em (3.2):

Yoi = az(a1y2i + P121; + uri) + Pozoi + Ui (3.3

Yoi —@1Q2)0i = 2121; + AUy + Pozoi + Uz (3.4)
_az2f121i + oy + Pazoi + Up;
(I-ajay)

Yai (3.5)

1As equacdes estruturais nao contém intercepto para facilitar as manipulacoes.



a2 P [57) Qo Uy + Up;
Voi = z21; + 22; + (3.6)
l—alag 1—a1a2 1—a1a2
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Por hipotese, aja» # 1, 0 que garante que a equacao reduzida acima é bem definida.
Além disso, supde-se que os erros das equacdes estruturais (u; € uy) sdo nao correlaciona-

dos. Assim, pode-se provar que, se a» # 0 entdo E[u;]y», z1] # 0, causado pelo chamado viés
de simultaneidade.

Demonstragdo. Sendo z; e zp varidveis exogenas, por definicdo, estas ndo serao correlacio-
nadas com os erros estruturais. Adicionalmente, por hip6tese, os erros estruturais nao sao
correlacionados entre si. Deste modo,

a2 P1 2 Uy + U
cov(yz,ul):cov( h z1+ p Zo + )

1 2
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= —cov(zy,U;) + ——cov(z, Uy) + + + —cov (uy, U)

l-a1ay l-aiay l-a1ay

az az

= ————var(u;) = —ail #0 3.7)

l-a,a l-aja,

Logo, generalizando, as hipéteses de E[u;]|y2,z1] = 0 e E[uz|y1, 22] = 0 ndo se verifi-
cam. Entdo, MQO serd viesado e inconsistente. O

4 IDENTIFICACAO DAS EQUACOES ESTRUTURAIS

Como demonstrado, o estimador de MQO serd viesado e inconsistente para estima-
dar as equacoes estruturais do modelo hipotético de equacdes simultaneas. Entao, como
é possivel estimar um modelo como esse? No exemplo usual de oferta e demanda, apenas
é possivel identificar a demanda usando deslocamentos da oferta, para assim obter sua
inclinacao a partir dos diversos pontos de equilibrio em que a demanda nao foi deslocada
(sendo que é possivel identificar a oferta, mantendo-a estatica enquanto desloca-se a curva
de demanda).

Seja entdo o sistema abaixo?:

y1=PBro+ary2+Z1 1 +u; ()
Y2 = ﬁgo + a2y1 +Zgﬁ2 + U (H)

2y1, Y2, U] e up sdo vetores (n x 1); B1o, P20, a1 € a2 sdo escalares; Z; é uma matriz (n x k;); e Z € uma matriz
(I’l X kz)

szul)



sendo que Z; é conjunto de k; varidveis exdgenas que explicam yi, e Z, é conjunto de k;
varidveis exégenas que explicam y», sendo que podem ser reescritos como:

Z1B1 = P11z11 + P12z12 + -+ + P, 21k,
Z,B> = Po12Z21 + PooZop + - + Pok, Zok,

Para a identificagdo das equacgdes por meio de deslocamentos de uma das relagoes,
mantendo a outra inalterada, é necessario satisfazer o que se chama de restricédo de exclu-
sdo.

RESTRICAO DE EXCLUSAO: Z; e Z, precisam ter ao menos uma variavel diferente (ou
seja, a0 menos uma das exégenas deve aparecer em apenas uma das equacoes).

CONDICAO DE CLASSIFICAGAO PARA IDENTIFICACAO DE UMA EQUACAO ESTRUTURAL:

Identificacao de (I): A equacao (I) serd identificada se, e somente se, a equagao (II)
contiver ao menos uma variavel exégena excluida de (I), com coeficiente diferente de zero.

Identificacao de (II): A equacdo (II) serd identificada se, e somente se, a equacado
(I) contiver ao menos uma varidvel exégena excluida de (II), com coeficiente diferente de
Zero.

Note: E possivel que se tenha em maos casos em que apenas uma das equacdes seja iden-
tificada, como, por exemplo,
y1 = Bro+a1yz + f12z2 + Pr13zz +uy (I')
Y2 = Boo + azy1 + Poozo +up (II')
Nesse caso, apenas a equacao (II') é identificada, pois z3 € uma varidvel ex6gena

excluida a (II') e presente em (I'), sendo que como (I’) ndo possui uma exégena excluida a
ela, esta serd nao identificada.

5 ESTIMACAO DE EQUACOES SIMULTANEAS

A solucdo para esse tipo de problema é bastante simples e ja familiar. Uma vez
que o problema se da pela quebra da hip6tese de exogeneidade dos modelos de regressao
linear multipla, uma vez que cov(y», u;) # 0, o estimador consistente para esse tipo de caso
é o estimador de Varidveis Instrumentais (VI) ou de Minimos Quadrados em Dois Estagios
(MQ2E), sendo que os instrumentos w que sdo varidveis que, para a equacao (I), atendem
as restricoes

cov(yo,u1) =0
cov(yz, w) #0,

ja possuem candidatos naturais, que sao as varidveis presentes em Z, e que nio pertencem
aZ;. Sendo que o paralelo é facilmente tracado para (II).



5.1 USANDO O STATA®

Vamos usar um exemplo do livro-texto para mostrar como estimar um regressoes
que sofrem do problema de simultaneidade.

EXEMPLO 16.5: Neste exemplo do livro-texto, sdo utilizados dados sobre mulhe-
res casadas que trabalham fora, buscando estimar sua oferta de horas por MQ2E. As duas
equacoes estruturais de oferta e demanda por trabalho sdo descritas no Exemplo 16.3, as
quais sao:

hours = a; In(wage) + 19 + f11educ + Bi2age + B13kidslt6 + 1 snwifeinc + uy (5.1)

In(wage) = axhours + 29 + f21educ + Barexper + ,ng,expelr2 + Uy (5.2)

2

sendo que “kidslt6” é o namero de filhos com menos de seis anos e “nwifeinc” sdo os ren-
dimentos de outra pessoa familia que ndao a mulher (inclui os ganhos do marido). Assim,
pode-se obter a equacao reduzida abaixo:

In(wage) = 720 + 121 educ + mopage + moskidslt6 + mo4nwifeinc + mosexper + 7r26e><per2 + +uy
(5.3)

Para a identificacao de (5.1), é necessario que 725 # 0 € 26 # 0, 0 que ja discutimos
que pode ser testado usando uma estatistica F padrao.

No Stata,

use http://fmwww.bc.edu/ec-p/data/wooldridge/mroz, clear

reg lwage educ age kidslt6 nwifeinc exper expersqg

test exper expersq

O resultado do teste é entdao

test exper expersq
(1) exper = 0
( 2) expersqg = 0
F( 2, 421) = 9.33
Prob > F = 0.0001
Sendo possivel rejeitar a hip6tese nula do teste E usaremos as varidveis exdgenas

excluidas a equacao estrutural de oferta por trabalho das mulheres casadas para estimar
esta. Assim, vamos para o Stata:

ivregress 2sls hours (lwage = exper expersq ) educ age
kidslt6 nwifeinc

E o resultado é dado abaixo:



hours

lwage 1639.6***
(3.51)
educ -183.8**
(-3.13)
age -7.806
(-0.84)
kidslt6 -198.2
(-1.09)
nwifeinc -10.17
(-1.55)
Constant 2225.7***
(3.90)
Observations 428

t statistics in parentheses
* p<0.05,** p<0.01,*** p<0.001

6 OBSERVACOES FINAIS

Considerando o problema de estimacao de equag¢des simultaneas, qualquer equa-
cdo que seja identificada pode ser estimada por MQ2E, sendo que as varidveis instrumen-
tais sdo as varidveis exdgenas excluidas que aparecem em qualquer outra equagdo do sis-
tema. Além disso, dado que uma equacao é identificada, pode-se realizar testes como o0s
de endogeneidade, heterocedasticidade e de restricoes de sobreidentificacdo (t6picos cu-
jas aplica¢des no Stata foram abordados anteriormente).
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