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1 Eventos e Probabilidade

1.1 Experimento Aleatério

Qualquer aparato, fendmeno, ou situagao onde:

e Ha varios resultados possiveis.

e O maximo de informacao disponivel antes de sua realizagao é o conheci-
mento sobre as probabilidades de seus eventos.

1.2 Espaco Amostral (©2)

Conjunto de todos os resultados de um experimento aleatorio.

1.2.1 Classificacdo

1. Espago amostral discreto: finito ou enumeravel.
Exemplos:

(a) Lancamento de uma moeda.
Q={C,R} C=CARA, R=COROA

(b) Langamento de uma moeda até a ocorréncia da primeira cara.
Q= {C,RC,RRC,RRRC,RRRRC, ...}

(c) Langamento de uma moeda 3 vezes seguidas.

Q={CRR,RCR,RRC,CCR,CRC,RCC,CCC,RRR}

2. Espago amostral continuo: nao enumeravel.
Exemplos:

(a) Sorteio de um ntmero real entre 0 e 1.
Q=10,1]
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(b) Tempo de vida de uma lampada (célula, organismo, processo, etc...).
Q={zeR:z>0}=(0,+0) =R"

(¢) Erro de um aparelho de medida.
Q=R

Nota: O que define um espago amostral ndo é o experimento em si, mas sim
a classe de resultados de interesse. Um experimento que possui diversas classes
de interesse possui diversos espagos amostrais.

1.3 Eventos

Quaisquer subconjuntos do espaco amostral 2 é denominado evento, e usual-
mente é denotado por A, B, C,... (letras latinas maidsculas). Dizemos que um
evento ocorreu quando o resultado do experimento for um de seus elementos.
1.3.1 Eventos Especiais

e Evento certo: espaco amostral (£2).

e Evento simples: subconjunto unitario do espago amostral (w C ).

e Evento impossivel: conjunto vazio ().

1.3.2 Exemplos:
1. Evento “sair cara” no langamento de uma moeda. A = {C} C Q

2. Evento “sair uma cara em 3 lancamentos”. A = {CRR, RCR, RRC'}

3. Evento “sair 4 caras em 3 lancamentos”. A = @

1.3.3 Operacdes com Eventos
e Evento Unido: Sejam A, B C , o evento AUB C 2 é denominado evento
uniao.
e Evento Interse¢do: Sejam A, B C ), o evento AN B C 2 é denominado

evento intersecao.

e Evento Complementar: Para todo A C Q, o evento {x € Q: z ¢ A} =
O\A C Q2 é denominado evento complementar.

e Eventos Mutuamente Exclusivos: VA, B C (Q, os eventos A e B sio ditos
mutuamente exclusivos se AN B = (.

e Eventos Exaustivos: Uma sequéncia de eventos A1, Ao, ..., A, C Q éuma
sequéncia exaustiva de eventos se Ay U A U---UA,, = Q.

e Particao de ©2: Uma sequéncia de eventos Ay, Ao, ..., A, C £, ndo-vazios,
exaustivos, e mutuamente exclusivos.
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1.4
1.4.1
1.

1.4.2

Probabilidade

Interpretacoes

Classica: admitindo-se que o experimento possui resultados equiprovaveis
(eventos simples com mesma importancia), a probabilidade de um evento
é a razao entre o nimero de resultados favoraveis a este evento e o nimero
de resultados possiveis.

P(A) =25

Frequentista: a probabilidade de um evento é o limite da frequéncia rela-
tiva deste evento quando o nimero de ensaios vai para infinito.

fn(A) = #ocorrencias de A P(A) = lim fn(4)

n—oo

Subjetiva: a probabilidade de um evento mede o grau de crenca de um
individuo na ocorréncia deste evento.

Definicio Axiomatica

Considere A o conjunto de todos os eventos possiveis em um experimento de
espaco amostral €2. Define-se por probabilidade a fungao

P A—-R

que satisfaz as seguintes propriedades:

1.
2.

3.

VACA P(A) >0
P(Q) =1

Se A1, A5,...,A,,... C Asao mutuamente exclusivos, entao:

P(UZ, 4) = 272, P(4)

1.4.3 Propriedades

Se A C Q, entdo P(AY) =1 - P(A) = P(0) = 0.
Se ACBCQ,entdo P(A) <P(B),=VACQ0<P(4) <1.
Se A, BCQ, entao P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)
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1.5 Eventos Independentes e Probabilidade Condicional
1.5.1 Eventos Independentes

Se a ocorréncia de um evento A ndo altera a probabilidade de ocorréncia de
outro evento B, entdo dizemos que os eventos A e B sdo independentes entre si.

1. Dois eventos A, B C 2 sao independentes se P(AN B) = P(A).P(B)

2. Trés eventos A, B, C' C {2 sdo independentes se:

P(AN B) = P(A).P(B)

(a) sdo dois a dois independentes: ¢ P(ANC)=P(A4).P(C)
P(BNC)=P(B).PC)

(b) sdo conjuntamente independentes P(ANBNC) = P(A).P(B).P(C)

Nota: Eventos de probabilidade 0 ou 1 sao independentes de qualquer outro
evento:

e Se P(A) = 0, entiio P(AN B) < P(A) = 0.P(B) = P(A)P(B) =

independentes.
e Se P(A) =1, entao P(AN B) = 1.P(B) = P(A)P(B) = indepen-
dentes.

Nota: Se A e B sdo eventos independentes, entao

A%eB
AeB¢  sdo independentes.
A¢ e B¢
Exemplo - Independéncia

Lancamento de uma moeda honesta até ocorrer CARA

n —1 COROA
P, = (L=l
* (2) {1 CARA
o i Ph=2000 (%)n =1
Nota: a probabilidade de uma seq. infinita de COROAS é nula.

1.5.2 Probabilidade Condicional
__ P(ANB)
P(A[B) = =55
Exemplo: Urna com:

e 3 bolas brancas (B)
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e 2 bolas azuis (A)
Sorteia-se duas bolas sem reposigao:

1/2 B
e P(Alla.bola) = /

1/4 A
o P(A,A) = P(A|A).P(A)=12=1
1. Lei do Produto

(a) 2 eventos:
P(ANnB) =P(A|B)P(B)

(b) 3 eventos:

P(A NA;NA;) = P(As|A; N A)P(A; N Ay)
= P(A3]4; N Ay)P(As|A))P(A))

(¢c) n eventos:
-1 n—i—1
P(N, An) =TIiZe P(An—il N2 A4y)
2. Teorema da Probabilidade Total
Seja Aj,..., Ar C Q uma particdo de €2, entdo para qualquer B C €

P(B) = 3;_, P(4;)P(B|4;)

Jj=1

3. Teorema de Bayes
Seja A, ..., Ax C Q uma partigdo de 2, e B C Q com P(B) >0
) _ P(A)P(B|A;) _ P(A;)P(B|Ai)
P(4i|B) = P(B) T X P(A))P(BlA))

j=1

(a) Exemplo: Teste positivo para uma doenca rara

i. Eventos de interesse:

e +: evento resultado positivo

e —: evento resultado positivo

e (. evento paciente tem doenca

e (C:evento paciente ndo tem doenca
ii. Acuracia do teste

e P(+|0)=A4=0,99=P(-|O)
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e P(—|C)=1-A=0,01 =P(+[0)

e Interesse: P(C|+) = %ﬁ)ﬂm
e Informacao:
P(+) = P(O)P(Cl) +POP(C)

pPA+(1-p)(1—-4)
P(C+) = prrrpyi

0,01 [ 0,05 | 0,10 | 0,20 | 0,30
0,99 | 0,50 | 0,83 | 0,91 | 0,97 | 0,97
0,95 | 0,16 | 0,50 | 0,67 | 0,82 | 0,89
A |09 | 0,08 | 032|050 | 0,69 | 0,79
0,80 | 0,03 | 0,17 | 0,30 | 0,50 | 0,63
0,70 | 0,02 | 0,10 | 0,20 | 0,36 | 0,50

2 Variaveis Aleatérias

2.1 Definicao
Uma variavel aleatoria (v.a.) X é uma funcdo que associa elementos do espago
amostral 2 ao conjunto dos niimeros reais multidimensional.
X:Q — RF
w = X(w)

1. Exemplo: Lancamento de uma moeda

X(w) 1 sew=CARA
w ==
0 sew=COROA

2. Exemplo: Lancamento de uma moeda duas vezes

(1,1) sew=(CARA,CARA)
X(w) = (1,0) sew = (CARA,COROA)

(0,1) sew = (COROA,CARA)

(0,0) sew = (COROA,COROA)

Nota: Por convencdo, é comum nos textos usar apenas a notacdo X ao invés
de X(w) e fazer referéncia aos eventos apenas pelo valor que a variavel
assume.

Nota: Variaveis aleatoérias sao denotadas por letras latinas maitsculas.

Nota: Os valores que as varidvies podem assumir sao denotados por letras latinas
mindsculas.
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2.2 Variaveis Aleatodrias Discretas

Sao aquelas que podem ser associadas a subconjuntos de Z, podendo assumir
um conjunto de valores finito ou infinito enumeréavel.

2.2.1 Funcdo de Probabilidade (Distribuicdo)
p(x) = P(X = z)
1. Propriedades:

(a) p(x) >0 Vaxef
(b) Xsear(z) =1

2. Exemplo: Lancamento de uma moeda “honesta”

p(x){f r=!
2

rz=0

3. Exemplo: Lancamento de uma moeda “desconhecida”

0 rz=1
p(m)_{1—9 2 =0

Nota: O valor 6 desconhecido é chamado de pardmetro.
Nota: O parametro define uma classe de modelos.

Nota: O modelo descrito pelo lancamento de uma moeda “desconhecida”
é conhecido como Bernoulli(f). Notagdo: X ~ Bernoulli(6)

4. Exemplo: Lancamento de duas moedas desconhecidas

016 r=(1,1)

o 91(1 — 92) T = (170)
PO =012 0)0, z=(0,1)
(I1-61)(1—63) xz=(0,0)

2.2.2 Funcao de Distribuicio Acumulada
F(z)=Fx(z)=P(X <z) =3, _,p(y)
1. Propriedades:

(a) F(z) >0 VoeQalémdisso lim F(zx)=0e lim F(z)=1

r——00 Tr— 00

(b) F(x) é uma fungdo monoétona nao-decrescente
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2. Exemplo: Lancamento de uma moeda "honesta”

1 —0 0 <0
p(z) = {% :1:>F(x): i 2=0
2 1 z>1
3. Exemplo: Lancamento de uma moeda “desconhecida”
1—p 0 0 z<0
—0 =

p(:c)z{ =Fz)=4¢0 z=0

0 r=1
1 =z>1

4. Exemplo: Lancamento de duas moedas desconhecidas

(1-01)(1—-02) x=(0,0)
01(1 — 09) z = (1,0)
P = 106 z=(0,1)
60105 z=(1,1)
0 x < (0,
1= 61— 0+ 016, = (0,
= Flx)=<1-10, x = (1,
1—6; x = (0,
1 x> (1,

2.3 Variaveis Aleatdrias Continuas

_ = O O O
—_ — — T T

Sao aquelas que podem ser associadas a conjuntos numéricos nao enumeraveis.

2.3.1 Funcdo de Densidade de Probabilidade (fdp)

Uma varidvel aleatéria continua tem funcido densidade de probabilidade p, se

para qualquer intervalo A C X ()
P(X € A) = [,p(x)dx
1. Propriedades:

(a) p(x) >0 Vze
(b) fﬂp(x)dm =1
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2. Exemplo: Modelo Uniforme [0, 1]

0 <0
plx)=¢1 0<x<1
0 z>1
3. Exemplo: Modelo Uniforme [a, b]
0 z<a
plr) =49~ a<z<b
0 z>b

Nota: Neste modelo o parametro 6 = (a, b)

4. Exemplo: Lancamento de duas moedas desconhecidas

9192 T = (171>

- 91(1 — 92) Tr = (1,0)

PO =Y (16,6 z=(0,1)
(1791)(1702) Tr = (0,0)

2.3.2 Funcédo de Distribuicio Acumulada
F(z) = Fx(z) =P(X <2) = ["_p(z)dx
1. Propriedades:

(a) F(x) >0 VzeQalémdisso lim F(z)=0e lim F(z)=1

Tr——00 T— 00

(b) F(z) é uma fungdo mondtona ndo-decrescente e continua.

Nota: A propriedade (b) de F'(x) é importante pois isto garante que existe
uma fungio inversa F~1: (0,1) — Q*, onde Q* = {z € Q : p(x) > 0}
é o chamado suporte da distribuicao.

2. Exemplo: Modelo Uniforme [0, 1]

0 <0 0 <0
pz) =11 0<z<1=Flz)=<z 0<z<1
0 z>1 1 z>1

Nota: O modelo uniforme é importante pois a partir dele podemos ge-
rar através de simulacoes outras varidveis aleatorias com dois passos
simples:

e Primeiro: gerar valores y aleatérios no intervalo (0, 1);



3 Medidas Resumo

10

e Segundo: os valores do modelo simulado serdo dados por z =

F~1(y), onde F~! ¢ a inversa da fda do modelo desejado.

3. Exemplo: Modelo Uniforme [a, b]

0 r<a
px) = e a<z<b
0 z>0b
0 r<a
= Fl)={:% a<z<b Fly)=(b—a)y
1 x>0

4. Exemplo: Modelo Exponencial

p(z) = X
= F@)=1-¢™ Fy)=—1m(-y)

Nota: Nem sempre é possivel encontrar F' analiticamente.

Nota: Um mesmo modelo pode ter mais de uma parametrizacao.

5. Exemplo: Modelo Normal (Gaussiano)

= F(z)= /; Ul%exp{_ (%ﬁf}

Fa)=

[ e (2) )] -3 (522)

Nota: E necesséario o uso de métodos numéricos para calcular o valor da

funcao de erro erf.

3 Medidas Resumo

e Como resumir de forma sucinta o comportamento de uma v.a.?
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e Dada uma amostra de um experimento aleatoério com observacoes inde-

4.

3.1

pendentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), qual o melhor “chute” para
apostar na ocorréncia de uma proxima realizagao?

. Amostra.

Uma amostra x é uma sequéncia de:

(a) dados ja observados de um experimento: x1, xa,..., Tp

(b) variaveis aleatorias: X1, Xo,..., X,

Nota: Quando assumimos a hipotese de que cada observacdo ou variavel
da amostra possui uma distribuicao comum, dizemos que a amostra
é identicamente distribuida.

Nota: Uma amostra identicamente distribuida com observacoes ou varid-
veis independentes é chamada de i.i.d.

Estatistica: Qualquer funcao da amostra.

Estimador: Um estimador 6 é uma estatistica que relaciona uma amostra
a um parametro.

Estimativa: é o valor observado de um estimador.

Valor Esperado

A esperanca E(X) ou valor esperado p de uma variavel aleatoria é um valor
definido por:

] caso discreto \ caso continuo ‘
| E(X) =>ap; | E(X) = [ap(z)de |

Dada uma amostra i.i.d. o estimador da esperanca, tanto no caso discreto
como no continuo é dado por:

A = lel
=T ==

Nota: Nem sempre o valor esperado de uma v.a. existe.

Exemplo: p(z) = T L

gy (distribuicdo Cauchy)

3.1.1 Algumas propriedades

1.
2.
3.

E(X) é um operador linear: E(aX +bY) =aE(X) + bE(Y)
Se X <Y entdo E(X) < E(Y)

Dada a v.a. X, se F(X) < oo, entdo E(9(X)) = [g(z)p(z)dx para
qualquer funcao g

Desigualdade de Markov

P(X >a)

IN
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3.2 Medidas de Posicao

’ Medida \ Definicao \ Estimador
Média B(X) 2Tt
Mediana | @nq: P(X < z,4) = 0,50 | valor que separa a amostra ordenada ao meio
Moda arg maxp(x) valor mais frequente da amostra
T

3.3 Variancia

A variancia V(X) (também denotado por 0?) de uma varidvel aleatoria ¢ um
valor definido por:

’ caso discreto \ caso continuo ‘
| VX) =0 =3 (; —1)’p; | V(X) =0 = [(z — p)’p(a)dz |

Dada uma amostra i.i.d. um estimador da varidncia, tanto no caso discreto
como no continuo é dado por:

A2 _ 21(17_?)2
g = &=+— 2
n—1

3.3.1 Algumas propriedades
1. V(X)) >0VX,se V(X)=0& X =cte
2. V(aX +b) = a?V(X)

3. V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cou(X,Y), portanto se X e Y sdo inde-
pendentes, entdo V(X +Y) =V (X) + V(Y)

4. Desigualdade de Chebychev

P(IX — p| > a) < Y

— a2
3.4 Medidas de Dispersiao
| Medida | Definicdo \ Estimador
Variancia V(X) %IE)Z
Desvio Padrao DP(X) W
Amplitude max(x) — min(x)

4 Lei dos Grandes Nimeros

Se X é uma v.a. com E(X) = p < 00, e E(X) = p < oo entdo dada uma
amostra i.i.d.:

Y o Xit..+X,
X = S

—
n—oo
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5 Teorema do Limite Central

Se X ¢ uma v.a. com E(X) = pu < oo e V(X) = 02, entdo dada uma amostra
iid.:

Xn—p

N n:OON(O,l)

6 Testes de Hipoteses

e Como saber se duas amostras pertencem a mesma populagao?

e Como saber se um modelo estatistico é adequado para fazer previsdes?

6.1

e Como saber se o valor estimado para um parametro é aceitavel?
Estratégia

1. Assumir um modelo para os dados

o X; ~D(0)iid.

e Verossimilhanca:

L(x|0) = [T;— p(xil9)
2. Definir a hipotese a ser testada (hipotese nula).
[ ] HQ 10 e @0

OHA29¢@0

3. Adotar um ponto de vista:

e Frequentista: parametro é uma constante desconhecida.

e Bayesiano: pardmetro é uma varidvel aleatoéria.
6.2 Pontos de Vista

6.2.1 Frequentista

Parametro é uma constante desconhecida.

Obter estimadores para o pardmetro a partir da verossimilhanca com boas pro-
priedades:

e maxima verossimilhanca
e variancia minima

e etc...
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\ Situacgao ‘
Hy Verdadeira H, Falsa
Decisao Rejeitar Hy Erro Tipo 1 OK
Nao rejeitar Hy OK Erro Tipo II

e Nivel Descritivo:
a = P(ErroTipol) = P(Rejeitar Hy|H, Verdadeira)
e Poder do teste:
1—p=1—P(ErroTipoll) = P(Aceitar Hy|H, Falsa)
e p-value:
Dvatue = P(T(X) > tops|Ho Verdadeiro) # P(Hy Verdadeiro)

Possibilidades de Procedimentos:

1. Fixado «a, encotrar o valor t..; e comparar com t.,s, rejeita-se Hy, se
tobs > terit (Teste via estimacgdo por intervalo).

2. Calcular pyqiue € cOmparar com um pe;¢, rejeita-se Hy, s€ Pyaive < Perit
6.2.2 Bayesiano
Parametro é uma variavel aleatoria.
Utilizando a informagao contida na amostra e a opiniao do especialista no pro-
blema para calcular a probabilidade posteriori da hip6tese nula e confrontéa-la

com a alternativa.

e Probabilidade posteriori
L(6|z) = LL(z|)7(6) k= [o L(x|0)df = cte
e Distribuigao priori: 7(9)
Confrontando hipéteses:

e Bayes Factors:

Jo, L(01x)dd
K= j:? L(0]x)do

O bayes factor é uma razao de probabilidades.
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o Full Bayesian Significance Test (FBST):

ewluez/ L(0|z)do

©* ={0:L(0) > L(0*), 0" = arg max L(0)}
[USISH)

O e-value é a probabilidade do conjunto de pontos do espago paramétrico
que possuem verossimilhanca superior fora da hipétese nula.

7 Modelos de Regressao

7.1 Regressao Linear Simples
Y, =aX; +b+¢; EiNN(O,O'Q)

7.2 Modelo Generalizado
Yi = fo(Xs) +&i ei ~ D(0)

8 Resumo
e Estatistica é o instrumento fundamental da ciéncia para:

— Testar hipoteses
— Fazer previsoes
e O uso de técnicas computacionais é indispensavel.

e Todo e qualquer modelo estd ERRADO por defini¢do... alguns menos
errados que os outros, por isso funcionam melhor. ;-)

e Consulte SEMPRE um especialista em estatistica.
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