CONCEITOSBASICOSE PRINCIPIOSDE ESTATISTICA

1. Conceitos Basicos de Probabilidade

Variavel aleatoriac € um nimero (ou vetor) determinado por uma respoda, isto €, uma
funcdo definida em pontos do espaco amogtrd. Uma varidve deatdria pode ser discreta (como no
lancamento de um dado) ou continua (como na medi¢do de temperatura).

Valor esperado (expectativa,significado): é a média ponderada dos possivels vaores de
X, cada valor ponderado por sua probabilidade. E representada por E(X) ou n,, sendo definida
por

E(X) =%, f(¢) + %, f(,) +...+ %, f(x))
E(X) =S, xP(X =x), para =12, ..,n.

Variancia: é uma medida da dispersio de X. E representada por Var(X) e por s® e é

definida por
Var(X) = (x; - m)zf(xi):E[(X - rrjzl ou

Var(X) =E(X?) - nf
Desvio padréo: é araiz quadrada ndo-negativa da varidncia. E representado por s.

Variavel aleatoria padronizada: sga x a variavel deatdria com sgnificado m e desvio
padrdo s. A varidvel destéria padronizada (z), que corresponde ax é definidapor z=(x- m)/s .
Uma varidve padronizada tem valor esperado igud a 0 e varidnciaigua a 1 (desvio padréo igud a
1).

Teste amostral simples. congtitui-se de uma sucessao de leituras tomadas sob condicoes
idénticas (mesmo observador e mesmo instrumento de medicéo), exceto o tempo.

Teste multiamostral : ocorre quando sfo feitas medigOes repetidas de uma quantidade,
utilizando diferentes insrumentos de medicdo e diferentes observadores. As trocas, tanto de
observador como de instrumento, causam mudangas na distribuicdo dos erros e, consequentemente,
tem-se um conjunto de variavels deatdrias.

Distribuicdo multivariada: € a digtribuicdo conjunta de duas ou mais variaveis aegtorias
definidas no mesmo espago amodtrd, propria de um teste multiamostra. Um exemplo é a
distribuicéo associada com a observacdo smulténea de temperatura, presso, diregdo e velocidade
do vento. A funcdo distribuicdo de uma distribuicéo bivariada &

P(X £x,Y £Y) eé usuamente, smbolizadapor F, (X, )
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Valor verdadeiro de uma variavel : € aquele que seria obtido na medicéo se ndo houvesse
caracterigtica estocastica (dleatoria) associada com a medicéo.

Erro aleatério: € um erro que representa a diferenca entre o vaor medido da variavel

deatdriae seu vaor verdadeiro.

Erro sistematico: € um erro introduzido continuamente, devido, por exemplo, a erro de
cdibracdo, desvios insrumentais, erro de técnica e, também, devido a representacdo inadequada de
um processo (como a ndo-consideracdo da ocorréncia de vazamentos, depositos).

Variaveis aleatérias independentes: um nimero finito de varidveis degtdrias X, V..., Z,
num espago amostral definido, sGo consderadas independentes se:

PX =x,,Y =y,,..2=2,)=P(X =x;)P{Y =y,).P(Z = 2,)
paraquasquer vaoresde x;, Y, .., 2, . Elas tém as seguintes propriedades:

HE(XY) = E(X) E(Y)
ii)Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y)
iii)Cov(X,Y) = 0

onde Cov(X,Y) = covariancia

Covariancia: é o conceito que relaciona duas varidveis desatorias, X e Y, definidas num
mesmo espaco amostral, representada por Cov(X,Y). E definida por

Cov(X.¥)= E[(X- m)(¥- m)]
ou equiva entemente,

Cov(X,Y)=E(XY)- mm,

Coeficiente de correlacdo: fornece a corrdlacdo entre duas variavels desatérias, X e Y,
definidas num mesmo espago amostral, representadapor 1 . E definido por

ryy =Cov(X,Y)/s s,

Autocovariancia: ao lidar com o registro continuo da temperatura X(t) em funcéo do
tempo, pode-se edtar interessado na relacdo entre X(t) nos tempos & e t LA covariancia entre
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variavels deatorias X(t,) e X(t,), que representam pontos sobre um mesmo caminho, mas em
diferentes tempos, € chamada de autocovariancia .

Covariancia cruzada: € a covariancia entre dois processos estocasticos continuos, sendo
que um deles é referente a um ponto no tempo X(t,) e o outro a um ponto e tempo possivelmente
diferentes, Y (t,).
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Fig. 2.2. Crosscorrelation function.

2. A VarianciaeaDistribuicdo de Erros Aleatérios

Se uma medicdo experimentd é repetida um nimero de vezes, os vaores registrados das
quantidades medidas diferem, quase sempre, uns dos outros. A disperséo de medicles sucessvas
de uma quantidade x € comumente expressa em termos da variancia ou do desvio padréo do
conjunto de medidas. Essas quantidades s0 definidas de forma que sgam Uteis na etimativa da
probabilidade de ocorréncia de erros a eatorios de intensidade definida nas medidas.

A variancia da amostra é smplesmente o0 desvio ao quadrado médio, de n vaores medidos
de x, em relacéo amédia daamostra X :

a = ——— 1)

X=— 2

O desvio padréo € obtido através da variancia:

S, =+/s? ©)



Na definicdo da variancia das Eq.(1), desvios postivos e negativos em torno da média néo
se cancdam uns aos outros. A Ultima forma desta equac@o, que define a variancia, é a mais
conveniente, quando caculos reais estdo sendo feitos.

O vdor da variancia se torna mais confiavel quanto mais medigdes forem obtidas e a
exatidéo red do procedimento de medicdo é indicada pelo vaor da variancia, caculada a partir de
uma quantidade muito grande de dados. Quando o nimero de pontos experimentals obtido se tornar
infinito, o conjunto infinito & chamado uma populacéo de vaores. Para tal populacdo, a média da
populacéo () é definida como:

n

m=lim Sx (4)

ne¥

eavarianciadapopulacio s? é definidacomo

= lim Slx-m® )

n® ¥ n
O desvio padréo da populagéo € araiz quadrada ndo-negativa da variancia da popul agéo.

A média da populacio € o melhor, ou mais provave, valor de x, desde que as variagdes de
X sgam resultantes de efeitos pegquenos, deatorios, independentes e aditivos. Se, entretanto, erros
de método elou erros ndo-deatdrios forem inerentes & medidas, entdo a média pode diferir
substancia mente do valor verdadeiro de x.

Se em um conjunto infinito de dados, as variagdes de x forem aeatdrias, diz-se que a
distribuicéo de vaores de x em torno da média € uma Distribuicdo Norma ou Gaussana.
3.1 Distribuicdo Normal ou Gaussiana.

As distribuictes de fendbmenos observados assumem, frequentemente, uma forma smetrica

em torno da média. Uma funcdo desse tipo, de extrema importancia em estatistica, € chamada de
Digtribuicdo Norma ou Digtribuicdo de Gauss, que é descrita pela funcéo

i 1e(X m)u21J
R i e

Deformadbreviada, se a varidvel deatdria x apresenta distribuicdo norma, com média me
vaiandas?, diz-se, smplesmente,

x =N(ms?)



Do exame da funcéo densdade, verifica-se que:

Probability density of the standardized random variable 7
{u
plu) 0.
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i) elaésmétricaem torno do eixo vertica que passa por m
i) o vaor méximo de F(x) ocorreu quando x = m
iii) tem por assintota o eixo das abscisses,

iv) tem pontosdeinflexsoem x =nm+s.

Quando a varidvel deatoria x € padronizada, €la passa a ter uma Digtribuicdo Normal
Padronizada, que tem média zero e desvio padrdo unitério, ou equivalentemente, uma distribuicéo
N(0,1).

Os vaores desta fungéo distribuicdo sdo tabelados e com des se tem um meio de obter as

probabilidades associadas a qualquer variavel normal, conhecidos a média e o desvio padréo e a
definicdo de varidvel deattria padronizada (2),



(x- m)

S

Z =

Considerando, agora, 0 conjunto de variaveis aeatorias independentes (x,, X, ..., X,,), cada
uma normamente distribuida, com mesma média (1) e mesma vaiancia (s?). Entdo, a média de
uma amostra de n elementos, extraida de uma populagio N(ms ?), representada por

X, X, + X,
M

X =

é normamente distribuida, com média me varidgncia s®/n. Este resultado é muito importante e é
chamado de Teorema do Limite Central. Em consequéncia,

_X-n

S
tem umadistribuicdo normal padronizada. Esta Situag&o corresponde a um teste amosiral Smples.

A vaiéncia da populacio, definida pea Eq..5 é baseada numa amostra hipotética,
contendo um ndmero infinito de replicatas de uma medida. Todavia, para objetivos préticos, €
necess&rio lidar com um nimero finito de vaores da quantidade em questéo.

A média da amostra (X) € a melhor estimativa da média da populacdo (m). Entretanto, a
vaiancia da amostra (s2) ndo é a melhor edimativa da varidncia da populagio (s%). A mehor
estimativa da variancia da populacéo é dada por,

n-1

. .2
n _ sz-g%xg/n
S(x- %)? 2
oS ) =—s? ©)
n-1 n-1

Condderando, agora um teste multiamostrd envolvendo n vaidves deatdrias
X, X,,..., X, que sGo normamente distribuidas, com suas médias n,,n,,...,I7,, € vaiandas

s?s2,...,s2, respectivamente. A variavel deatdriaZ é umacombinago linear dessas varidveis

Z=8,X,+8,X,+...+a X

Na hipétese de Z ser normamente digtribuida, sua média m é a média ponderada das
médias das varidveis deatbrias individuas, que podem ou ndo ser independentes, que € dada por

m =(am +a,m+.+a,m)
A variancia é dada por

Si:é_ a‘zsi2+a_ éaiajCov(Xi,Xj)

i
i=1 it



onde a Cov(X;, X,) ézero, seasvariaveis X; e X; sao independentes uma da outra.

Os chamados testes nodd e de medida, muito utilizados para detectar e identificar fontes de
€rros grossairos, sfo testados contra. uma distribuigéo normal padronizada.
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Figure C-2. Normal distribution density funetion.

3.2. Digribuicdo Qui-quadrado

A vaiave deatOria, formada pela soma dos quadrados de n vaidves destdrias
independentes Z,;, definida por

47 (2w

tem uma distribuicio ¢ .
O vaor n é também conhecido como o niimero de graus de liberdade da ¢ 2.

A media e avariancia dessa distribui¢do sfo expressas em graus de liberdade, sendo iguais,
respectivamente, an e 2n.

A func&o densidade de probabilidade qui-quadrado é representada por c?2, onde n designa
0 nimero de graus de liberdade da c 2. Se n observagBes de uma varidvel s3 independentes, ento
0 numero de graus de liberdade € igud a n. Entretanto, um grau de liberdade € perdido para cada
restricéo sobre as n observagoes.
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Figure €-3. Chi-square distribution density function,

A funggo distribuigio F(ci) é tabulada de forma a fornecer valores c2, que sfo

disponiveis namaioria dos livros de edatistica, paraos quais
P(c2 3 c;n):a

onde a € a probabilidade de somas dos quadrados iguais ou superiores ao vaor correspondente
tabelado. O nivel de dgnificinciaa €, gerdmente, fixado em torno do vaor 0,05. Quanto maior a,
maior € o risco de rgeitar hipoteses boas; inversamente, o risco de aceitar hipoteses fasas aumenta,

namedidaque o vaor dea diminue

Se o vaor caculado davaridvel deatéria c? for maior do que o valor tabelado c? | rejeitar
s a hipotese de que as varidveis Z, sgam desatorias, entretanto, se ele for menor ou igud, a
hipétese é aceita.

0.2
0.18 ,

0.16 P(x%< 9.49)=0.95
0.14 P> 9.49) = 0.05

95% of total area

0 4 8 12 16 20
Xr
Figure €-4, Confidence intervals for chi-square distribution.
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Edta digtribuicéo é usada para a deteccdo de erros grosseiros em dados de processo, onde
s verifica se a varidvd deatdria condtituida pela soma ponderada (pelo inverso das variancias) dos
quadrados dos erros da varidvels individuais segue uma digtribuicdo qui-quadrado. Se isto for
verdade, é vdida a hipotese de que os eros de medida sfo varidveis deatdrias normamente
disgtribuidas e, portanto, o conjunto de medidas testadas ndo contém erro sistemético.

Caso isto ndo sgja verdade, deve(m) ser identificada(s) a(s) medida(s) que conté@m erros
grosseiros, submetendo-se 0 conjunto resultante ao teste em questdo. Para redizar o teste, deve-se
cacular o vaor de € e comparé&lo com vaores tabedlados, uma vez definido um nive de
ggnificandaa, que exprime a probabilidade de somas dos quadrados iguais ou superiores ao valor
correspondente da tabela. Se o valor calculado for maior do que o valor tabelado, reeitase a
hipdtese e se for menor ou igua ao vaor tabelado, aceita-se a hipdtese A distribuicdo qui-quadrado
€ usada no chamado teste globa de Almésy e Sztand (1975) e também no teste do desbaanco
nodal de Romagnoli et a.(1980).

4. Testes de Hipoteses

Um teste de hipGteses edtatistico € um procedimento para decidir se deve ser aceita ou
rejeltada a hipotese H, contra uma ou mais hipoteses aternativas.

Conhecida a funcéo densidade de probabilidade F de uma estimativa (Que é uma estimativa
néo-tendenciosa de g, uma varidvel deatoria qualquer), faz-se a suposicéo de que a representacéo
destavariavel deatoriaq por F(q) € corretae que amédia (ou valor esperado) deq € q,.

Coloca-se, entdo a seguinte questéo: Se é verdadeira a hipotese de que q = q,, por quanto
q pode diferir de q,, antes que esta hipotese seja rejeitada por parecer errada ?

Seahipltese q = q, for verdadeira, E(q) = q, e a probabilidade de que o valor de q sga
menor ouigud ad,,, €

PA£d,,)=

N |

e devido a Smetria da curva da Digtribui¢do Norma

P(d m1—a/2) =

N |

Para tomar uma decisio concernente a hipotese, selecionase um vaor de a, que é
chamado nivel de confianca para o teste. Por exemplo, a pode ser 0,01 ou 0,05.
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Ent&o, a amostra é coletada e q € calculado. Se g for maior do que q,.,/, ou menor do

que q,,,, a hipotese é rgjeitada. Caso contrario, ela é aceita
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Fig. 2.13. Regions of rejection and acceptance for a symmetric
hypothesis test.

Ho: E] =0o
a =0,05pP em5 % dos casos H, sera rejeitada (decisio errada)
A faixade vaoresde (i em que a hipotese é rgeitada é chamada regido de regjeicao; afaixa

de g em que a hipdtese é aceita é chamada de regiso de acditacio. O teste descrito é um teste de
dois lados, também chamado bilateral ou bicaudd.

Um teste unilatera pode ser baseado em duas possibilidades, sendo que numa delas d sria
maior do queagum g, ,, onde a hipotese seria rgeitada, se q fosse de fato maior do que ¢, ,; @
outra seria supor que d sgamenor doqueq, .

Himmelblau (1978) observa que a rgjeicao da hipdtese ndo implica num resultado definitivo,
mas indica que os dados e o procedimento experimenta devem ser submetidos a um exame
cauteloso para averiguar se ocorreu dguma coisa errada com a coleta de medidas ou com a
ingrumentac&o.

A edrutura de teste mais smples € imaginar que hgja uma dicotomia de estado para as
varidveis degtorias:

i) H,: x éo vaor verdadeiro da variavel deatdria (que é a hipotese nula);
i) H;: X ndo é o valor verdadeiro da variavel (que é a hipbtese dternativa).

No teste de hipbteses, a decisdo é tomada da seguinte forma com base na suposicéo de
gue a hipdtese nula é verdadeira, se a edtatistica calculada a partir da amostra experimenta aeatoria

10
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cair fora da regido de aceitacdo, a hipdtese nula é rgjeitada e a hipdtese dternativa é aceita. Caso
contrario, a hipotese H, é aceitae H, érejeitada.

Podem-se distinguir dois tipos de erros ao testar uma hipétese:
i) Erro Tipo I, que € o risco de declarar falsa uma hipétese verdadeirg;
i) Erro Tipo I1, que € o risco de ndo regjeitar uma hipdtese, quando ela é falsa

Isto pode ser resumido no esquema abaixo, onde a hipdtese que esta sendo testada é a
hipotese H.

Hipdtese Aceitar H Reeitar H
H éverdadeira Decisdo correta Errodo Tipo |
H éfalsa Errodo Tipo Il Deciséo correta

Certamente, 0 erro do Tipo | existe porque a € sdlecionado para ser um valor néo-zero.
Quando a hipétese € verdadeirae a = 0,05, por exemplo, em 5 % dos testes a hipotese sera
rejeitada, o que é uma decisdo errada.

A probabilidade b € a probabilidade de néo rgeitar uma diferenca quando ea existe.
Existem curvas, chamadas curvas de operagéo caracteristicas, para determinar a probabilidade b.
A probabilidade (1-b) é chamada poténcia do teste e representa a probabilidade de tomar-se a
decisfo correta (rgjeitar a hipotese), quando ela é reamente errada. Quando a diferenca entre as
meédias (d) aumenta, (1-b) aumentae b diminue. A seguir, goresenta-se de forma resumida um
exemplo:

Se Probabilidade de concluir que
n=nm, ntmn,
nm=nmn, l-a a
n=n,+d b 1-b

Himmelblau (1978) relata que, pela descricéo dos dois tipos de erros, pode-se observar
gue a tentativa de diminuir um tipo de erro resulta em um aumento no outro tipo de erro. O Unico
modo de diminuir os dois tipos de erro, Smultaneamente, € aumentar o tamanho da amosira, 0 que
pode ser caro, na pratica. Observa que talvez um tipo de erro tenha consequéncias menos sérias do
gue 0 outro e, neste caso, ha alguma decisdo adequada referente a selecéo de valores de a e ao
nimero de observacOes a ser feito. A experiéncia leva em conta os instrumentos, o projeto do
processo e 0s custos, de modo a tomar-se uma decisdo econdmicaparaa eb.

Em gerd, os estudos descritos na literatura para deteccéo e identificacdo de erros
grosseiros, na reconciliagdo de dados de processo, consideram a probabilidade de ocorréncia de
erro Tipo 1.

Um teste de hipétese é usado na reconciliacdo de dados paratestar a hipotese nula

11
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Ho : ndo ha erro grosseiro nos dados de processo,

versus a hipotese dternativa

H; : existe pelo menos um erro grosseiro nos dados de processo,
ou, especificamente,

H,; : existe um erro grosseiro namedicéo |

N

ke - :‘
4 \ N-o¢
——————"-
2
Table 1-19. Ordinates and Areas between Abscissa Values —z and + z of the Normal Distribution Cu
2 X Y A [—-4 2 X Y 4 1—-4
0 0.399 0.0000 1.0000 +1.50 ut 1,500 0.1295 0.8664 0.1336
40.05 st &050 .398 .0399 0.9601 +1.55 nt 1.55¢ .1200 .8789 121
+ .10 ut 100 397 .0797 .9203 +1.60 pt 1.600 L1109 .8904 L1096
+ .15 nx A5¢ .394 L1192 .8808 +1.65 ut 1.65¢ L1023 L9011 .0989
+ .20 ut 200 .391 .1585 .8415 +1.70 ut 1.700 L0940 9109 .0891
+ .25 pt .25 387 1974 8026 +1.75 ut 1.75 .0863 9199 .0801
+ .30 nt Ho .381 .2358 7642 +1.80 pt 1.800 .079% .9281 0719
+ .35 ut 35 375 2737 7263 +1.85 pnt 1.85 L0721 .9357 0643
+ .40 ut 400 368 .3108 6892 +1.90 ut 1.90 .0656 .9426 0574
+ .45 ut 450 361 .3473 6527 +1.95 st 1.95 .0596 .9488 L0512
+ .50 pt 500 352 .3829 6171 +2.00 p+ 2.000 .0540 .9545 0455
+ .55 ut .55 343 4177 5823 +2.05 ut 2.05¢ .0488 .9596 .0404
+ .60 ut 600 333 4515 5485 +2.10 unt 2.100 0440 .9643 0357
+ .65 ut .65¢ 323 .4843 5157 +2.15 ot 215 0396 .9684 0316
+ .70 nt 700 312 5161 4839 +2.20 n i 2.200 0355 .9722 0278
+ .75 pt 75 301 .5467 4533 +2.25 ut 2.25¢ 0317 9756 0244
+ .80 ut 290 .5763 4237 +2.30 pt 2.300 0283 .9786 0214
+ .85 ut .85 278 .6047 3953 +2.35 ut 2.35 .0252 9812 0188
4 .90 ut 90 266 .6319 3681 +2.40 ut 2.400 .0224 .9836 0164
+ .95 nt. 95 254 .6579 3421 +2.45 nt 2.45¢ .0198 .9857 0143
£1.00 | ut 1.00¢ 242 .6827 3173 | +2.50 | nit2.500 0175 .9876 0124
41.05 ut 1.050 . .7063 2937 +2.55 ut 2.550 0154 .9892 0108
1,10 ut 1,100 218 7287 2713 +2.60 nt 2.600 0136 .9907 0093
+1.15 nt 115« 206 7499 2501 +2.65 nt 2.650 0119 .9920 0080
+1.20 wt 1.200 194 7699 2301 +2.70 nt 2.700 0104 L9931 0069
+1.25 nt 1.250 .183 .7887 2113 +2.75 nt 2,750 .0091 .9940 0060
+1.30 ut 1.300 A7 .8064 1936 +2.80 ut 2.800 .0079 .9949 0051
+1.35 ut 1.35 .160 .8230 1770 +2.85 ut 2.850 .0069 .9956 0044
+1.40 ut 1.400 .150 .8385 1615 +2.9 ut 2.9 .0060 .9963 0037
+1.45 ut 1.45¢ 139 .8529 14N +2.95 pt 2.95¢ .0051 .9968 0032
+1.50 pt 1.500 130 .8664 1336 +3.00 pt 3.000 .0044 9973 0027
+ 4 NN o4 4 e nm1 a0aQd nnNNA
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