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Resumo 

 Desde o início dos estudos em suspensões veiculares no início do século XX, 

observam-se grandes interesses nesta área visando aspectos como, por exemplo, o nível de 

conforto dos passageiros.Este trabalho apresenta uma solução para o auxílio no projeto de 

suspensões veiculares através da utilização de técnicas e métodos para sua avaliação em 

relação à norma de vibração ISO2631 e validação em relação ao modelo teórico tipo 

quarter car. Através de técnicas de processamento de sinais, como transformada rápida de 

Fourier, estimativas de espectro de densidade de potência e métodos de identificação de 

sistemas foi possível à implementação de um sistema de aquisição de dados que efetuasse 

todo o tratamento onboard e em tempo real.Com o sistema embarcado implementado, o 

mesmo foi validado em bancada e então foi instalado em um veículo do tipo Baja. Os 

resultados da validação demonstraram que o algoritmo estava em conformidade com a 

teoria e os resultados do veículo mostraram a situação do veículo real em comparação com 

o projeto e com os níveis de vibração contidos na norma ISO2631. 
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Abstract 

Since the early studies on vehicular suspensions in the early twentieth century, there 

are large interests in this area aimed aspects such as the level of comfort of passengers. This 

paper presents a solution to aid in the design of suspensions vehicle through the use of 

techniques and methods to assess the relative Vibration ISO2631 standard and validation 

compared to theoretical model type quarter car. Through signal processing techniques such 

as fast transform Fourier estimated power density spectrum and methods of identifying 

systems could be the implementation of a data acquisition system which to present 

treatment and all the onboard in real time. With embedded system implemented, it has been 

validated and bench was then installed in a vehicle as Baja. The validation results showed 

the algorithm was in accordance with the theory of the vehicle and the results showed the 

situation of the actual vehicle compared with the design and vibration levels contained in 

the standard ISO2631. 
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1. Introdução 

1.1   Motivação 

O automóvel se tornou principal forma de deslocamento do ser humano a um pouco 

mais de um século e são objetos de intenso estudo, tanto no meio industrial quanto no meio 

acadêmico. Os estudos sobre dinâmica veicular começaram a ser escritos por volta do ano 

de 1908, iniciados por Willian Lanchester, sobre observações de ‘oversteer’ em suspensões 

[1]. Outros engenheiros tiveram contribuições significativas, como Maurice Olley, Rieckert 

e Schunk, Rocard, Segel, Dixon e outros [2].  

Um dos principais tópicos estudados durante a primeira metade do século XX, era 

sobre a dinâmica vertical (ride) dos veículos, tanto sob a ótica de conforto bem como sobre 

a segurança dos automóveis. Dentro deste contexto, significativas mudanças foram feitas, 

como a introdução de molas helicoidais em detrimento de molas em lâminas a fim de 

eliminar o excessivo desgaste devido ao atrito seco [3], introdução do amortecedor para a 

redução da transiente do sistema quando o mesmo é excitado por uma entrada [2] e 

introdução do pneumático (pneu), a fim de diminuir a transferência da aceleração do 

pavimento para a carga do veículo. A partir dos anos 80 foram introduzidas técnicas de 

controle para melhorar a eficiência do sistema [4], através da substituição total (controle 

ativo) ou parcial (controle semiativo) do conjunto mola-amortecedor. 

As suspensões veiculares foram introduzidas com o intuito de melhorar-se o 

conforto e a estabilidade dos carros [2], e assim iniciou-se a busca por um equilíbrio entre 

três parâmetros [3]: 

 Conforto, 

 Estabilidade, 
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 Dirigibilidade. 

Dentre as várias formas de conforto automotivo, a mais utilizada pela literatura é 

baseada na norma ISO2631, desenvolvida em 1978, com duas adaptações posteriores em 

1988 e 1997. Salienta-se, entretanto, que existem outras formas de qualificação de 

conforme, como por exemplo, o feeling de pilotos de prova [3]. 

Com o decorrer do tempo, foram introduzidas técnicas analíticas de análise de 

desempenho de suspensões, através de modelos matemáticos, onde os mais conhecidos são 

os modelos quarter car, half car e full car. Esses modelos são levantados, principalmente, 

na forma de funções de transferência e em variáveis de estado, onde as análises feitas neste 

trabalho estão direcionadas nas vibrações (acelerações) em pontos estratégicos do veículo. 

A partir dessas considerações, observou-se uma ausência na literatura de sistemas 

dedicados que permitam fazer avalições e validações em sistemas de suspensão veiculares, 

do pondo de vista de ride (dinâmica vertical), em relação aos modelos teóricos. O modelo 

teórico que será utilizado para comparação é o quarter car, visto que é o modelo mais 

usado na literatura [1] [3] [2] [5] [6], e também porque é o mais simples. As Figuras 1.1, 

1.2 e 1.3 ilustram as diferenças entre os três modelos citados acima. 

 

Figura 1.1: Ilustração referente ao modelo quarter car [1]. 



25 

 

 

 

Figura 1.2: Figura indicando o modelo half car, onde percebe-se que a complexidade do 

modelo aumentou significamente [5]. 

 

Figura 1.3: Figura ilustrando a o modelo full car, onde tem-se mais de 22 parâmetros para 

análise [5]. 

Este trabalho tem o intuito de prover análises de âmbito quantitativo na comparação 

entre os modelos teóricos com veículo finalizado e com a norma de conformo mais usada 

na literatura de suspensões, a ISO2631 [3]. Essas análises serão feitas tanto em comparação 
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de gráficos de densidade de potência quanto em relação à comparação de termos da função 

de transferência levantadas a partir de um conjunto de amostras obtidas nos ensaios. 

1.2   Objetivos e Estrutura do Trabalho 

Os objetivos deste trabalho concentram-se em: 

 Implementação de um sistema de aquisição de dados que processe em tempo 

real e on-board, todos os parâmetros que são propostos na avaliação e 

validação, 

 Avaliação individual de cada quarto de sistema de suspensão através da 

comparação das curvas de Power Density Spectrum (PSD) com a norma 

ISO2631, 

 Prover a validação do projeto teórico modelado em quarter car através de 

uma estimativa do modelo pelas respostas obtidas com o sistema de 

aquisição de dados, 

Este trabalho está dividido em quatro capítulos, onde o primeiro capítulo visa 

localizar o leitor do problema a ser resolvido e quais os métodos para resolvê-lo, o segundo 

capítulo tem o intuito de embasar teoricamente todo o desenvolvimento do trabalho, o 

terceiro capítulo traz um estudo de caso para validar, testar e analisar o sistema como um 

todo e, por fim, o quarto capítulo, que tem o intuito de mostrar a validade da solução 

proposta, além de mostrar novos caminhos e desafios. 
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2. Fundamentação Teórica 

Este capítulo tem por objetivo expor toda a teoria dos conceitos usados para se 

chegar à solução do problema proposto. A divisão dos tópicos abaixo foi dividida na ordem 

lógica de trabalho, ou seja, primeiro fundamenta-se a suspensão, sob a ótica de dinâmica 

vertical, que é o problema proposto, logo após adentra-se nas teorias de processamento de 

sinais, onde se ramifica em três tópicos fundamentais ao entendimento global do sistema de 

aquisição de dados, logo em sequência é explorado os dois conceitos chaves que permitirão 

chegar-se no objetivo proposto: a estimativa espectral e a identificação de sistemas. 

2.1  Suspensão Veicular - Dinâmica 

Vertical 

Automóveis viajam em alta velocidade, e como consequência, experimentam um 

espectro de vibrações. Essas vibrações são transmitidas aos passageiros e as cargas, e 

podem ser sentidas na forma táctil, visual e sonora. O termo ‘ride’ é usado normalmente 

para designarem-se as vibrações de origem táctil e visual, enquanto as vibrações que 

causam som são chamadas de ‘ruído’.  O espectro de vibrações pode ser dividido por faixas 

de frequência, onde o ride está na faixa de 0 até 25 Hz e o ‘ruído’ de 25 - 25000 Hz. 

Usualmente a análise de ‘ride’ corresponde até a frequência de 80 Hz [3] [1] [4] [5].  

As vibrações de um veículo são um dos critérios mais importantes que as pessoas 

julgam quando avaliam a ‘qualidade’ de um carro. Esse julgamento é extremamente 

subjetivo, e por esta razão torna-se extremamente complexo o desenvolvimento de uma 

ferramenta objetiva para uma avaliação mais coerente.  
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A Figura 2.1.1 ilustra as fontes de excitação e a sequência lógica para a análise da 

dinâmica vertical de um veículo. 

 

 

 

 

 

 

Neste trabalho a única fonte de vibração considerada é a rugosidade do pavimento, 

portanto todas as análises feitas desprezam os harmônicos dos pneus e as vibrações 

rotacionais tanto da transmissão quanto do motor. 

A rugosidade do pavimento pode ser definida como a elevação do perfil da pista 

enquanto o automóvel se desloca na mesma [1]. Perfis de pista são, geralmente, 

categorizados como “sinais aleatórios de banda limitada”, e, portanto, pode ser 

representados por operadores e estimadores estatísticos. Uma das representações mais 

usadas é a Power Density Spectral (PSD) [1]. 

Perfis de pavimento podem ser levantados através de perfilômetros de alta 

velocidade. A Figura 2.2 mostra um exemplo de curva da PSD de uma pista genérica, 

observa-se que os outros gráficos ilustram a derivada de ordem um e a derivada de segunda 

ordem da mesma curva. Nessa Figura, assume-se que a velocidade do veículo está em 50 

mph. 

Fontes de Excitação 

- Rugosidade do 

Pavimento 

- Pneu 

- Motor 

- Transmissão 

Resposta 

Dinâmica do 

Veículo 

Vibrações 

Figura 2.1.1: 

Diagrama de blocos 

do comportamento de 

um suspensão. 
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Figura 2.1.2: Figura ilustrando as curvas de PSD de um veícula a 50 mph [1]. 

Na Figura 2.1.2 é possível observar que o espectro de aceleração é constante para 

baixas frequências, mas começa a aumentar significamente a partir de 10 Hz.  

Para a análise da resposta dinâmica do veículo, deve considerar-se a Figura 1.1. 

Nela, serão equacionadas as relações de entrada e saída do sistema, para a análise da função 

de transferência da suspensão. Para um entendimento geral da Figura 1.1, tem-se que a Ms, 

é toda a massa suspensa do veículo dividida por 4, Mu, é a massa da roda, pneu e 

componentes internos da roda, Kt é o coeficiente elástico do pneu, Ks e Cs são os 

coeficientes da mola e amortecedor de suspensão. 

A massa suspensa repousa sobre o pneu o que torna a capacidade de movimento 

vertical amortecido primariamente pelo pneu. A rigidez da suspensão em conjunto com o 

pneu é denominada “taxa de ride”, que é determinado pela equação 1.1. 

𝑅𝑅 =
𝐾𝑆𝐾𝑇

𝐾𝑆+𝐾𝑇
                                                                                                                                      (1.1)                                                                    

Onde: 
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RR = taxa de ride 

KS = rigidez da suspensão 

KT = Rigidez do pneu 

Na ausência de amortecimento, a frequência natural de cada vértice do modelo 

quarter car é determinado pela equação 1.2. 

𝜔𝑛 = √
𝑅𝑅

𝑀
 𝑜𝑢 𝑓𝑛 =

1

2𝜋 √
𝑅𝑅
𝑊

𝑔

                                                                                                          (1.2)                                                                                      

Onde: 

M = Massa suspensa 

W = M g = Peso da massa suspensa 

g = aceleração da gravidade 

Quando o amortecimento é considerado, a ressonância ocorre na “frequência natural 

de amortecimento”, ωd, dado pela equação 1.3. 

𝜔𝑑 = 𝜔𝑛√1 − 𝜉𝑆
2                                                                                                                            (1.3)                                                                                                      

Onde: 

ζS = Taxa de amortecimento = 
𝐶𝑆

√4 𝐾𝑆𝑀
 

CS = Coeficiente de amortecimento da Suspensão 
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Para um bom ‘ride’ a taxa de amortecimento permanece usualmente entre 0.2 e 0.5 

[5] [1]. 

Para a modelagem do sistema quarter car na forma de função de transferência, é 

necessário apenas à aplicação da Segunda Lei de Newton, como segue nas equações 2.1 e 

2.2. 

𝑀
𝑑²𝑍

𝑑𝑡²
+ 𝐶𝑆

𝑑𝑍

𝑑𝑡
+ 𝐾𝑆𝑍 =  𝐶𝑆

𝑑𝑍𝑈

𝑑𝑡
+ 𝐾𝑆𝑍𝑈                                                                        (2.1)                                                                    

𝑚
𝑑²𝑍𝑈

𝑑𝑡²
+ 𝐶𝑆

𝑑𝑍𝑈

𝑑𝑡
+ (𝐾𝑆 + 𝐾𝑇)𝑍𝑈 =  𝐶𝑆

𝑑𝑍

𝑑𝑡
+ 𝐾𝑆𝑍𝑈 + 𝐾𝑇𝑍𝑅                                     (2.2)                                    

A partir das equações 2.1 e 2.2, é possível chegar a algumas funções de 

transferência (FT´s) entre as diversas entradas e saídas, bem como é possível obter o 

modelo em espaço de estados, com isso obtêm-se todas as respostas dinâmicas de interesse 

[6]. 

Outros dois pontos de interesse em um projeto de suspensão de veículos, são a 

influência da rigidez da suspensão e a influência do amortecimento da suspensão [1] [3] 

[6]. Com relação à rigidez da suspensão, o projeto é feito buscando uma constante elástica 

da mola em função da frequência natural não amortecida da massa suspensa, de forma que 

a mesma permaneça em torno de 1 Hz. Sobre o amortecimento da suspenção, é preciso 

considerar que o valor da frequência natural amortecida é praticamente a mesma da não 

amortecida para valores de amortecimento ζS entre 0,2 e 0,4, porém o valor máximo da 

relação de amplitude no pico é muito sensível ao nível de amortecimento e pode variar de 

1,5 até 3,0 em veículos de passageiro. 

A isolação característica da suspensão, fornecida pelo modelo simplificado (ou 

clássico) de ¼ de veículo, combinada com o espectro típico da rugosidade, resulta no 

espectro da aceleração da massa-suspensa (saída), a qual pode ser calculada através da 

equação 3.1. 
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𝐺𝑆𝑆(𝑓) = |𝐻𝑉(𝑓)|²𝐺𝑆𝑅                                                                                                     (3.1)                                                                                              

Onde: 

 GSS (f): Densidade espectral média quadrada da aceleração da massa suspensa. 

HV (f): Ganho, resposta do sistema (veículo). 

GSR: Densidade espectral média quadrática da aceleração da entrada (pista). 

Da equação 3.1 é possível determinar o espectro resultante, calculando a aceleração 

transmitida para a massa suspensa para várias frequências naturais da massa suspensa. 

Percebe-se o aumento significativo do espectro da aceleração da massa suspensa (Figura 

2.1.3). 

 

Figura 2.1.3:  Espectro da aceleração da massa suspensa considerando diferentes 

frequências naturais de massa suspensa [1]. 
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Agora, fazendo a análise sobre o amortecimento do sistema, define-se que a função 

do amortecedor nos sistemas de suspensão é dissipar energia armazenada no sistema devido 

à passagem por um obstáculo. Na literatura [1] [6], a relação de amortecimento da 

suspensão apresenta um valor ótimo por volta de 40% para a maior parte dos veículos. 

Valores diferentes deterioram o desempenho do sistema, aumentando a sua 

transmissibilidade como por ser visto na Figura 2.1.4. 

 

Figura 2.1.4: Ilustração do efeito do amortecimento na capacidade de isolação da suspensão 

[1]. 

Como definido em [4] [3] [2] e [6], a característica de amortecimento em veículos 

não é linear, de forma que uma modelagem analítica só tem efeito ilustrativo, não 

representando a realidade. Veículos modernos tem seu amortecimento baseado não só em 

conforto, mas também visa-se a estabilidade, o “handling”, e a segurança, baseada na 

manutenção “pneu-solo”. Tipicamente os amortecedores usados nos veículos atuais são 

bilineares, ou seja, tem características de amortecimento na compressão e outra diferente na 

tração. Por fim, é necessário tratar os amortecedores seguindo modelos não lineares. 
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Para a modelagem, foi considerado o sistema quarter car, Figura 1.1, e também as 

equações 2.1 e 2.2, onde serão obtidas três funções de transferência: 

�̈�

�̈�𝑟
= 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑚𝑖𝑠𝑠𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑝𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑒 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑎 𝑠𝑢𝑠𝑝𝑒𝑛𝑠𝑎,  

𝑍�̈�

�̈�𝑟
= 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑚𝑖𝑠𝑠𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑝𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑒 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑎 𝑛ã𝑜 𝑠𝑢𝑠𝑝𝑒𝑛𝑠𝑎, e 

�̈�

�̈�𝑈
= 𝑇𝑟𝑎𝑛𝑠𝑚𝑖𝑠𝑠𝑖𝑏𝑖𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑎 𝑛ã𝑜 𝑠𝑢𝑠𝑝𝑒𝑛𝑠𝑎 𝑒 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑎 𝑠𝑢𝑠𝑝𝑒𝑛𝑠𝑎. 

Trabalhando em cima das equações 2.1 e 2.2, chega-se nas equações 4.1 e 4.2, que 

podem ser encontradas também em [6]. 

𝑀�̈� + 𝐾𝑆(𝑍 − 𝑍𝑈) + 𝐶𝑆(�̇� − 𝑍�̇�) = 0                                                                      (4.1)                                                                  

𝑀𝑈𝑍�̈� + 𝐾𝑆(𝑍𝑈 − 𝑍) + 𝐶𝑆(�̇�𝑈 − �̇�) +  𝐾𝑡(𝑍𝑈 − 𝑍𝑟) = 0                                    (4.2)                                    

Escrevendo as equações 4.1 e 4.2 em função das acelerações, por conveniência, 

obtêm-se as equações 5.1 e 5.2. 

𝑀�̈� + ∬ 𝐾𝑆(�̈� − �̈�𝑈) 𝑑𝑡² + ∫ 𝐶𝑆(�̈� − 𝑍�̈�)𝑑𝑡 = 0                                                (5.1) 

𝑀𝑈𝑍�̈� + ∬ 𝐾𝑆(�̈�𝑈 − �̈�)𝑑𝑡² + ∫ 𝐶𝑆(𝑍�̈� − �̈�) 𝑑𝑡 +  ∬ 𝐾𝑡(�̈�𝑈 − �̈�𝑟)𝑑𝑡² = 0  (5.2) 

Aplicando a transformada de Laplace nas equações 5.1 e 5.2, chega-se nas equações 

6.1 e 6.2. 

𝑀�̈� + 𝐾𝑆 (
�̈� − �̈�𝑈

𝑠2
) + 𝐶𝑆 (

�̈� − 𝑍�̈�

𝑆
) = 0                                                                   (6.1) 
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𝑀𝑈𝑍�̈� + 𝐾𝑆 (
�̈�𝑈 − �̈�

𝑠2
) + 𝐶𝑆 (

𝑍�̈� − �̈�

𝑠
) +  𝐾𝑡 (

�̈�𝑈 − �̈�𝑟

𝑠²
) = 0                               (6.2) 

Continuando o desenvolvimento das equações 6.1 e 6.2, chega-se nas equações 6.3 

e 6.4. 

(𝑀𝑠2 +  𝐶𝑆𝑠 + 𝐾𝑆)�̈�(𝑠) − (𝐶𝑆𝑠 + 𝐾𝑆)�̈�𝑈(𝑠) = 0                                                  (6.3) 

[
(𝐶𝑠𝑠 +  𝐾𝑆)

𝐾𝑡
] �̈�(𝑠) +  [

(𝑀𝑈𝑠2 +  𝐶𝑆𝑠 + (𝐾𝑡 + 𝐾𝑆))

𝐾𝑡
] �̈�𝑈(𝑠) =  �̈�𝑟(𝑠)                 (6.4) 

Com as equações 6.3 e 6.4 torna-se possível obter as funções de transferência 

desejadas acima, e as três podem ter definidas através das equações 7.1, 7.2 e 7.3, logo 

abaixo. 

�̈�

�̈�𝑈

=  
𝐶𝑆𝑠 +  𝐾𝑆

𝑀𝑠² +  𝐶𝑆𝑠 +  𝐾𝑆

                                                                                                   (7.1) 

�̈�

�̈�𝑟
=  

𝐶𝑆𝑠+ 𝐾𝑆

𝑀𝐶𝑆𝑠4+(𝑀
𝐶𝑆
𝐾𝑡

+𝐶𝑆
𝑀𝑈
𝐾𝑡

)𝑠³+(𝑀
𝐾𝑡+𝐾𝑆

𝐾𝑡
+𝐾𝑆

𝑀𝑈
𝐾𝑡

)𝑠²+ 𝐶𝑆(
𝐾𝑡+𝐾𝑆

𝐾𝑡
−

𝐾𝑠
𝐾𝑡

)𝑠+ 𝐾𝑆(
𝐾𝑡+𝐾𝑆

𝐾𝑡
−

𝐾𝑆
𝐾𝑡

)
                     (7.2) 

�̈�𝑈

�̈�𝑟
=  

𝑀𝑠²+𝐶𝑆𝑠+ 𝐾𝑆

𝑀𝐶𝑆𝑠4+(𝑀
𝐶𝑆
𝐾𝑡

+𝐶𝑆
𝑀𝑈
𝐾𝑡

)𝑠³+(𝑀
𝐾𝑡+𝐾𝑆

𝐾𝑡
+𝐾𝑆

𝑀𝑈
𝐾𝑡

)𝑠²+ 𝐶𝑆(
𝐾𝑡+𝐾𝑆

𝐾𝑡
−

𝐾𝑠
𝐾𝑡

)𝑠+ 𝐾𝑆(
𝐾𝑡+𝐾𝑆

𝐾𝑡
−

𝐾𝑆
𝐾𝑡

)
                    (7.3) 

As funções de transferência 7.1, 7.2 e 7.3 modelam um veículo quarter car, com 

dois graus de liberdade, analítico e linear [6]. Após esse equacionamento, finaliza-se a 

fundamentação teórica de suspensões veiculares sob a ótica de dinâmica vertical. 
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2.2  Processamento Digital de Sinais em 

Tempo Real 

Para que seja possível obter os resultados com os dados reais, são necessárias a 

utilização de técnicas para a aquisição de dados, tratamento e análise dos mesmos. Para isso 

utilizam-se conceitos de processamento digital de sinais, tais como: amostragem, filtros 

(analógicos e digitais) e, por fim, transformada de Fourier. Para que seja compreendida de 

forma plena, inicialmente será feita uma definição (conceituação) de sinais e sistemas. 

2.2.1 Caracterização de Sinais 

Um sinal pode ser definido como uma quantidade física, variante no tempo e que 

transporta informação a respeito do comportamento de um sistema [7]. De acordo com [8] e 

com [9], é possível fazer uma definição de sinais em duas classes: sinais determinísticos e 

sinais aleatórios. 

Sinais determinísticos são ditos aqueles que possuem seus valores de amplitude, 

frequência e fase conhecidos em todo instante de tempo. Em geral assume-se que tais sinais 

possuem energia finita. Estes sinais são usados comumente para a execução de testes ou 

caracterização de sistemas, alguns exemplos de sinais determinísticos são: sinais senoidais, 

onda quadrada, triangular, função degrau e impulso. 

Sinais aleatórios ou processos estocásticos são, de fato, os sinais encontrados na 

natureza e não possuem uma função analítica temporal [8]. Eles são descritos em termos 

estatísticos e probabilísticos. As formas clássicas de classificação destes sinais são em 

termos de médias, médias de segunda ordem (root mean square), função de autocorrelação, 

espectro de densidade de potência e função de densidade de probabilidade (f.d.p). 
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Dentro de escopo de sinais aleatórios, ainda existe a classificação quanto à 

“estacionariedade” do sinal [10]. Um processo aleatório é estacionário no sentido estrito se 

a sua f.d.p conjunta não variar com o deslocamento no tempo. Para um processo 

estacionário todas as suas estatísticas são invariantes ao deslocamento do tempo, portanto 

ele é caracterizado por uma única f.d.p. Para um processo estacionário no sentido amplo, as 

condições abaixo devem ser satisfeitas. 

𝑚𝑥 = 𝐸[𝑋]; 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝑡𝑜𝑑𝑜 𝑡 

𝛾𝑥(𝑡1, 𝑡1) =  𝛾𝑥(𝜏) 

Onde mx é o valor esperado, γx é a função de autocorrelação de X. Um processo ergótico 

pode ser definido como sendo um processo onde apenas uma função amostra é suficiente 

para caracterizar todo o processo, ou seja, todas as estatísticas são determinadas a partir de 

uma função amostra. Outra característica de processos ergóticos está no fato de que as 

médias temporais são iguais às médias estatísticas, de forma que: 

𝑚𝑥 = 𝐸[𝑋] = < 𝑥(𝑡) > 

𝛾𝑥(𝑡1, 𝑡2) =  𝛾𝑥(𝜏) =  𝑟𝑥(𝜏) 

A Tabela 2.1.1 mostra a relação entre os conceitos de valor DC, valor RMS, 

potência média e potência AC com a função amostra obtida. 
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Tabela 2.2.1: Relação entre os parâmetros do sinal com o processo ergótico. 

Relação entre o processo ergótico e características do sinal 

𝑥 = < 𝑥(𝑡) > Nível DC do sinal 

[𝑥]2 = < 𝑥(𝑡) > ² Potência da componente 

DC 

𝛾𝑥(0) = < 𝑥2(𝑡) > Potência total 

𝜎𝑥
2 =< 𝑥2(𝑡) > −< 𝑥(𝑡) > ² Potência AC 

𝜎𝑥 Valor RMS 

Tomando agora sinais discretizados no tempo, aplicam-se todos os conceitos 

anteriores para a caracterização dos mesmos. Formalmente, um processo estocástico de 

tempo discreto é uma família {XI} de sequências aleatórias xi(n). As expressões para a 

caracterização de sinais aleatórios de tempo discreto são vistas abaixo e seguem a ordem: 

valor médio, função autocorrelação e variância. 

𝐸[𝑚�̂�] = 𝐸 [
1

𝑁
∑ 𝑥(𝑛)

𝑁−1

𝑛=0

] =  𝑚𝑥                                                                                                  (8.1) 

      

𝑟�̂�(𝑘) =  
1

𝑁
∑ 𝑥∗(𝑛)𝑥(𝑛 + 𝑘)

𝑁−1−|𝑘|

𝑛=0

                                                                                             (8.2) 
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𝑟�̂�(𝑘) =  
1

𝑁 − |𝑘|
∑ 𝑥∗(𝑛)𝑥(𝑛 + 𝑘)

𝑁−1−|𝑘|

𝑛=0

                                                                                 (8.3) 

 

𝜎𝑥
2 =

1

𝑁 − 1
∑[𝑥(𝑛) −  𝑚�̂�]²

𝑁−1

𝑛=0

                                                                                                   (8.4) 

Analisando as equações acima, é possível perceber a existência de duas formas de 

estimar a função de autocorrelação. Isto se deve ao fato de existir polarização entre os 

estimadores. Esta polarização está diretamente ligada a “qualidade” do estimador. Porém 

no caso das equações 8.2 e 8.3, tem-se que a segundo equação é não polarizada, porém a 

equação 8.2 possui baixa variância quando N tende ao infinito. Então conjectura-se que a 

estimativa 8.2 é melhor [8]. 

2.2.2 Caracterização de Sistemas 

Sistemas podem ser definidos como uma entidade que manipula um ou mais sinais 

para realizar uma determinada função, de forma a gerar novos sinais [11]. A Figura 2.2.2.1 

mostra uma representação genérica de sistemas dinâmicos. 

u(t) y(t) 

 

Figura 2.2.2.1:  Ilustração de um sistema básico. 

A relação entrada-saída de um sistema qualquer é definida como: 

Sistema Linear 
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𝑦(𝑡) = 𝐻[𝑥(𝑡)] 

Onde x(t) é à entrada do sistema, y(t) é saída e H[.] é a transformação efetuada pelo sistema 

em x(t) e gerando y(t) [8]. 

O sistema será considerado linear, se, e somente se: 

𝐻[𝑎1𝑥1(𝑡) +  𝑎2𝑥2(𝑡)] = 𝑎1𝐻[𝑥1(𝑡)] + 𝑎2𝐻[𝑥2(𝑡)]     (9.1) 

Onde a1 e a2 são constantes arbitrárias. O sistema será considerado invariante no tempo se, 

e somente se: 

𝑦(𝑡 − 𝑡0) = 𝐻[𝑥(𝑡 −  𝑡0)]       (9.2) 

Onde t0 é um número real. Outra interpretação para a invariância do sistema é que seus 

coeficientes deverão ser constantes em qualquer instante de tempo. 

Supondo um sistema linear e invariante no tempo H, quando excitado por um 

impulso δ(t), na saída é produzida: y(t) = h(t), onde h(t) é conhecida como resposta 

impulsiva do sistema. A partir de um sinal de energia finita, x(t) pode ser representado pela 

superposição de impulso e pode ser visto na equação 9.3. 

𝑦(𝑡) =  ∫ 𝑥(𝜏)ℎ(𝑥 − 𝜏)𝑑𝜏
∞

−∞

                                                                                                       (9.3) 

 Para uma subclasse de sistemas lineares e invariantes no tempo, existe uma 

alternativa equivalente entre a entrada e saída, que pode ser dada por uma equação 

diferencial com coeficientes constantes, como mostra a equação 9.4. 

∑ 𝑎𝑘

𝑑𝑘𝑦(𝑡)

𝑑𝑡𝑘

𝑁

𝑘=0

=  ∑ 𝑏𝑘

𝑑𝑘𝑥(𝑡)

𝑑𝑡𝑘

𝑀

𝑘=0

, 𝑎0 = 1                                                                                 (9.4) 
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Os coeficientes {ak} e {bk} caracterizam o sistema. A relação entre os parâmetros do 

sistema e a resposta ao impulso pode ser estabelecidas pela aplicação da transformada de 

Laplace. A transformada de Laplace é obtida da convolução 9.3 e resulta na equação 9.5. 

𝑌(𝑠)

𝑋(𝑠)
= 𝐻(𝑠)                                                                                                                                    (9.5) 

Onde Y(s), X(s) e H(s) são as transformações bilaterais laplacianas de y(t), x(t) e h(t), 

respectivamente. 

𝐻(𝑠) =  ∫ ℎ(𝑡)𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

                                                                                                                (9.6) 

Similarmente a equação 9.4, a transformada de Laplace do sistema pode ser 

representada por uma somatória de coeficientes no plano ‘s’, conforme a equação 9.7 

mostra. 

𝐻(𝑠) =  
𝑌(𝑠)

𝑋(𝑠)
=  

∑ 𝑏𝑘𝑠𝑘𝑀
𝑘=0

∑ 𝑎𝑘𝑠𝑘𝑁
𝑘=0

                                                                                                        (9.7) 

A função H(s) é chamada de função do sistema, que é uma função racional entre 

x(t) e y(t) relacionadas através de uma equação diferencial. Os coeficientes {bk} 

determinam os zeros deste sistema, enquanto os coeficientes {ak} determinam os polos do 

sistema. A resposta impulsiva h(t) é determinada através da transformada inversa laplaciana 

de H(s). 

Para sistemas de tempo discreto a caracterização é parecida. A definição de 

linearidade é dada pela equação 9.10 e a relação de invariância no tempo é dada pela 

equação 9.11. 

𝐻[𝑎1𝑥1(𝑛) +  𝑎2𝑥2(𝑛)] = 𝑎1𝐻[𝑥1(𝑛)] +  𝑎2𝐻[𝑥2(𝑛)]     (9.10) 
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𝑦(𝑛 − 𝑛0) = 𝐻[𝑥(𝑛 − 𝑛0)]       (9.11) 

Aonde a1 e a2 são constantes arbitrárias e n e n0 são inteiros arbitrários. 

Agora, supondo que a resposta do sistema linear e invariante no tempo para uma 

única sequencia de amostras impulsivas δ(n) é y(t) = H[δ(n)] = h(n). Então, para qualquer 

sequência arbitrária x(n) pode ser representada por uma superposição linear de impulsos, 

que pode ser representada pela expressão 9.12. 

𝑦(𝑛) =  ∑ 𝑥(𝑛)ℎ(

∞

𝑘=−∞

𝑛 − 𝑘)                                                                                                    (9.12) 

Este soma de convolução expressa à saída y(n) do sistema como função da 

sequência de entrada x(n) e a resposta impulsiva de h(n). 

Para uma subclasse de sistemas lineares e invariantes no tempo, a relação entrada-

saída do sistema pode ser representada por uma equação de diferença, conforme é mostrada 

na equação 9.13. 

∑ 𝑎𝑘𝑦(𝑛 − 𝑘)

𝑁

𝑘=0

=  ∑ 𝑏𝑘𝑥(𝑛 − 𝑘)

𝑀

𝑘=0

, 𝑎0 = 1                                                                           (9.13) 

Onde os coeficientes {ak} e {bk} caracterizam o sistema.  

Para sistemas discretos, a transformada Z provém um significado para a relação de 

uma sequência de amostras do sistema para com os coeficientes {ak} e {bk} na equação de 

diferenças. Primeiramente, o resultado da transformada Z bilateral com a equação 9.12, 

produz como resultado a equação 9.14. 

𝑌(𝑧) = 𝑋(𝑧)𝐻(𝑧)                                                                                                          (9.14)  
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Onde Y(z), X(z) e H(z) são y(n), x(n) e h(n) depois da aplicação da transformada Z. De 

modo análogo, a equação 9.15 é obtida. 

𝐻(𝑧) =  ∑ ℎ(𝑛)𝑧−𝑛 

∞

𝑘=−∞

                                                                                                              (9.15) 

H(z) é chamado de função do sistema para sistemas de tempo discreto. 

Similarmente, a equação 9.16 mostra a função do sistema através da aplicação da 

transformada Z na equação 9.13. 

𝐻(𝑧) =  
𝑌(𝑧)

𝑋(𝑧)
=  

∑ 𝑏𝑘𝑧−𝑘𝑀
𝑘=0

∑ 𝑎𝑘𝑧−𝑘𝑁
𝑘=0

                                                                                                   (9.16) 

A transformada inversa Z aplicada a H(z) permite voltar à resposta temporal h(n), 

esta relação é dada pela equação 9.17. 

ℎ(𝑛) =  
1

2𝜋𝑗
∮ 𝐻(𝑧)𝑧𝑛−1 𝑑𝑧                                                                                                      (9.17) 

Onde a integral é a integral de contorno ao longo do caminho fechado que circunda a 

origem e encontra-se dentre da região de convergência de H(z). 

Agora a caracterização será feita no domínio da frequência, para isso, considera-se 

o sinal x(t) sendo um sinal exponencial na forma como se demonstra abaixo. 

𝑥(𝑡) =  𝑒𝑗Ω𝑡 =  𝑒𝑗2πft       

Onde Ω é a frequência em radianos por segundo e f é a frequência em Hz. Para a integral de 

convolução da equação 9.3, determina-se a resposta a exponencial como se mostra na 

equação 9.18. 
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𝑦(𝑡) =  ∫ 𝑒𝑗2𝜋𝑓𝜏

∞

−∞

ℎ(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 = [ ∫ ℎ(𝜏)𝑒−𝑗2𝜋𝜏

∞

−∞

𝑑𝜏] 𝑒𝑗2𝜋𝑡                                               (9.18) 

Nota-se que a saída do sistema é também um sinal exponencial de mesma 

frequência que o sinal de entrada, ponderado pelo termo em colchetes, que é um número 

complexo que tem dependência das características do sistema linear e invariante no tempo. 

Este termo, denotado por H(2πf) é dado pela equação 9.19. 

𝐻(𝑓) =  ∫ ℎ(𝜏)𝑒−𝑗2𝜋𝜏

∞

−∞

𝑑𝜏                                                                                                      (9.19) 

A equação 9.19 é a transformada de Fourier da função impulso h(t). A função H(f) é 

chamada de resposta em frequência do sistema. A função H(f) do sistema é formada por um 

número complexo e pode ser expressa pela equação 9.20. 

𝐻(𝑓) =  𝐻𝑟(𝑓) +  𝑗𝐻𝑐(𝑓)                                                                                                           (9.20) 

Normalmente a representação da resposta em frequência de um sistema linear e 

invariante no tempo é dada por sua magnitude e fase, que podem ser calculadas pelas 

equações 9.21 e 9.22. 

|𝐻(𝑓)| =  √𝐻𝑟
2(𝑓) +  𝐻𝑐

2(𝑓)                                                                                                     (9.21) 

Θ(𝑓) =  tan−1
𝐻𝑐(𝑓)

𝐻𝑟(𝑓)
                                                                                                                   (9.22) 

Para sistemas discretos, o raciocínio é o mesmo, alterando somente a frequência e o 

tempo, que agora são discretos. Por fim, a caracterização de sistemas necessita de 

classificação quanto a causalidade e a estabilidade. 
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Um sistema é dito causal se a sua saída depende apenas do instante de tempo atual 

ou passado. Matematicamente, a saída de um sistema causal de tempo discreto satisfaz a 

equação 9.23. 

𝑦(𝑛) = 𝐺[𝑥(𝑛), 𝑥(𝑛 − 1), … . ]                                                                                                  (9.23) 

Onde G[.] é uma função arbitrária. Caso o sistema não satisfaça a equação acima, então é 

dito que o mesmo é não causal. 

Em relação a estabilidade, um sistema de entrada limitada saída limitada (BIBO, do 

inglês “Bounded Input Bounded Output”) é dito estável se, e somente se toda entrada 

limitada produzir um saída limitada. Assim, se a entrada x(t) é limitada, então existe uma 

constante Mx tal que |x(t)| < Mx < ∞. O mesmo raciocínio vale para a interpretação da saída. 

No caso de um sistema linear e invariante no tempo, a condição de acima implica 

na equação 9.24. 

∑ |ℎ(𝑘)| <  ∞

∞

𝑘=−∞

                                                                                                                        (9.24)  

A equação 9.24 necessária e suficiente para se concluir a respeito da estabilidade do 

sistema. 

De outra maneira, um sistema linear e invariante no tempo que é descrito por 

equações diferenciais é dito estável se os pólos da sua função estão alocados dentro do 

semi-plano esquerdo do domínio ‘s’. Em um sistema de mesma característica, porém 

discretizado é dito estável se os seus pólos estão dentro do círculo unitário [9]. 
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2.2.3 Amostragem 

Sinais de tempo discreto podem surgir de várias maneiras, mas a representação mais 

comum ocorre como representações de amostras de sinais de tempo contínuo [9].  

Embora existam outras possibilidades, o método mais típico para a obtenção de 

representação discreta de sinais contínuos no tempo é de acordo com a equação 10.1. 

𝑥[𝑛] =  𝑥𝑐(𝑛𝑇), −∞ < 𝑛 < ∞                                                                                                  (10.1) 

Onde T é o tempo de amostragem, e a recíproca é a frequência de amostragem (fs) em 

Hertz.  

Para uma análise mais profunda, é necessário o trabalho no domínio da frequência. 

Para derivar a relação no domínio da frequência entre a entrada e saída de um conversor 

ideal de domínio contínuo para o domínio discreto, considera-se a modulação entre o sinal 

xc(t) e s(t) que é um trem de impulsos, como mostra a equação 10.2. 

𝑠(𝑡) =  ∑ 𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇)

∞

𝑛=−∞

                                                                                                            (10.2) 

Onde δ(t-nT) é uma sequência infinita de impulsos unitários espaçados segundo o tempo de 

amostragem. O sinal resultando da modulação entre os impulsos e o sinal xc(t) resulta na 

equação 10.3. 

𝑥𝑠(𝑡) =  𝑥𝑐(𝑡)𝑠(𝑡) =  𝑥𝑐(𝑡) ∑ 𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇)

∞

𝑛=−∞

                                                                       (10.3) 

Outra representação de xs(t) pode ser vista na equação 10.4, que é obtida através da 

propriedade de ‘shifting’. 
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𝑥𝑠(𝑡) =  ∑ 𝑥𝑐(𝑛𝑇)𝛿(𝑡 − 𝑛𝑇)

∞

𝑛=−∞

                                                                                              (10.4) 

Aplicando a transformada de Fourier em s(t), chega-se na equação 10.5. 

𝑆(Ω) = Ω𝑠 ∑ 𝛿(Ω − 𝑘Ω𝑠)

∞

𝑘=−∞

                                                                                                (10.5) 

Onde Ωs = 2π/T. Aplicando o mesmo procedimento a xs(t), obtém-se a equação 10.6. 

𝑋𝑠(Ω) =  
1

2𝜋
𝑋𝐶(Ω) ∗ 𝑆(Ω) =

1

𝑇
∑ 𝑋𝑐(𝑗(

∞

𝑘=−∞

Ω − 𝑘Ω𝑠))                                                     (10.6) 

Através da equação 10.6 é possível observar que a transformada de Fourier de 

Xs(Ω) consiste de cópias espaçadas periodicamente de Xc(Ω). Estas cópias estão deslocadas 

por múltiplos inteiros da frequência de amostragem e então são superpostos para produzir 

um espectro periódico dado pela modulação xc(t) com s(t). A Figura 2.2.2.2 (a) mostra um 

exemplo de espectro de um sinal xc(t) limitado em banda (ΩN), em (b) é possível verificar o 

trem de impulsos espaçado em Ωs. 
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Figura 2.2.2.2:  Ilustração da amostragem de um sinal xc(t) limitando em banda (ΩN) e 

amostrado com uma frequência Ωs [9]. 

A partir da Figura 2.2.2.2-c é possível concluir a equação 10.7, logo abaixo. 

Ω𝑠 − Ω𝑁 > Ω𝑁 𝑜𝑢 Ω𝑠 > 2Ω𝑁                                                                                                   (10.7) 

A condição é também conhecida como frequência de Nyquist ou teorema de 

Shannon. Isto permite que haja uma reconstrução perfeita do sinal, de forma a não haver 
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sobreposição espectral. De uma forma mais genérica é possível obter o sinal original sem 

distorções. Na prática costuma-se usar frequências de amostragem superiores a cinco vezes 

a banda do sinal que se quer analisar. A Figura 2.2.2.2-d mostra um sinal amostrado com 

frequência menor que duas vezes o sinal original, pode-se verificar o efeito de aliasing, ou 

seja, existe uma sobreposição espectral, o que, na realidade impede que o sinal original seja 

recuperado ou analisado [9]. 

2.2.4 Transformada Rápida de Fourier 

A transformada rápida de Fourier tem inúmeras aplicações em engenharia e, neste 

trabalho, está essencialmente ligada à avaliação de suspensões automotivas quanto à 

questão da estimativa espectral não paramétrica dos sinais de interesse. 

Inicialmente, toma-se um sinal contínuo x(t) determinístico e não periódico. O seu 

espectro é dada pela equação 11.1. A sua relação inversa pode ser vista na equação 11.2. 

𝑋(𝑓) =  ∫ 𝑥(𝑡)𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑡

∞

−∞

                                                                                                        (11.1) 

𝑥(𝑡) =  ∫ 𝑋(𝑓)𝑒−2𝜋𝑓𝑡𝑑𝑓

∞

−∞

                                                                                                        (11.2)  

Agora, considerando que o mesmo sinal x(t) foi amostrado seguindo as relações do 

capítulo 2.2.3, então seu espectro em frequência discreto é vista pela equação 11.3. A 

relação inversa pode ser observada na equação 11.4. 

𝑋(𝑒𝑗𝜔) = ∑ 𝑥(𝑛)𝑒−𝑗𝜔𝑛

∞

𝑛=−∞

                                                                                                      (11.3) 
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𝑥(𝑛) =  
1

2𝜋
∫ 𝑋(𝑒𝑗𝜔𝑑)

𝜋

−𝜋

𝑒𝑗𝜔𝑑𝑑𝜔𝑑                                                                                             (11.4) 

 Em que ω = ΩTa é a frequência digital normalizada, e Ta é o tempo de amostragem 

[7]. 

O problema da representação acima é que ela não permite uma aplicação real, em 

processamento digital de sinais usando microcontroladores, DSP´s etc, devido ao fato da 

frequência ainda ser contínua (real) no intervalo considerado.  

Para que seja possível a análise de sequências amostrais de sinais, é preciso que 

haja a discretização da frequência ω que foi amostrada com N elementos de forma que ωk = 

2πk/N, para k  = 0, 1, 2, ... , N-1 dentro do círculo unitário. A forma da transformada de 

Fourier para sinais amostrados pode ser vista na equação 11.5. 

𝑋(𝑘) =  ∑ 𝑥(𝑛)𝑒−𝑗2𝜋𝑘𝑛/𝑁

𝑁−1

𝑛=0

=  ∑ 𝑥(𝑛)

𝑁−1

𝑛=0

𝑊𝑁
𝑛𝑘, 𝑘 = 0, 1, … , 𝑁 − 1                                 (11.5) 

Em que WN é chamado de “twiddle factor” ou em uma tradução literal de fatores de giro. 

Estes fatores de giro podem ser representados conforme se mostra na equação 11.6. 

𝑊𝑁
𝑛𝑘 = 𝑒−𝑗

2𝜋
𝑁

𝑘𝑛 = cos (
2𝜋𝑘𝑛

𝑁
) − 𝑗 𝑠𝑒𝑛 (

2𝜋𝑘𝑛

𝑁
)                                                                 (11.6) 

A transformada discreta de Fourier (TDF) baseia-se na hipótese de que x(n) é 

periódico. Porém, X(k) pode ser apenas uma sequência finita de um sinal periódico por um 

período N. 

Agora, decompondo a equação  11.5, chega-se nas expressões abaixo, com N 

equações para k = 0, 1, ... , N-1. 
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𝑋(0) = 𝑥(0)𝑊𝑁
0 + 𝑥(1)𝑊𝑁

0 + ⋯ + 𝑥(𝑁 − 1)𝑊𝑁
0 

𝑋(1) = 𝑥(0)𝑊𝑁
0 + 𝑥(1)𝑊𝑁

1 + ⋯ + 𝑥(𝑁 − 1)𝑊𝑁
𝑁−1 

𝑋(𝑁 − 1) = 𝑥(0)𝑊𝑁
0 + 𝑥(1)𝑊𝑁

𝑁−1 + ⋯ + 𝑥(𝑁 − 1)𝑊𝑁
(𝑁−1)²

 

Estas N equações podem ser representadas na forma matricial, como pode ser vista 

na equação 11.7. 

𝑿 = 𝑾𝒙                                                                                                                           (11.7)  

Em que x é um vetor no domínio do tempo unidimensional que contém as amostras, de 

forma x = [x(0) x(1) ... x(N-1)], X corresponde a um vetor no domínio da frequência 

unidimensional, na forma X = [X(0), X(1), ... X(N-1)] e W é composto pelos fatores 

girantes, na forma bidimensional quadrada, como pode ser vista pela equação 11.8. 

𝑾 =  [

𝑊𝑁
0 ⋯ 𝑊𝑁

0

⋮ ⋱ ⋮

𝑊𝑁
0 ⋯ 𝑊𝑁

(𝑁−1)²
]                                                                                                        (11.8) 

A partir deste equacionamento, é fácil verificar que para a aplicação de uma DFT 

são necessárias N multiplicações complexas e (N-1) adições complexas por coluna. De 

forma mais simples: são N x N multiplicações complexas e N x (N-1) adições complexas, o 

que resulta em uma complexidade de O(N²) operações [12]. 

Agora, analisando os fatores girantes com mais rigor, é possível observar que: são 

variáveis complexas de mesma amplitude, mas com diferentes ângulos de fase. Com isso, 

observam-se duas propriedades fundamentais de tais ângulos, que são: 

1. Os fatores girantes são sempre repetidos a cada múltiplo inteiro de 

N, ou seja, existe periodicidade. 
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2. Dado que os fatores girantes possuem magnitudes idênticas, então a 

única diferença está na fase Em particular, existe um deslocamento 

de fase dos fatores girantes de 180º que estão em posição oposta, ou 

seja, existe simetria. 

A partir destas propriedades é possível chegar a métodos mais eficientes, do ponto 

de vista computacional, para o cálculo da transformada de Fourier discreta, estes métodos 

são ditos Fast Fourier Transform (FFT).  

Dentre os vários tipos de métodos, este trabalho foca apenas em algoritmos do tipo 

radix-2 com decimação no tempo (DIT). A escolha foi baseada no grande uso deste tipo de 

algoritmo tanto na literatura acadêmica quanto nas aplicações de engenharia. Outros 

métodos utilização decimação em frequência e diferentes ‘radix’ (4, 8 ou ‘mixed’). 

O princípio básico dos algoritmos de FFT baseia-se na decomposição de uma TDF 

de tamanho N em TDF´s progressivamente menores, de forma a diminuir o custo 

computacional do cálculo.  

Na DIT FFT, uma sequência com N pontos {x(n), n = 0, 1, ... ,N-1} é dividida em 

conjuntos de dados segundo a paridade dos índices. Para os índices pares, utiliza-se a 

equação 11.9 e para índices ímpares utiliza-se a equação 11.10. 

𝑥𝑝(𝑛) = 𝑥(2𝑚), 𝑚 = 0, 1, … , (
𝑁

2
) − 1                                                                                   (11.9) 

𝑥𝑖(𝑛) = 𝑥(2𝑚 + 1), 𝑚 = 0,1 … . , (
𝑁

2
) − 1                                                                      (11.10) 

Entretanto, a comprimento da sequência da FFT radix-2 é restringida pela potência 

de dois (N = 2
M

, onde M é um inteiro positivo).  

A TDF definida pela equação 11.5, pode ser reescrita segundos os termos definidos 

acima (eq. 11.9 e 11.10) e então chega-se na equação 11.11. 
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𝑋(𝑘) =  ∑ 𝑥(2𝑚)𝑊𝑁
2𝑚𝑘

(
𝑁
2

)−1

𝑚=0

+  ∑ 𝑥(2𝑚 + 1)𝑊𝑁
(2𝑚+1)𝑘

(
𝑁
2

)−1

𝑚=0

                                            (11.11) 

Visto que WN
mk

 = WN/2
mk

 então reescreve-se a equação 11.12 e obtém-se a equação 

11.12. 

𝑋(𝑘) =  ∑ 𝑥(2𝑚)𝑊𝑁/2
𝑚𝑘

(
𝑁
2

)−1

𝑚=0

+  𝑊𝑁
𝐾 ∑ 𝑥(2𝑚 + 1)𝑊𝑁/2

𝑚𝑘

(
𝑁
2

)−1

𝑚=0

                                 (11.12) 

Através do uso da propriedade da linearidade, visto acima, reduz-se a equação 

11.12 para a equação final 11.13. 

𝑋(𝑘) =  {
𝑋𝑝 + 𝑊𝑁

𝐾𝑋𝑖, 𝑘 = 0,1, … , (
𝑁

2
) − 1

𝑋𝑝 −  𝑊𝑁
𝐾𝑋𝑖, 𝑘 = 0,1, … , 𝑁 − 1

                                                              (11.13) 

De forma geral, o algoritmo FFT radix-2 pode ser decomposto em M estágios, onde 

M = log2 N, já que 2
M

 = N. Em cada estágio, são feitas N/2 multiplicações complexas pelos 

fatores girantes e N somas complexas. Entretanto, o esforço computacional é de O(Nlog2N) 

quando combinadas as multiplicações e adições.  

A Figura 2.2.4.1 mostra a um exemplo de FFT radix-2. É possível perceber que a 

entrada das amostras não é feita de maneira sequencial, olhando com mais cautela, é 

possível observar que a entrada é feita de modo que os bits do índice estejam invertidos, ou 

seja, “bit reverse”. A Tabela 2.2.4.1 ilustra esta reversão dos bits. 
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Figura 2.2.4.1:  Ilustração referente a uma aplicação de FFT radix-2, com N = 8, é possível 

verificar as ‘butterfly´s’ e ordem de entrada das amostras. 

Tabela 2.2.4.1:  Tabela ilustrando o ‘bit reverse’, para N = 8. 

Índice na forma 

decimal 

Representação 

Binária 

Representação em 

forma ‘bit reverse’ 

Índice na forma ‘bit 

reverse’ 

0 000 000 0 

1 001 100 4 

2 010 010 2 

3 011 110 6 

4 100 001 1 

5 101 101 5 

6 110 001 3 

7 111 111 7 
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As propriedades da FFT são a linearidade, a simetria, deslocamento circular, e 

convolução circular [12]. 

Um dos principais usos da FFT está em obter o conteúdo de frequências de um 

sinal. Sabe-se que para a obtenção de destas frequências é preciso fazer a análise em um 

trecho finito do sinal original, de forma que este trecho seja representativo o suficiente para 

que haja um resultado coerente. Porém, o fato de se ter apenas um trecho do sinal, a FFT 

(também se enquadra a TDF) faz uma aproximação do espectro, o que gera alguns 

inconvenientes que serão explorados nos próximos parágrafos. 

Admitindo x(n) uma sequência a ser analisada, o calculo da TDF de N pontos é 

equivalente ao cálculo da transformada de Fourier de x(n) multiplicada por uma função 

w(n) que vale dentro do intervalo análise e zero fora deste intervalo. Ou seja, a equação 

11.14 mostra este sinal. 

𝑥(𝑛)̃ = 𝑥(𝑛)𝑤(𝑛)                                                                                                                     (11.14) 

Onde w(n) é uma janela retangular, conforme pode ser vista pela equação 11.15. 

𝑤(𝑛) =  {
1, 𝑛 = 0, 1, … . , 𝑁 − 1

0, 𝑐𝑐
                                                                                           (11.15) 

Deste modo, o espectro do sinal resultado é dado pela convolução X(f) pela função 

janela, W(f), conforme pode ser visto pela equação 11.16. 

�̃�(𝑓) = 𝑋(𝑓) ∗ 𝑊(𝑓)                                                                                                                (11.16) 

𝑊(𝑓) =
𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑓𝑁/2)

𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑓/2)
𝑒−𝑗2𝜋𝑓(𝑁−1)/2                                                                                 (11.17)  

Através da equação 11.17, é possível observar que a janela, na frequência, é uma 

função sinc modulada por uma exponencial complexa. 
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Na prática isto significa que, quando sobrepostos à janela e o sinal, haverá lóbulos 

adjacentes formando um espalhamento espectral (do inglês, Spectral Leakage). Este 

espalhamento espectral ocorre devido à transição abrupta da janela no tempo o que, na 

frequência, acontece este fenômeno de lóbulos laterais que se estendem até o infinito. A 

Figura 2.2.4.2 mostra um exemplo para facilitar a visualização deste fenômeno. 

 

Figura 2.2.4.2:  Ilustração do efeito de janelamento. No primeiro caso, como o sinal não foi 

amostrado, têm-se o valor do espectro esperado, quando se amostra com uma janela que 

limita o tamanho do sinal, então o espectro aparece deformado com frequências ‘falsas’ em 

relação ao sinal original. 

Para reduzir o efeito da janela no espectro, foram desenvolvidos outros tipos que, 

quando aplicados ao sinal original, o modificarão no tempo, porém será possível obter uma 

melhor visualização de seu espectro. A Tabela 2.2.4.2 mostra uma Tabela citando as janelas 

mais utilizadas [7] [12]. Estas janelas são mais ‘suavizadas’ do que a janela retangular, o 

que resulta em menores lóbulos devido à convolução do sinal com a janela, ou seja, o sinal 

é mais bem condicionado em frequência. 
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Tabela 2.2.4.2:  Vários tipos de janelas com as suas características e equacionamento. 

Janela 
Largura da 

Transição 

Pico do 

Lóbulo 

Lateral 

(dB) 

Atenuação 

da Banda 

de Parada 

Equação da Janela 

Retangular 0.9/N -13 21 1 

Hanning 3.1/N -31 44 0.5 – 0.5cos(2πn/(N-1)) 

Hamming 3.3/N -41 53 0.54 – 0.46cos(2πn/(N-1)) 

Blackman 5.5/N -57 74 0.42 – 0.5cos(2πn/(N-1)) + 

0.08cos(4πn/(N-1)) 

2.2.5 Filtros 

Filtros são definidos como um sistema que tem como função selecionar 

determinadas componentes de frequências através da atenuação de faixas indesejadas, de 

modo que a saída contenha apenas a banda de interesse. 

 Dentre os vários tipos de filtros, pode-se dividi-los em duas classes: os analógicos e 

os digitais. Os filtros analógicos podem ser divididos em duas subclasses, sendo passivos, 

que constituem apenas de elementos passivos básicos (resistores, capacitor e indutores) e os 

ativos, que possuem além dos componentes passivos, componentes ativos como transistores 

ou amplificadores operacionais. Os filtros digitais também são divididos em duas 

subclasses, os filtros tipo IIR (Infinite Impulse Response), que são tipicamente sintetizados 
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através de análogos passivos e dependem da saída (recursivos), e os filtros tipo FIR (Finite 

Impulse Response), que são dependentes apenas das amostras de entrada, porém possuem 

ordem elevada se comparados aos filtros IIR. Este trabalho considerará apenas os filtros 

FIR devido às características que serão exploradas a seguir. 

Os filtros do tipo FIR apresentam características interessantes, como fase linear, 

sempre estáveis (não possuem pólos, apenas zeros), como desvantagem, apresentam ordem 

elevada, algo que, atualmente pode ser desprezada com o uso de plataformas que possuem 

ponto flutuante. O projeto destes filtros pode ser feito através do uso de janelas [7].  

Um filtro FIR pode ser descrito, matematicamente, segundo a equação 12.1, que 

segue abaixo. 

𝑦(𝑛) =  𝑏0𝑥(𝑛) +  𝑏1𝑥(𝑛 − 1) + ⋯ +  𝑏𝑀−1𝑥(𝑛 − 𝑀 + 1) =  ∑ 𝑏𝑘𝑥(𝑛 − 𝑘)

𝑀−1

𝑘=0

         (12.1) 

Em que os coeficientes bk são o filtro, x(n) são as amostras de entrada e y(n) são as 

amostras já filtradas (saída). 

Ainda seguindo a linha de raciocínio de [7], agora expressa-se a sequência de saída 

como a soma de convolução da resposta ao impulso com o sinal de entrada e obtêm-se a 

equação 12.2. 

𝑦(𝑛) =  ∑ ℎ(𝑘)𝑥(𝑛 − 𝑘)

𝑀−1

𝑘=0

                                                                                                        (12.2) 

Através da observação entre as equações 12.2 e 12.1, é possível concluir que h(n) = 

bk, ou seja, para a implementação do filtro basta que os coeficientes representem a resposta 

impulsiva do sistema. O limite inferior da soma do filtro reflete a propriedade de 

causalidade e o limite superior destaca a resposta finita do mesmo. A função de 

transferência do filtro pode ser vista na equação 12.3. 
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𝐻(𝑧) =  
𝑌(𝑧)

𝑋(𝑧)
=  ∑ ℎ(𝑘)𝑧−1

𝑀−1

𝑘=0

                                                                                                 (12.3) 

Com a função de transferência acima torna-se claro a estabilidade do filtro, com 

todos os pólos localizados na origem. 

Conforme dito acima o filtros FIR possuem fase finita, portanto, matematicamente, 

possuem o equacionamento conforme 12.4. 

Φ(𝑓) =  𝛽 − 𝛼𝑓                                                                                                                            (12.4) 

Em que α é um atraso de fase constante e β ϵ [-π;π]. 

Observa-se que filtros FIR possuem simetria par em torno do ponto (M-1)/2, 

conforme é mostrada na equação 12.5. Neste documento não é feita a demonstração desta 

propriedade e a mesma pode ser encontrada em [7]. 

ℎ(𝑛) = ℎ(𝑀 − 1 − 𝑛), 𝑛 = 0,1, … , 𝑀 − 1                                                                            (12.5) 

Agora, considerando o projeto destes filtros, observa-se que o mesmo é baseado na 

aproximação de uma resposta em frequência desejada, sempre mantendo a fase linear. Em 

geral, a resposta é escolhida baseando-se nos filtros seletivos em frequências ideias, porém 

estes são não causais e com resposta ao impulso não finita. 

Inicialmente o projeto começa com a especificação da resposta em frequência que 

se deseja, conforme observa-se em 12.6. 

ℎ𝑑(𝑛) =  
1

2𝜋
∫ 𝐻(𝑒𝑗2𝜋𝑓)𝑒𝑗2𝜋𝑓

𝜋

−π

𝑑𝑓                                                                                           (12.6) 
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Como hd(n) tem duração infinita, ela deve ser truncada de acordo com a ordem que 

se deseja obter. Considerando uma janela retangular (ver equação 11.15), obtêm-se a 

equação 12.7. 

ℎ(𝑛) =  ℎ𝑑(𝑛)𝑤(𝑛) =  {
ℎ𝑑(𝑛),      𝑛 = 0, 1, … , 𝑀 − 1

0,          |𝑛| > 𝑀
                                                       (12.7) 

A resposta em frequência da equação 12.7 pode ser visualizada na equação 12.8. 

𝐻(𝑒𝑗𝜔) =  𝐻𝑑(𝑒𝑗𝜔) ∗ 𝑊(𝑒𝑗𝜔)                                                                                                 (12.8) 

O efeito é compreendido de maneira mais fácil com o auxílio da Figura 2.2.5, onde 

é possível verificar a resposta em frequência da janela, do filtro ideal passa baixa e o do 

filtro FIR obtido. 

 

Figura 2.2.5:  Exemplo para ilustração do filtro FIR [7]. 

As respostas ao impulso de filtros ideais podem ser vistas na Tabela 2.2.5. 
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Tabela 2.2.5: Resposta ao impulso de filtros ideais [7]. 

Filtro de Ordem M-1 hd(n) 

Passa-Baixas 
𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑐 (𝑛 −

𝑀 − 1
2 ))

𝜋(𝑛 − 
𝑀 − 1

2 )
 

Passa-Altas 
𝑠𝑒𝑛((𝑛 −

𝑀 − 1
2 ))

𝜋(𝑛 −  
𝑀 − 1

2 )
−

𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑐 (𝑛 −
𝑀 − 1

2 ))

𝜋(𝑛 −  
𝑀 − 1

2 )
 

Passa-Banda 
𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑐2 (𝑛 −

𝑀 − 1
2 ))

𝜋(𝑛 −  
𝑀 − 1

2 )
−

𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑐 (𝑛 −
𝑀 − 1

2 ))

𝜋(𝑛 −  
𝑀 − 1

2 )
 

Rejeita-Faixa 
𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑐1 (𝑛 −

𝑀 − 1
2 ))

𝜋(𝑛 −  
𝑀 − 1

2 )
−

𝑠𝑒𝑛(𝜔𝑐2 (𝑛 −
𝑀 − 1

2 ))

𝜋(𝑛 −  
𝑀 − 1

2 )
 

2.3 Estimação Espectral  

Este capítulo visa o estudo de técnicas para a estimação do espectro de potência de 

um sinal aleatório para a sua caracterização. Dentre os métodos para a estimação de 

espectro, cita-se os paramétricos e os não paramétricos. Os métodos não paramétricos são 

obtidos via FFT, necessitam de algumas considerações sobre o comportamento do sinal, 

por isso são chamados de não paramétricos. 
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Dentre os diversos métodos existentes, este trabalho destacará os métodos não 

paramétricos desenvolvidos por Bartlett (1948), Blackman e Tukey (1958) e Welch (1967). 

A principal característica deste tipo de método reside no fato de que todas as técnicas 

reduzem a resolução em frequência a fim de obter uma menor variância do espectro gerado 

[8] [13]. 

O método de Bartlett é constituído de três passos. Inicialmente, a sequência de 

dados com N pontos é subdividida em outras K sequência menores e não sobrepostas com 

comprimento M, o que resulta na equação 13.1. 

𝑥𝑖(𝑛) = 𝑥(𝑛 + 𝑖𝑀)   {
𝑖 = 0, 1, … , 𝐾 − 1
𝑛 = 0,1, … , 𝑀 − 1

                                                                              (13.1) 

Então, em cada segmento, de tamanho M, calcula-se o peridiogramas, conforme 

ilustra a equação 13.2. 

𝑃𝑥𝑥
(𝑖)(𝑓) =  

1

𝑀
| ∑ 𝑥𝑖(𝑛)𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑛

𝑀−1

𝑛=0

|

2

, 𝑖 = 0,1 … , 𝐾 − 1                                                          (13.2) 

Por fim, executa-se a média dos peridiogramas calculados de forma a obter apenas 

um, conforme observa-se na equação (13.3). 

𝑃𝑥𝑥
𝐵 (𝑓) =  

1

𝐾
∑ 𝑃𝑥𝑥

(𝑖)

𝐾−1

𝑖=0

(𝑓)                                                                                                              (13.3) 

As propriedades estatísticas (média e variância) do estimador de Bartlett podem ser 

vistas nas equações 13.4 e 13.5. 

𝐸[𝑃𝑥𝑥
𝐵 (𝑓)] =  

1

𝐾
∑ 𝐸[𝑃𝑥𝑥

(𝑖)
(𝑓)] = 𝐸[𝑃𝑥𝑥

(𝑖)
(𝑓)]

𝐾−1

𝑖=0

                                                                       (13.4) 
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𝑣𝑎𝑟[𝑃𝑥𝑥
𝐵 (𝑓)] =  

1

𝐾
Γ𝑥𝑥

2 (𝑓) [1 +  (
𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑓𝑀)

𝑀𝑠𝑒𝑛(2𝜋𝑓)
)

2

]                                                               (13.5) 

O fator entre colchetes advém do efeito da janela de Bartlett, que é dada pela 

equação 13.6. 

𝑤𝐵(𝑚) =  {1 −
|𝑚|

𝑀
,              |𝑚| < 𝑀 − 1

0,                    𝑐. 𝑐.
                                                                            (13.6) 

Para uma medição da qualidade de cada estimador, utiliza-se a equação 13.7, que 

relaciona à média e a variância do método para concluir sobre seu desempenho. 

𝑄𝐴 =
{𝐸[𝑃𝑥𝑥

𝐴 (𝑓)]}2

𝑣𝑎𝑟[𝑃𝑥𝑥
𝐴 (𝑓)]

                                                                                                                      (13.7) 

Manipulando as equações 13.4 e 13.5, conclui-se que o fator de qualidade do 

estimado de Bartlett é dado pela expressão 13.8 e a resolução em frequência pela equação 

13.9. Destaca-se que a resolução em frequência foi obtida pela medição em 3 dB do 

comprimento do lóbulo principal da janela retangular [8]. 

𝑄𝐵 = 𝐾 =
𝑁

𝑀
 =

𝑁

0.9/Δ𝑓
= 1.11𝑁Δ𝑓                                                                                      (13.8) 

Δ𝑓 =
0.9

𝑀
                                                                                                                                         (13.9) 

O método de Welch tem, basicamente, duas mudanças em relação ao método de 

Bartlett. A primeira mudança que é este tipo de estimação permite uma sobreposição de 

segmentos dos dados, que pode ser verificada pela expressão 13.10. 

𝑥𝑖(𝑛) = 𝑥(𝑛 + 𝑖𝐷), {
𝑛 = 0,1, … , 𝑀 − 1
𝑖 = 0,1, … , 𝐿 − 1

                                                                              (13.10) 
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Aonde de iD é o ponto de início da sequência i. Se D=M/2, então verifica-se que 

existe uma sobreposição de 50% dos dados e serão obtidas sequência de comprimento 

L=2K. 

A segunda modificação em relação ao método de Bartlett é a janela de dados em 

cada segmento, que faz uma modificação no peridiogramas resultante. Conforme pode ser 

vista na equação 13.11. 

�̃�𝑥𝑥
(𝑖)(𝑓) =  

1

𝑀𝑈
| ∑ 𝑥𝑖(𝑛)𝑤(𝑛)𝑒−2𝜋𝑓𝑛

𝑀−1

𝑛=0

|

2

, 𝑖 = 0,1, … 𝐿 − 1                                             (13.11) 

U é um fator de normalização da potência da função de janelamento e é dada pela 

equação 13.12. 

𝑈 =  
1

𝑀
∑ 𝑤2(𝑛)

𝑀−1

𝑛=0

                                                                                                                    (13.12) 

A estimação do espectro de densidade de potência pelo método de Welch, é dado 

pela média destes peridiogramas modificados, que pode ser visto na equação 13.13. 

𝑃𝑥𝑥
𝑊(𝑓) =  

1

𝐿
∑ �̃�𝑥𝑥

(𝑖)

𝐿−1

𝑖=0

(𝑓)                                                                                                            (13.13) 

As propriedades estatísticas do estimador de Welch são dadas pelas expressões 

13.14 e 13.15. As expressões foram feitas baseadas em 50% de sobreposição. 

𝐸[𝑃𝑥𝑥
𝑊(𝑓)] =  

1

𝐿
∑ 𝐸[�̃�𝑥𝑥

(𝑖)
(𝑓)]

𝐿−1

𝑖=0

= 𝐸[�̃�𝑥𝑥
(𝑖)(𝑓)]                                                                       (13.14) 

𝑣𝑎𝑟[𝑃𝑥𝑥
𝑊(𝑓)]~

9

8𝐿
Γ𝑥𝑥

2 (𝑓)                                                                                                          (13.15) 
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O fator de qualidade e a resolução em frequência são dados pelas expressões 13.16 

e 13.17, logo abaixo. Também é ressaltado que as expressões foram obtidas para uma 

sobreposição de 50% e janela de Bartlett. 

𝑄𝑊 = 1.39𝑁Δ𝑓                                                                                                                           (13.16) 

Δ𝑓 =  
1.28

𝑀
                                                                                                                                  (13.17) 

Por fim, o método de Blackman e Tukey baseia-se na estimação da função de 

autocorreção da sequência com a função de janelamento e a FFT dos mesmos para 

estimação do espectro de potência. A razão de multiplicar a janela pela função de 

autocorreção estimada é que a sequencia rxx(m), para grandes atrasos, possui baixa 

confiabilidade devido ao pequeno número de pontos disponíveis (N-m). Para valores de m 

próximos de N, a variância é muito alta e, portanto, o efeito de janelamento busca um peso 

menor na formação do espectro de potência do sinal [8]. A equação da estimação pelo 

método de Blackman Tukey pode ser vista logo abaixo (13.18). 

𝑃𝑥𝑥
𝐵𝑇(𝑓) =  ∑ 𝑟𝑥𝑥(𝑚)𝑤(𝑚)𝑒−𝑗2𝜋𝑓𝑚

𝑀−1

𝑚=−(𝑀−1)

                                                                        (13.18) 

Aonde a função de janelamento tem comprimento de 2M-1 e é zero para |m| >M. 

Com esta definição, o limite da soma da equação 13.18 pode ser expresso entre (-∞;∞). 

Portanto, no domínio da frequência a expressão equivalente para 13.18 é a convolução da 

equação 13.19. 

𝑃𝑥𝑥
𝐵𝑇(𝑓) =  ∫ 𝑃𝑥𝑥(𝛼)𝑊(𝑓 − 𝛼)𝑑𝛼

1/2

−1/2

                                                                                    (13.19) 
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Onde Pxx(f) é o peridiograma. É possível perceber que a janela suaviza o 

peridiograma estimado e então diminui a variância da estimativa através da redução da 

resolução em frequência. 

Através de manipulações algébricas, as propriedades estatísticas podem ser 

descritas de acordo com as equações 13.20 e 13.21. 

𝐸[𝑃𝑥𝑥
𝐵𝑇] = ∫ 𝐸[𝑃𝑥𝑥(𝛼)]𝑊(𝑓 − 𝛼)𝑑𝛼

1/2

−1/2

                                                                               (13.20) 

𝑣𝑎𝑟[P𝑥𝑥
𝐵𝑇(𝑓)]~Γ𝑥𝑥

2 (𝑓) [
1

𝑁
∑ 𝑤2

𝑀−1

𝑚=−𝑀+1

(𝑛)]                                                                           (13.21) 

O fator de qualidade da estimação de Blackman e Tukey é dado pela equação 13.22 

e a resolução em frequência é dada pela equação 13.23. 

𝑄𝐵𝑇 = 2.34𝑁Δ𝑓                                                                                                                          (13.22) 

Δ𝑓 =
0.64

𝑀
                                                                                                                                   (13.23) 

Por fim, a Tabela 2.3 mostra um comparativo entre os três métodos explicados em 

termos de: fator de qualidade, resolução em frequência e número de cálculos do algoritmo. 
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Tabela 2.3: Comparação entre os métodos de estimação espectral. 

Método 
Fator de 

Qualidade 

Resolução em 

Frequência 

Quantidade de 

Cálculos 

Bartlett 1.11NΔf 0.9/M 
1

𝑁
log2

0.9

Δ𝑓
 

Welch (50% 

sobreposição) 
1.39NΔf 1.28/M 

1

𝑁
log2

5.12

Δ𝑓
 

Blackman e Tukey 2.34NΔf 0.64/M 
1

𝑁
log2

1.28

Δ𝑓
 

2.4 Identificação de Sistemas 

Define-se identificação de sistema como a determinação do modelo matemático de 

um sistema representando os seus aspectos essenciais de forma adequada para uma 

utilização particular, como supervisão, otimização e controle [14].  

Os procedimentos para a caracterização de um sistema buscam encontrar um 

modelo matemático específico para a área de interesse, ou seja, a identificação de sistema 

não um modelo exato e completo de modo geral.  

De um modo geral, a identificação de sistemas toma amostras na entrada e saída do 

sistema, de forma manipula-las de maneira convenientes e então estimar uma função de 

descrição do sistema. Os modelos mais comuns são a metodologia ARX, ARMAX, 

ARIMA e Box&Jekins. Este trabalho foca apenas em modelos ARX, que são descritos de 
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acordo com a equação 14.1. É possível observar que o ruído de medida é considerado 

constante. 

𝑦(𝑧) =  
𝐵(𝑧)

𝐴(𝑧)
𝑢(𝑧) + 𝑒(𝑧)                                                                                                          (14.1) 

Segundo [15] e [14], a qualidade do modelo estimado depende, em grande parte, ao 

sinal de excitação. Outros fatores são a natureza do ruído e a estrutura do modelo. O 

principal método para a estimação de modelos é o método dos mínimos quadrados, que 

serve como base para outros métodos. 

Para a demonstração do método, é considerado um sistema vista na equação 14.2 

explorada por [14], ele utiliza uma estrutura ARX, ou seja, o ruído é considerado constante. 

𝐴(𝑧−1)𝑦(𝑛) =  𝑧−𝑑𝐵(𝑧−1)𝑢(𝑛) + 𝑒(𝑛)                                                                                 (14.2) 

Onde A(z
-1

) = 1 + a1 z
-1

 + ... + ana z
-na 

e B(z
-1

) = b0 + b1 z
-1

 + ... + bnbz
-nb

. Representando a 

equação 14.2 em forma de equação de diferenças obtém uma nova equação, a 14.3. 

𝑦(𝑛) =  −𝑎1𝑦(𝑛 − 1) − ⋯ −  𝑎𝑛𝑎𝑦(𝑛 − 𝑛𝑎) + 𝑏0𝑢(𝑛 − 𝑑) + ⋯ + 𝑏𝑛𝑏𝑢(𝑛 − 𝑑 − 𝑛𝑏)

+ 𝑒(𝑛)                                                                                                                  (14.3) 

É possível observar que se tem (na + nb + 1) parâmetros para estimar. O termo e(n) 

está associado ao erro de medida (ou ruído), que pode ter características estocásticas, 

determinísticas ou offset (nível médio). 

Escrevendo de outro modo, define-se o vetor medidas, φ(n), que pode ser visto na 

equação 14.4 e o vetor parâmetros, θ(n), que é mostrado na equação 14.5. Ambos os 

vetores possuem dimensão (na + nb + 1) x 1. 

𝜑𝑇(𝑛) = [−𝑦(𝑛 − 1) − 𝑦(𝑛 − 2) … − 𝑦(𝑛 − 𝑛𝑎) 𝑢(𝑛 − 𝑑) … 𝑢(𝑛 − 𝑑 − 𝑛𝑏)]          (14.4) 
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𝜃𝑇(𝑛) = [𝑎1 𝑎2 … 𝑎𝑛𝑎𝑏0 𝑏1 … 𝑏𝑛𝑏]                                                                                           (14.5) 

Reescrevendo a equação 14.2, através de 14.4 e 14.5, é possível obter a equação 

14.6, que é chamado de modelo de regressão linear. 

𝑦(𝑛) =  𝜑𝑇(𝑛)𝜃(𝑛) + 𝑒(𝑛)                                                                                                       (14.6) 

A representação matricial da equação 14.6 é vista na equação 14.7. 

𝑌𝑇 = 𝜙𝜃 + 𝐸                                                                                                                                 (14.7) 

Neste ponto, algumas considerações são feitas. A matriz Φ não é quadrada, ela 

possui mais linhas do que colunas. O vetor �̂� pode ser obtido através do estimador de 

mínimos quadrados. A melhor previsão de saída do sistema, �̂�, é calculada pela equação 

14.8. 

�̂� = 𝜙𝜃                                                                                                                                            (14.8) 

O erro de previsão é dado pela equação 14.9. 

휀 =  𝑌 −  �̂� = 𝑌 −  𝜙𝜃                                                                                                                (14.9) 

O estimador dos mínimos quadrados, também conhecido como estimador de 

Markov, é obtido através da minimização da função custo J ( [15]), que é definida pela 

equação 14.10. 

𝐽 = 𝑚𝑖𝑛�̂�||𝑌 − 𝜙𝜃||𝑊
2 = [𝑌 − 𝜙𝜃]

𝑇
𝑊[𝑌 − 𝜙𝜃]                                                               (14.10) 

Em que W é uma matriz quadrada simétrica, positiva e com elementos somente a diagonal 

principal. O modo para se obter o vetor 𝜃 é através da derivação de J em relação a 𝜃. Com 

isso, chega-se na expressão 14.11, que permite encontrar os parâmetros do sistema. 
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𝜃 = [𝜙𝑇𝑊𝜙]−1𝜙𝑇𝑊𝑌                                                                                                              (14.11) 

Conforme dito acima, admitindo um ruído constante reduz-se a equação acima para 

a equação 14.12. 

𝜃 = [𝜙𝑇𝜙]−1𝜙𝑇𝑌                                                                                                                       (14.12) 

 A partir da equação 14.12 é possível fazer algumas considerações. É claro observar 

que é necessário se fazer uma inversão matricial, algo que é, computacionalmente, custoso. 

Porém esta inversão só é possível se a matriz [𝜙𝑇𝜙] possuir determinante nulo, que é 

conseguido com um sinal de excitação suficiente variável (rico espectralmente). Outro 

ponto relevante é que dimensão da matriz acima depende do número de parâmetros que se 

deseja estimar. A solução da equação 14.12 é chamada de estimação off-line, pois depende 

de ter todas as amostras disponíveis, tanto de entrada como de saída, para que se execute o 

cálculo dos parâmetros. 

O estimador acima é não polarizado se, e somente se, a perturbação e(n) for um 

ruído branco, então os parâmetros estimados convergem para os parâmetros reais quando o 

número de amostras tenderem ao infinito. 

Para uma abordagem em tempo real (também chamado de online), onde os 

parâmetros são atualizados a cada nova amostra, foi desenvolvida uma nova abordagem em 

relação ao método offline. O algoritmo de tempo real possui uma vantagem significativa 

quando se pensa em aplicações embarcadas, que é o fato de possuir uma menor quantidade 

de dados a serem armazenados. 

Para o desenvolvimento do método dos mínimos quadrados online, toma-se a 

equação 14.12 como referência. Atualizando-a para a amostra mais recente, obter-se-á 

como resultado a equação 14.13. 

𝜃(𝑛 + 1) = [𝜙𝑇(𝑛 + 1)𝜙(𝑛 + 1)]−1𝜙𝑇(𝑛 + 1)𝑌(𝑛 + 1)                                               (14.13) 
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Onde a matriz 𝜙𝑇(𝑛 + 1)𝜙(𝑛 + 1), é dada pela equação 14.14. 

𝜙𝑇(𝑛 + 1)𝜙(𝑛 + 1) = [𝜙𝑇(𝑛) 𝜑(𝑛 + 1)] [
𝜙(𝑛)

𝜑𝑇(𝑛 + 1)
]                                                  (14.14)  

A grande questão agora está no calcula da matriz inversa que, neste caso, teria de 

ser calculada a cada nova amostra. Para isso, definem-se duas matrizes, P(n) e R(n), 

conforme é possível observar nas equações 14.15 e 14.16. 

𝑃(𝑛) = [𝜙𝑇(𝑛 + 1)𝜙(𝑛 + 1)]−1                                                                                            (14.15) 

𝑅(𝑛) =  𝜃𝑇(𝑛)𝑌(𝑛)                                                                                                                   (14.16) 

Das equações 14.14 e 14.13, chega-se nas equações 14.17 e 14.18. 

𝑃−1(𝑛 + 1) =  𝑃−1(𝑛) + 𝜑(𝑛 + 1)𝜑𝑇(𝑛 + 1)                                                                   (14.17) 

𝑅(𝑛 + 1) = 𝑅(𝑛) + 𝜑(𝑡 + 1)𝑌(𝑛 + 1)                                                                                (14.18) 

É possível observar que a equação 14.18 mostra uma atualização direta de R(n) para 

R(n+1). Para que seja possível a obtenção de P(t) para P(t+1), é preciso à aplicação do 

‘lema da matriz inversa’, que é obtida com a identidade vista pela equação 14.19. 

(A + BCD)−1 = A−1 − A−1B(C−1 + DA−1B)−1DA−1                                                       (14.19) 

Através de alguma manipulação algébrica, chega-se na equação 14.20, que permite 

menos operações para a atualização da matriz P(n) para P(n+1). 

𝑃(𝑛 + 1) = 𝑃(𝑛) −
𝑃(𝑛)𝜑(𝑛 + 1)𝜑𝑇(𝑛 + 1)𝑃(𝑛)

1 + 𝜑𝑇(𝑛 + 1)𝑃(𝑛)𝜑(𝑛 + 1)
                                                         (14.20) 

Tornando a equação de atualização de R(n) para R(n+1) em termos do erro de 

previsão, a mesma pode ser vista na equação 14.21. 
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𝑅(𝑛 + 1) = 𝑅(𝑛) + 𝜑(𝑛 + 1)휀(𝑛 + 1) + 𝜑(𝑛 + 1)𝜑𝑇(𝑛 + 1)𝜃(𝑛)                            (14.21) 

Define-se um vetor chamado ganho, que é dado pelo produto entre P(n+1) e φ(n+1) 

e pode ser observado na equação 14.22. 

𝐾(𝑛 + 1) = 𝑃(𝑛 + 1)𝜑(𝑛 + 1) =
𝑃(𝑛)𝜑(𝑛 + 1)

1 + 𝜑𝑇(𝑛 + 1)𝑃(𝑛)𝜑(𝑛 + 1)
                                (14.22) 

Por fim, o vetor dos parâmetros estimados é dado pela equação 14.23. Assim, 

encerra-se o equacionamento do método dos mínimos quadrados recursivo e também é 

possível verificar que não há nenhuma inversão matricial, com isso há redução no número 

de operações em relação ao método offline. A sequência para a estimativa é feita 

inicialmente com o cálculo de K(n+1), depois se aplica a equação do cálculo do vetor dos 

parâmetros e por fim atualiza-se  matriz de covariância P(n+1). 

𝜃(𝑛 + 1) = 𝜃(𝑛) + 𝐾(𝑛 + 1){𝑦(𝑛 + 1) − 𝜑𝑇(𝑛 + 1)𝜃(𝑛)}                                          (14.23) 

Conforme diz [14], a magnitude dos coeficientes da matriz de covariância está 

relacionado com a variabilidade dos parâmetros estimados, ou seja, se a magnitude dos 

elementos da diagonal principal for suficientemente pequenos, então afirma-se que a 

estimativa é adequada (baixa variância). Para a inicialização do algoritmo, deve-se atribuir 

valores a P(0) e 𝜃(0), comumente associa-se valores entre 10 e 1000, dependendo do 

conhecimento do sistema. 

Para que seja possível qualificar a estimativa, são conhecidas técnicas de validação 

de modelos, que utilizam índices de desempenho. Neste trabalho é citado apenas o 

coeficiente de correlação múltipla, conhecido como R². Um modelo é dito adequado 

conforme R² tende a um. Usualmente a faixa entre 0,9 e 1 é satisfatória [15]. A expressão 

para o cálculo de R² pode ser vista pela equação 14.24. 

𝑅2 = 1 −
∑ [𝑦(𝑘) −  �̂�(𝑘)]2𝑁−1

𝑘=0

∑ [𝑦(𝑘) − �̅�]2𝑁−1
𝑘=0

                                                                                             (14.24) 
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Outros métodos são citados na literatura, como o a adição de um fator de 

esquecimento (λ) na matriz de covariância, quando de tem variabilidade paramétrica do 

sistema (não linearidades), modificação do método dos mínimos quadrados recursivo que 

se quer reduzir a quantidade de operações (método da aproximação estocástica); quando o 

ruído é colorido, então se utiliza o método da variável instrumental, que pode ser 

implementado tanto na forma recursiva como na forma não recursiva e por fim existe o 

método da matriz estendida, que permite a estimação dado um ruído colorido na saída da 

planta. 
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3. Materiais e Métodos 

Este capítulo visa mostrar como foi desenvolvido o projeto prático para a obtenção 

dos resultados. O primeiro subcapítulo tem o intuito de mostrar e justificar a escolha do 

sensor, de modo a mostrar suas características principais. O segundo subcapítulo visa 

mostrar os algoritmos usados, a programação, o dispositivo escolhido para o 

processamento, o interfaceamento entre sensores e computador e, por fim, o circuito 

proposto. O terceiro subcapítulo tem o intuito de mostrar o software desenvolvido para a 

análise de dados, com os gráficos, knobs, botões e telas que contém a interface. Também é 

comentada a programação, a linguagem escolhida e os drivers utilizados. Por fim, o 

dispositivo projetado para excitar a suspensão é mostrado e comentado. 

Como uma visão geral do sistema, pode-se observar a Figura 3.1, que ilustra a 

organização do sistema, tanto no quesito de hardware quanto de software.  

 

Figura 3.1: Ilustração do sistema proposto. 
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3.1 Sensores 

Para a escolha do tipo de sensor a ser utilizado, foi considerada várias hipóteses 

como: a forma como a função de transferência da suspensão é descrita, a norma ISSO 2631 

e a literatura existente. Conforme é possível ver na equação 7.1, a função de transferência 

da suspensa está descrita em termos de aceleração. Através da norma ISSO 2631 também é 

possível observar que a descrição de “conforto” é feito em termos de aceleração. A 

literatura cita como aceleração como a melhor forma para análise de ‘ride’ de um veículo, 

no qual inclui assunto de conforto e controle de suspensões [4] [16]. 

Dentre os vários tipos de acelerômetros disponíveis no mercado, podem-se citar ao 

menos quatros tipos: piezoelétricos, piezoresistivos, capacitivos e os magnetoresistivo. 

Como uma subcategoria de acelerômetros capacitivos, destacam-se os acelerômetros de 

tecnologia MEMS (do inglês, Micro ElectroMechanical Systems). Este tipo de sensor 

possui um alto grau de miniaturização além de alta sensibilidade, baixa de corrente de 

consumo, baixa tensão de alimentação e variados intervalos de medição de aceleração.  

Segundo [16], para a escolha do acelerômetro a principal característica é o range de 

acelerações. Para aplicações de ‘ride’, ou dinâmica vertical, é dito que o intervalo de 

medida aceitável é entre -2g e 2g.  

Com as informações acima foi buscado opções de acelerômetros disponíveis no 

mercado e com isso foram obtidas algumas sugestões. A Tabela 3.1 mostra os sensores 

cogitados para a aplicação e algumas de suas características. 
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Tabela 3.1:  Relação de acelerômetros disponíveis no mercado. 

Acelerômetro Fabricante 
Intervalo de 

Medida 
Sensibilidade Custo ($) 

ADXL 335 Analog Devices +/- 3g 300 mV/g 6,33 

MMA 1250 Freescale +/- 5g 400 mV/g 6,74 

SCA 1000 Murata +/- 1,7g 1,2 V/g 49,73 

Através da análise da Tabela, observa-se que o sensor da Analog Devices, ADXL 

335, é o melhor sensor para esta aplicação em termos de intervalo de medida, sensibilidade 

e custo. Através da análise de todas as suas características (apêndice A1) observa-se outras 

qualidade do mesmo, onde cita-se consumo baixo (ordem de centenas de microamperes), 

alto intervalo de temperatura (-40ºC/85ºC) e baixa sensibilidade ao ruído (centenas de 

u²g²/Hz [rms]) [17].  

Com isso, foi comprado uma ‘standard board’ que contém o sensor já soldado na 

placa, conforme mostra a Figura 3.1.1. 
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Figura 3.1.1:  Board comprada com o acelerômetro já soldado. Fonte: Analog Device. 

Como é possível observar na imagem acima, existem alguns componentes além do 

acelerômetro. Estes componentes formam um filtro passa-baixa de primeira ordem e já 

servem como filtros ‘antialiasing’, conforme foi explicado no capítulo dois. O circuito 

elétrico pode ser visto na Figura 3.1.2. 

 

Figura 3.1.2: Circuito elétrico do acelerômetro na placa com os capacitores. 
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Os capacitores foram calculados de modo a possuírem uma frequência de corte de, 

aproximadamente 100 Hz. O capacitor CDC é para filtragem de ripple na tensão de 

alimentação do sensor. A calibração é sugerida no datasheet (apêndice A1) e foi feita com 

o auxílio de um multímetro. 

3.2 Sistema de Aquisição de Dados 

Para o projeto do sistema de aquisição de dados foi considerado, inicialmente, o 

hardware para o processamento. Neste quesito, foram buscados os seguintes critérios: 

 Tamanho da memória de programa, 

 Tamanho da memória de dados, 

 Tempo de instrução (associado ao clock do dispositivo), 

 Número de canais de conversão analógica-digital, 

 Unidade de ponto flutuante (FPU), 

 Taxa máxima de amostragem. 

Dentre os tipos de dispositivos atuais que podem cumprir com estes requisitos 

propostos, pode-se citar FPGA´s, DSP´s e microcontroladores de 32 bits (µC). Após a 

análise dos dispositivos disponíveis no mercado considerando também os custos e literatura 

disponível, foi escolhido o microcontrolador TM4C123GH6PM, da fabricante Texas 

Instruments da linha Tiva, pertencente à família ARM Cortex M4. 

Este microcontrolador possui 32 KB de memória RAM, 256 KB de memória flash, 

12 (doze) canais de conversão analógica-digital, amostragem de 1 (um) MSPS, possui 

unidade FPU e também possui um clock máximo de 80 MHz [18].  
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Para o desenvolvimento do firmware, foi adquirida uma placa, chamada 

LaunchPad, que possui o microcontrolador já soldado com seus componentes básicos 

(cristal de clock, capacitores de filtro e etc) além de um debugger com comunicação serial 

UART (do inglês, Universal Asynchronous Receiver Transmiter). A placa pode ser vista na 

Figura 3.2.1 e com ela é possível acelerar o processo de desenvolvimento do projeto, 

evitando atrasos como desenvolvimento e soldagem dos componentes de uma placa. 

 

Figura 3.2.1:  LaunchPad modelo Tiva Series. 

Toda a programação deste microcontrolador foi feita usando o ambiente µVISION 

V4.72.0.0, com o Toolchain: MDK-ARM Basics (256K), produzido pela Keil®. Com este 

compilador, usando o ambiente sugerido, é possível fazer a gravação na placa e o debug 

através de um cabo USB tipo miniatura, que é colocado entre o computador e placa 

LaunchPad. A Figura 3.2.2 mostra uma imagem da IDE utilizada. A programação utilizada 

foi C, algumas funções foram escritas em assembly afim de evitar gastar ciclos de máquina 

desnecessários. 
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Figura 3.2.2:  Imagem da IDE Keil uVision®. 

Após a definição de microcontrolador e do compilador a ser usado, iniciou-se a 

escrita do firmware. Para isto, inicialmente, foram definidas algumas regras para os 

arquivos de programação, de forma a organizar o código e evitar conflitos que gerassem 

erros.  

Para tanto, definiu-se alguns tipos de arquivos, conforme sugere [19] [20], hearder 

file (ou cabeçalhos), c files (ou arquivos c), main file (função main), startup files (arquivos 

de definições e vetores), assembly files (arquivos em linguagem assembly) e threads files 

(arquivos com threads). O conteúdo de cada tipo de arquivo é explicado logo abaixo, 

conforme segue: 

 Arquivos .h: Contém structures, tipos de variáveis e funções globais 

(visíveis ao usuário). Usado tipicamente para declarar funções de driver 

(GPIO, Timer´s, ADC´s e etc) e também funções gerais, como cálculos de 

FFT, PSD, média e etc. 
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 Arquivos .c: Contém defines, includes, funções invisíveis ao usuário e 

funções visíveis (declaradas nos arquivos de cabeçalho). 

 Arquivos .s: Contém instruções em assembly afim de acelerar a execução de 

algum trecho de código. Também possui ponteiros para os vetores de 

interrupção. 

 Arquivo main: Contém a função main, é um arquivo em .c, não possui 

cabeçalho .h e contém definições gerais, includes, funções de start driver e 

funções para startup do microcontrolador 

 Arquivos Threads: Contém as funções para o funcionamento do sistema em 

forma de threads (compartilhamento de tempo e pinos de I/O). 

Para que fosse possível efetuar a validação das rotinas, foram utilizados 

equipamentos para geração de sinais, osciloscópio, multímetro e fonte de alimentação. A 

Figura 3.2.3 ilustra a bancada usada para a verificação de funcionamento das funções 

implementadas e a Tabela 3.2.1 mostra a relação de equipamentos usados para os testes. 

 

Figura 3.2.3: Ilustração da bancada de ensaios para validação. 
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Tabela 3.2.1: Instrumentação usada para executar a validação. 

Equipamento Modelo 

Osciloscópio Agilent MSO-X 2014A 

Gerador de Sinais Tektronix AFG3021C 

Multímetro Minipa ET-2033B 

Fonte de alimentação Minipa MPL-3305M 

A seguir serão explicados de maneira mais detalhada os procedimentos usados para 

a determinação do firmware de aquisição de dados, das funções de filtro, PSD e 

identificação de sistemas. 

3.2.1 Sistema de Gerenciamento 

Para que fosse possível fazer a leitura dos sensores, tratamento dos dados, 

sincronização entre o sistema de aquisição e o computador, foi pensado em um sistema que 

pudesse executar o gerenciamento de tudo. Para isso foi desenvolvido um sistema de 

gerenciamento para a aquisição de dados, processamento e envio, onde o desenvolvimento 

foi baseado na literatura de [20] [21]. 

Inicialmente, foram desenvolvidos os “devices drivers” do sistema. Isto significa 

que foram conFiguradas as funções que gerenciam os periféricos do microcontrolador em 

questão. Para esta aplicação, foram usados os seguintes periféricos: 
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 Conversor Analógico-Digital (ADC), 

 Comunicação Serial – UART e, 

 Temporizadores (SysTick e timers). 

Após o desenvolvimento dos ‘devices drivers’ passou-se a implementação do 

sistema de aquisição e processamento. O sistema foi dividido em dois tipos de função, que 

aqui são chamadas de background threads e foreground threads. Os backgrounds threads 

são subprogramas chamados por interrupções, neste caso têm-se duas funções com estas 

características, a função de leitura do ADC e a função de comunicação UART. Threads do 

tipo foreground são chamadas periodicamente cada estouro do SysTick e possuem uma 

pilha de dados independente. Este tipo de função permite a execução do processamento dos 

dados provenientes do ADC e também permite a sincronização entre o sistema e o 

computador. 

 Para que seja possível efetuar a leitura dos dados, o ADC foi conFigurado de modo 

a gerar interrupções periódicas, a fim de garantir um tempo de amostragem fixo. Para isso, 

o ADC foi atrelado a um timer com alta prioridade de interrupção. Em relação a 

sincronização entre o sistema físico e o computador, a comunicação do tipo UART foi 

implementada de modo a que a cada dado recebido uma interrupção seja gerada. 

 Para que seja possível estabelecer um modo de comunicação entre os threads, um 

padrão de troca de dados foi criado, baseado em [21], chamado de FIFO (do inglês, First In 

First Out). Este modo de troca de informações se baseia no conceito de empilhamento de 

dados e quando se chega ao limite deste empilhamento, uma flag é sinalizada. De outro 

modo, este tipo de comunicação permite uma independência entre os threads. 

 Por fim, os dados provenientes do ADC são coletados através da FIFO por um 

thread foreground, são processados e então enviados. A forma de envio se dá através de um 

formato que seja possível efetuar a sincronização com o software do computador. Este 

formato é “<[Dois Dígitos de Indicação]>:<Canal>:<Dado>:<Fator 
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Multiplicativo>:<CheckSum>”. Onde os dois primeiros dígitos referenciam qual é o tipo de 

dado, como amostra de tempo, frequência, coeficiente de identificação, valor da média e 

etc, o dado é valor da amostra a ser enviada em forma inteira. O segundo campo visa 

indicar qual é o canal do ADC que está sendo enviado. O terceiro campo envia o dado em 

forma inteira. O quarto campo é um fator multiplicativo, que permite saber qual é realmente 

o valor da amostra enviada. Por fim, é efetuado uma soma exclusiva com os valores para 

saber se os dados estão consistentes quando chegam ao computador. 

3.2.2 Determinação do Algoritmo de FFT 

De modo a obter o espectro dos sinais para a confrontação com a norma, foi 

necessária a utilização da Transformada Rápida de Fourier, que possibilita, posteriormente, 

a sua utilização na estimação da PSD. 

Para a estimativa da FFT de um sinal foi utilizada a função contida em [22], porém 

as funções lá implementadas foram desenvolvidas para um hardware diferente (DSP), que 

possui uma estrutura modificada, bem como a aplicação para o qual foi desenvolvida. Com 

algumas modificações no software original, chegou-se no algoritmo contido no apêndice 

A3. 

Para a validação da função de FFT, utilizou-se apenas um sinal quadrado com 

frequência de 50 Hz. A utilização do sinal quadrado é explicada pelo fato do mesmo 

possuir harmônicas ímpares e isto permite avaliar o funcionamento do algoritmo tanto em 

termos de frequência bem como de amplitude. O sinal gerado pelo gerador de funções pode 

ser visto na Figura 3.2.2.1. 
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Figura 3.2.2.1: Sinal quadrado obtido com o gerador. 

Através da observação da Figura 3.2.2.1 que o eixo das abcissas são dado em 

número de amostras e o eixo das ordenadas são dadas pela aceleração em mG, onde G é a 

aceleração da gravidade. Isto se explica já que o sistema foi feito para ser possível observar 

acelerações e não tensões elétricas. É possível observar também que o espectro é espelhado 

em torno de 256 Hz. Isto de deve ao fato de que a FFT possui 512 pontos e dados foram 

amostrados em 512 Hz, o que está de acordo com as considerações do capítulo 2. 

Com o sinal acima citado, foram feitas aquisições com cinco tipos diferentes de 

janelas, sendo elas: retangular, Hanning, Hamming, Blackman e Bartlett. As características 

provenientes da utilização de cada tipo de janela podem ser visto em [23] e [24]. As Figuras 

3.2.2.2 a, b, c, d e e mostram o espectro resultante segundo cada janela, respectivamente. 
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Figura 3.2.2.2 A: Espectro obtido com janela retangular. É possível observar a fundamento 

em 50 Hz (f0) e suas harmônicas em 3f0 e 5f0. Também observa-se o leakage. 

 

Figura 3.2.2.2 B: Espectro obtido com janela de Hamming. É possível observar um 

diminuição da amplitude do leakage e das harmônicas. 
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Figura 3.2.2.2 C: Espectro com a janela de Hanning. O leakage diminuiu em amplitude de 

maneira menos acentuada, em relação a janela de Hamming. 

 

Figura 3.2.2.2 D: Espectro com a janela de Blackman. O efeito de leakage também reduziu 

em relação a janela retangular. 



89 

 

 

 

Figura 3.2.2.2 E: Especro obtido com a janela de Bartlett. É possível observar uma 

concentração (roll-off) em torno de f0. 

Com base nas imagens acima, na literatura disponível e os conceitos explorados no 

capítulo dois, observar-se que os dados obtidos estão de acordo. Salienta-se também que a 

escolha da janela, para esta aplicação, não é crítica, dado o número de pontos da FFT e as 

frequências envolvidas, contudo a janela retangular é a menos indicada. 

3.2.3 Determinação do Filtro Digital 

Uma filtragem digital foi introduzida para que fosse possível eliminar as 

frequências fora da faixa de interesse de modo mais eficaz, já que o filtro antialiasing não 

consegue alcançar uma grande atenuação nas frequências próximas à frequência de corte 

proposta. 

Através da aplicação direta do equacionamento proposto no capítulo dois, foi 

possível construir o filtro FIR de ordem 50 (cinquenta) e com frequência de corte de 80 Hz. 

Esta frequência foi definida baseada na norma ISO2631, que diz ser necessária a 
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observação até a frequência de 80 Hz (ver A2). A implementação do filtro, em linguagem C 

pode ser vista no apêndice A4, esta implementação foi baseada na literatura de [20] e [12] 

Para a validação do filtro, foi utilizado o mesmo sinal da validação da FFT. As 

Figuras 3.2.3.2 a, b e c mostram os resultados obtidos através da análise no domínio da 

frequência, com as janelas de Hamming, Hanning e Blackman, respectivamente. 

 

Figura 3.2.3.2 A: Imagem obtida após o sinal passar pelo filtro com janela de Hamming. 

 

Figura 3.2.3.2 B: Utilização da janela de Hanning. 
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Figura 3.2.3.2 C: Utilização da janela de Blackman. 

  É possível verificar que o filtro está de acordo com a caracterização teórica feita no 

capítulo dois. Também destaca-se que a janela a ser usada não implicará em consequências 

significativas no desempenho do filtro. A escolha usada foi a de Blackman, baseada nos 

resultados e também no fato de que, na banda de atenuação, o sinal apresenta maior queda 

em relação as outras janelas, conforme cita [7]. 

3.2.4 Determinação do método de estimação da PSD 

Para que a avaliação do sistema de suspensão (conforto) seja viável, foi necessário a 

implementação de um função que efetuasse a estimação das frequências que constituem o 

sinal de aceleração no assento do condutor. Conforme as afirmações de [3] [25] e [1], os 

sinais são de característica aleatória, portanto são descritos usando métodos de estimação 

de densidade de espectro de potência (PSD). 

Para isso, foram implementados de Bartlett e o Welch, de modo que as avaliações 

dos mesmos foram feitos em termos de memória requerida, tempo de execução (quantidade 
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de operações) e qualidade final do espectro obtido tanto em termos de frequência bem 

como amplitude. 

A melhor maneira de executar a validação das implementações feitas, era a 

aplicação de um sinal aleatório (tipicamente com distribuição gaussiana) somado a 

componentes senoidais, conforme sugere [26] [27]. Porém a instrumentação utilizada não 

permitia a geração de sinais aleatórios, então, utilizou-se um sinal determinístico periódico 

e quadrado, idêntico ao usado para a validação do filtro FIR e FFT, conforme a Figura 

3.1.2.1 mostra. Mais dois sinais foram usados para se fazer à validação da PSD e ambos são 

um ‘sweep’. Este tipo de sinal tem como característica gerar um seno, onde a frequência 

fundamental é aumentada linearmente a cada período passado. Neste caso foram usados um 

‘sweep’ de 1 Hz até 50 Hz e outro de 1 Hz até 100 Hz, ambos com o filtro FIR 

implementado. A Figura 3.2.4.1 mostra o ‘sweep’ de 1 Hz até 50 Hz e a Figura 3.2.4.2 

mostra o ‘sweep’ de 1 Hz até 100 Hz. 

 

Figura 3.2.4.1: ‘Sweep’ de 1 Hz até 50 Hz usado para a validação da função de cálculo da 

PSD (tanto método de Bartlett quanto método de Welch). 
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Figura 3.2.4.2: ‘Sweep’ de 1 Hz até 100 Hz usado para a validação da função de cálculo da 

PSD (tanto método de Bartlett quanto método de Welch). 

Para aplicação dos sinais acima, foram considerados o método de Bartlett com 256 

pontos, com um total de 1024 amostras. Para o método de Welch foi considerado 50 % de 

sobreposição com um total de 256 pontos. Para o método de Bartlett foi usada apenas à 

janela de Bartlett, conforme é recomendado por [8] e [22]. Já para o método de Welch 

foram usadas as janelas de Hamming, Hanning, Blackman e Bartlett.  

As Figuras de 3.2.4.3 a, b e c até 3.2.4.6 a, b e c foram obtidas para o método de 

Welch com sobreposição de 50% e com os três sinais propostos, respectivamente, onda 

quadrada, ‘sweep’ de 1 Hz até 50 Hz e ‘sweep’ de 1 Hz até 100 Hz. Já a Figuras 3.2.4.7 a, b 

e c mostra o resultado para o método de Bartlett com a janela de Bartlett e os três sinais 

propostos, respectivamente: onda quadrada, ‘sweep’ de 1 Hz até 50 Hz e ‘sweep’ de 1 Hz 

até 100 Hz. 
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Figura 3.2.4.3 A: Espectro obtido pelo método de Welch, 50% de sobreposição, 256 pontos 

e janela de Hamming (sinal quadrado). 

 

Figura 3.2.4.3 B: Espectro obtido pelo método de Welch, 50% de sobreposição, 256 pontos 

e janela de Hamming (‘sweep’ até 50 Hz). 
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Figura 3.2.4.3 C: Espectro obtido pelo método de Welch, 50% de sobreposição, 256 pontos 

e janela de Hamming (‘sweep’ até 100 Hz). 

 

Figura 3.2.4.4 A: Espectro obtido pelo método de Welch, 50% de sobreposição, 256 pontos 

e janela de Hanning (sinal quadrado). 
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Figura 3.2.4.4 B: Espectro obtido pelo método de Welch, 50% de sobreposição, 256 pontos 

e janela de Hanning (‘sweep’ até 50 Hz). 

 

Figura 3.2.4.4 C: Espectro obtido pelo método de Welch, 50% de sobreposição, 256 pontos 

e janela de Hanning (‘sweep’ até 100 Hz). 
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Figura 3.2.4.5 A: Espectro obtido pelo método de Welch, 50% de sobreposição, 256 pontos 

e janela de Blackman (sinal quadrado). 

 

Figura 3.2.4.5 B: Espectro obtido pelo método de Welch, 50% de sobreposição, 256 pontos 

e janela de Blackman (‘sweep’ até 50 Hz). 
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Figura 3.2.4.5 C: Espectro obtido pelo método de Welch, 50% de sobreposição, 256 pontos 

e janela de Blackman (‘sweep’ até 100 Hz). 

 

Figura 3.2.4.6 A: Espectro obtido pelo método de Welch, 50% de sobreposição, 256 pontos 

e janela de Bartlett (sinal quadrado). 
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Figura 3.2.4.6 B: Espectro obtido pelo método de Welch, 50% de sobreposição, 256 pontos 

e janela de Bartlett (‘sweep’ até 50 Hz). 

 

Figura 3.2.4.6 C: Espectro obtido pelo método de Welch, 50% de sobreposição, 256 pontos 

e janela de Bartlett (‘sweep’ até 100 Hz). 
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Figura 3.2.4.7 A: Espectro obtido pelo método de Bartlett, 256 pontos e janela de Bartlett 

(sinal quadrado). 

 

Figura 3.2.4.7 A: Espectro obtido pelo método de Bartlett, 256 pontos e janela de Bartlett 

(‘sweep’ até 50 Hz). 



101 

 

 

 

Figura 3.2.4.7 A: Espectro obtido pelo método de Bartlett, 256 pontos e janela de Bartlett 

(‘sweep’ até 100 Hz). 

É possível verificar algo intuitivo em todos os gráficos apresentados: todos 

apresentam uma diminuição de amplitude conforme se aumenta a quantidade de 

frequências contidas no sinal de excitação, dado que a amplitude do sinal de excitação 

manteve-se constante. Em particular, é nítido concluir que, em escala linear, o método de 

Welch possui variações de amplitude na banda do sinal, porém estas variações podem ser 

atenuadas através da escala logarítmica. Neste caso é mais adequado o uso de escala linear, 

pois a norma ISO2631 está neste tipo de escala. No caso do método de Bartlett verifica-se 

uma maior uniformidade na PSD com o ‘sweep’. 

Por fim, sabendo que o método de Welch com 50% de sobreposição é o mais 

indicado pela literatura ( [27] e [8]), decidiu-se pelo uso do método de Bartlett devido aos 

resultados obtidos e em relação ao custo computacional requerido, tanto em termos de 

processamento quanto a em termos de memória de dados.  
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3.2.5 Determinação do método de Identificação de 

Sistemas 

A identificação de sistemas é fundamental para executar a validação do sistema de 

suspensão. Para isso, foi utilizado o método dos mínimos quadrados para sistemas 

dinâmicos, o que permite encontrar os parâmetros de um sistema descrito por equações 

diferenciais ordinárias, dado que se sabe o número de pólos e zeros da função de 

transferência. 

Com as informações teóricas e considerações de implementação retiradas de [14] e 

[15], foi possível implementar a rotina em linguagem C para modelagem tipo ARX que 

pode ser vista no apêndice A5. Esta função foi implementada de forma recursiva, ou seja, a 

cada nova amostra o modelo calculado é atualizado. Conforme destacado no capítulo dois, 

este método não permite modelar o ruído atribuído às medidas (que não necessariamente 

está relacionado a transdutor) como uma função tipo AR nem MA, apenas considera o 

ruído uma variância constante. 

Para a validação deste método foi definida uma função de transferência discreta, 

descrita em equações de diferenças, que pode ser visualizada abaixo, na equação 15.1. 

𝑦(𝑛) =  1,5144𝑦(𝑛 − 1) − 0,5506𝑦(𝑛 − 2) + 0,599𝑢(𝑛) + 0,163𝑢(𝑛 − 1) + 𝑒(𝑛)(15.1) 

Como função de entrada, foi gerado um vetor de dados com uma sequência pseudo 

aleatória, de modo a se obter um sinal rico em frequência. Com esta sequência foi possível 

verificar-se a saída, de modo que a cada nova amostra de entrada, foi gerada uma amostra 

de saída com a adição de um ruído constante e de variância 0,01. Isto permitirá verificar a 

robustez do método, mesmo sendo o método de modelagem mais simples, conforme 

destaca [14]. 
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A Figura 3.2.5.1 mostra os sinais de entrada e saída (já com a adição do ruído), 

respectivamente. Ainda nesta Figura é possível observar o comportamento do dos 

parâmetros a cada nova iteração. 

 

Figura 3.2.5.1: Comportamento do sistema dada entrada binária pseudo aletória. Também é 

possível observar a convergência dos parâmetros a cada iteração. 

A equação 15.2 mostra como ficou a equação de diferença com os parâmetros 

estimados após 1024 amostras. 

�̃�(𝑛) = 1,5139�̃�(𝑛 − 1) − 0.5502�̃�(𝑛 − 2) + 0.5992𝑢(𝑛) + 0,1638𝑢(𝑛 − 1) + 𝑒(𝑛)        (15.2) 

Para a verificação de conformidade entre o modelo estimado e as amostras de 

entrada e saída foi usado o teste de R². O resultado do teste R² foi igual a 0,999729, o que 

demonstra coerência entre as amostras obtidas e o modelo estimado. 

Portanto, este técnica de modelagem em conjunto com o algoritmo construído se 

mostra adequada para a proposta de validação do projeto da suspensão.  
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3.3 Interface Computacional 

Para que fosse possível a visualização do processamento dos dados feito na placa de 

aquisição proposta, uma interface computacional foi desenvolvida. 

Todo o desenvolvimento foi feito usando o ambiente de programação Microsoft 

Visual Studio® versão 10.0.40219.1 SP1Rel, usando linguagem C#. Para que fosse possível 

o uso de recursos gráficos mais bem elaborados, também foi utilizado o plug-in da National 

Instruments, chamado de Measurement Studio®  versão 12.0.0.318. A Figura 3.3.1 mostra 

uma imagem ilustrativa da interface de programação. Para a programação foi utilizado à 

referência [28] e a [29], com o auxílio do próprio software. 

 

Figura 3.3.1: Ambiente de programação usado. 

Os objetivos desta interface são mostrar os gráficos de aceleração no tempo, 

aceleração no domínio da frequência (PSD), comparação com a norma ISO2631, 

visualização da função de transferência obtida bem como os gráficos de resposta temporal e 
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em frequência. Outras informações menos relevantes também estão contidas, como tempo 

de amostragem usado, quantidade de memória utilizada, médias e valor RMS dos sinais. 

Através de todos os requisitos citados, foi construída a interface que pode ser vista 

na Figura 3.3.2 e 3.3.3. Na primeira imagem são mostradas os gráficos relativos a 

interpretação dos sinais contidos e a segunda imagem foi obtida para interpretação do 

sistema. 

 

Figura 3.3.2: Interface computacional desenvolvida para visualização dos resultados. 

 

Figura 3.3.3: Segunda página da interface computacional. 
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Observando a Figura 3.3.2 no sentido da esquerda para direita e de cima para baixo, 

é possível verificar que o primeiro conjunto tem a intenção de estabelecer a comunicação 

entre o computador e o sistema de aquisição. Neste conjunto é permitido conFigurar a 

velocidade de comunicação e a porta. Destaca-se o uso de comunicação Bluetooth, pois a 

mesma não necessita de fios. Seguindo, o segundo conjunto permite a visualização de 

estatísticas dos sinais, como valores RMS e média. Os próximos conjuntos são knobs e 

botões, que são usados para se fazer ajustes dos gráficos de PSD e da norma e para ativa-los 

ou desativa-los (salienta-se que não é possível alterar as escalas temporais). O conjunto que 

contém um botão com um led vermelho liga ou desliga o sistema de aquisição de dados, 

enquanto os leds ao lado permitem verificar se o sistema está sendo executado ou não (led 

verde significa que o sistema está rodando e o led vermelho significa que o sistema está 

suspenso). O botão ‘modelo’ permite abrir a segunda página. 

Com a Figura 3.3.3, observam-se os dois gráficos para interpretação do sistema 

(resposta temporal e resposta em frequência), quatro knobs para ajustes das escalas dos 

gráficos, um conjunto que contém informações a respeito dos parâmetros teóricos da 

suspensão e rótulos para os dados estimados pelo sistema. 

A resposta ao degrau foi escolhida para interpretação do sistema no domínio do 

tempo devido a este ser o sinal mais simples de ser implementado, segundo [30], e também 

por pertencer à classe de sinais mais utilizados em testes de sistemas, conforme diz [31]. 

A inicialização do software foi pensada para o que mesmo seja feita de uma 

maneira simplificada. Inicialmente abre-se o aplicativo, após isso é necessário abrir a porta 

e então deve-se pressionar o botão ‘liga’. Abaixo a sequência é comentada. 

I. Abre-se o aplicativo, 

II. Abre-se a porta, através da observação do baudrate e número da porta, 

III. Por fim, clica-se em ‘ligar’ e o sistema torna-se ativo. 
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3.5 Dispositivo de Excitação de Suspensão 

Para que a suspensão do veiculo pudesse trabalhar de modo estático, ou seja, sem 

que houvesse deslocamento longitudinal e lateral do veículo, foi projetado um dispositivo 

que permite que somente a dinâmica vertical do carro seja excitada. 

A ideia básica é gerar um sinal com distribuição gaussiana, de modo que simule um 

pavimento comum (asfalto ou off-road). A afirmação de que um pavimento pode ser 

modelado segundo uma gaussiana é citado por vários autores da área de suspensão 

automotiva como [3], [4], [6] e [25].  

Com as informações acima foi desenhado um sistema constituído de oito cilindros 

não sólidos e lisos de 50 cm de comprimento e diâmetro de 10 cm. Nas extremidades foram 

soldados eixos para serem encaixados em rolamentos, a fim de tornar possível o movimento 

angular dos rolos.  

Para que a suspensão seja excitada é necessária à adição de algum tipo de 

rugosidade aos rolos. Esta rugosidade é constituída de fita silvertape enrolada nos rolos de 

forma não organizada. Os testes foram feitos com a distribuição de fita conforme se 

observa na Figura 3.4.1. 

 

Figura 3.4.1: Foto do rolo já com a rugosidade. 
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As distâncias entre os conjuntos de rolos não são definitivas, elas são ajustadas de 

acordo com as medidas de cada veículo. Já a distância entre os rolos presos na base são 

determinados de acordo com o perfil de rugosidade construído. 

3.5 Considerações Finais 

A Tabela 3.5.1 mostra as características que o sistema possui. Os acelerômetros 

foram alojados em caixas pretas, da marca Patola® modelo CP-018, com um conector do 

tipo ‘Mike’ de seis vias, conforme se observa pela Figura 3.5.1. O cabo usado foi um cabo 

manda de cinco vias e blindado, em cada extremidade possui conectores ‘Mike’ fêmea 

também de seis vias, ele pode ser visualizado na Figura 3.5.2. A caixa usada para a 

alocação da placa desenvolvida para a aquisição de dados é da marca Patola®, modelo PB-

108, esta caixa possui conectores macho tipo ‘Mike’ de seis vias, leds indicativos e um 

interruptor para ligação de energia do sistema, a Figura 3.5.3 mostra uma imagem com o 

dispositivo montado. 
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Tabela 3.5.1: Características do sistema construído. 

Características do Sistema 

Acelerômetro ADXL 335 

Ordem do Filtro Antialiasing 1 

Frequência de Corte do Filtro Antialiasing 100 Hz 

Frequência de Amostragem 512 Hz 

Ordem do Filtro Digital 50 

Frequência de Corte do Filtro Digital 80 Hz 

Método de Estimação da PSD Bartlett, 256 pontos, Janela de Bartlett. 

Método de Identificação de Sistemas 
ARX, Método de Mínimos Quadrados 

Recursivo. 

Método de Transmissão de Dados Bluetooth, UART, 115200 bps. 
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Figura 3.5.1: Caixa para alojamento do acelerômetro. 

 

Figura 3.5.2: Cabo usado para conexão do acerômetro com o sistema. 
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Figura 3.5.3: Caixa final do sistema de aquisição de dados. 

A placa construída foi baseada no hardware da LaunchPad Tiva, que pode ser visto 

em [32]. Todo o desenvolvimento foi feito usando o software EAGLE®, versão 6.5.0. O 

esquemático e a placa de circuito impresso podem ser vistas no apêndice A6. Nesta placa 

foi colocado apenas o essencial para seu funcionamento e interfaceamento com 

componentes externos, como acelerômetro, interface JTAG, reset e comunicação serial. Um 

foto da placa pode ser vista na Figura 3.5.4. 

Para que fosse possível a troca de informações entre o dispositivo de aquisição de 

dados e a interface, foi usado um módulo bluetooth modelo HC-06, com alimentação de 

cinco volts e que pode ser usado como uma porta serial comum. A foto do mesmo pode ser 

vista na Figura 3.5.5. 
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Figura 3.5.4: Foto da placa já com os componentes soldados. 

 

Figura 3.5.5: Foto do módulo bluetooth usado para fazer a comunicação entre as partes. 
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4. Discussões e Resultados 

Este capítulo tem o intuito tanto de mostrar os resultados bem como discuti-los de 

maneira técnica. Inicialmente explica-se sobre qual o dispositivo que será estudado, bem 

como suas características básicas relacionando geometrias, equacionamento e valores 

práticos. Após isto passa-se a mostrar as formas que o sistema foi excitado e então os 

resultados são mostrados e discutidos. Por fim, algumas considerações são feitas. 

Como estudo de caso, foi utilizado um veículo do tipo Baja, conforme mostra a 

Figura 4.1. Este tipo de veículo foi desenvolvido por alunos da Universidade de São Paulo 

e são usados em competição off-road organizadas pela SAE (do inglês, Society of 

Automotive Engineers). A competição tem como objetivo avaliar o desempenho do carro 

tanto dinamicamente quanto ao rigor no desenvolvimento teórico do mesmo. A competição 

é constituída de provas dinâmicas (enduro, provas de aceleração, de suspensão e tração, 

frenagem) e estáticas (provas de segurança e apresentações de projeto). 

 

Figura 4.1: Carro do tipo Baja.  
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4.1 ConFiguração da Suspensão e Modelo 

Matemático 

O veículo usado para os testes possui algumas características de suspensão que 

diferem de um veículo comercial de passeio que é encontrado no mercado brasileiro. 

Tipicamente, um veículo de passeio possui a mesma geometria de suspensão tanto na 

traseira quanto na dianteira, segundo [4], [6] e [2], normalmente uma geometria 

‘McPherson’. Veículos do tipo Baja utilizam variantes desta geometria devido, 

principalmente, as características do tipo de pavimento no qual trafegam. 

A conFiguração da suspensão dianteira do veículo usado é do tipo duplo ‘A’, e na 

traseira é do tipo semitrainling arm. A Figura 4.1.1 mostra uma foto da suspensão dianteira 

e a Figura 4.1.2 mostra uma foto da suspensão traseira. As características dos outros 

componentes da suspensão podem ser vistos na Tabela 4.1.1, como rigidez das molas, 

coeficientes de amortecimento e massas suspensa e não suspensa. Estes dados foram 

fornecidos pela equipe. 

 

Figura 4.1.1: Foto da suspensão dianteira do veículo usado. 
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Figura 4.1.2: Foto da suspensão traseira do veículo usado. 

Tabela 4.1.1: Dados do veículo usado nos testes. 

Componente Valor Unidade 

Rigidez da Mola Dianteira 15/33 N/m 

Rigidez da Mola Traseira 15/24 N/m 

Coef. Amortecimento dos 

amort. Dianteiro 

13,50 Ns/m 

Coef. Amortecimento dos 13,26 Ns/m 
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amort. Traseiro 

Massa Suspensa Total 107 Kg 

Massa não Suspensa Dianteira 12 Kg 

Massa não Suspensa Traseira 13 Kg 

Com os dados foi possível obter o modelo teórico na forma de função de 

transferência, conforme explicado no capítulo dois. Substituindo os valores da Tabela 4.1.1 

na equação 7.1, chega-se na equação 16.1 para a dianteira e 16.2 para a traseira, que pode 

ser vista abaixo. 

𝐺𝐷(𝑠) =  
16,77𝑠 + 897,2

𝑠² + 16,77𝑠 + 897,2
                                                                                                 (16.1) 

𝐺𝐻(𝑠) =  
19,67𝑠 + 1234

𝑠² + 19,67𝑠 + 1234
                                                                                                (16.2) 

Com os modelos paramétricos acima, é possível obter as curvas de respostas das 

suspensões traseira e dianteira, tanto na frequência como no tempo. A Figura 4.1.3 mostra, 

na parte superior, a resposta ao degrau unitário e, na parte inferior, a resposta em frequência 

da suspensão traseira e a Figura 4.1.4 mostra, na parte superior, a resposta ao degrau 

unitário e, na parte inferior, a resposta em frequência da suspensão dianteira. 
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Figura 4.1.3: Respostas dinâmicas da suspensão dianteira. 

 

Figura 4.1.4: Respostas dinâmicas da suspensão traseira. 
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Observa-se que as dinâmicas são muito parecidas em termos de respostas, a traseira 

possui uma ressonância menor que a dianteira e o tempo de acomodação da dianteira é mais 

lento que a traseira.  

4.2 Excitação do Sistema 

Para a excitação do sistema foi usado o dispositivo citado no Capítulo três. As 

Figuras 4.2.1 até 4.2.3 mostra fotos destacando o modo foi foram colocados os sensores, o 

posicionamento do veículo e a condição espacial no qual foram feito os testes. Estas fotos 

ilustram como feito o procedimento de validação. 

 

Figura 4.2.1: Foto para mostrar o posicionamento dos acelerômetros para fazer a validação. 
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Figura 4.2.2: Ilustração do posicionamento do sistema de aquisição de dados. 

 

Figura 4.2.3: Disposição espacial do veículo na sala de testes. 

Para que fosse possível efetuar a avaliação do veículo, o posicionamento dos 

acelerômetros diverge ligeiramente. Em primeiro lugar, é necessário apenas um 

acelerômetro para fazerem-se as medições de avaliação, o segundo passo é aloca-lo 
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embaixo do assento do condutor, de modo que o mesmo fique entre o banco e o assoalho, 

isto pode ser visto na Figura 4.2.4. 

 

Figura 4.2.4: Foto para mostrar o procedimento de medição da avaliação de conforto. 

Por fim, o motor do veículo foi ligado e os dados foram obtidos para duas 

velocidades, sendo elas não conhecidas devido à falta de um elemento que efetuasse a 

medidas. As Figuras 4.2.5 e 4.2.6 mostram os resultados obtidos no domínio do tempo das 

acelerações geradas com os acelerômetros posicionados nos pontos de validação para duas 

velocidades, apenas. 

 

Figura 4.2.5: Perfil obtido com velocidade ‘baixa’ (menor que a velocidade da Figura 4.2.6) 

(curva em amarelo pertence a roda e em verde corresponde a massa suspensa). 
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Figura 4.2.6: Perfil obtido com velocidade ‘alta’ (maior que a velocidade da Figura 4.2.5) 

(curva em amarelo pertence a roda e em verde corresponde a massa suspensa). 

4.3 Avaliação em Relação à Norma ISO2631 

Através da observação dos dados acima, é possível executar uma avaliação em 

relação à norma ISO2631. É possível verificar que os sinais apresentam alguma 

periodicidade, o que permite concluir sobre a sua estacionariedade permitindo, portanto, 

estimar a sua PSD. Destaca-se também que a aceleração não é apenas da rugosidade do 

dispositivo, também existe vibrações geradas pelo motor em funcionamento. Assume-se 

também como sendo um processo ergótico, ou seja, apenas uma sequência é suficiente para 

ter-se representatividade de todo o espaço amostral (estatísticas locais convergem para as 

estatísticas globais).  

As Figuras 4.3.2, 4.3.3 e 4.3.4 mostram os resultados obtidos, sendo analisados em 

três aspectos: domínio do tempo, domínio da frequência em g²/Hz e domínio da frequência 

em RMS sobrepostos às curvas da norma ISO2631. 
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Figura 4.3.2: Resultado para a vibração gerada pelo motor. 

 

Figura 4.3.3: Resultado obtido com o veículo a uma velocidade normal de uso, no tempo e 

na frequência. 

 

Figura 4.3.4: Resultado obtido com o veículo a uma velocidade normal de uso, em relação a 

norma ISO2631 (desconsiderar a curva em amarelo). 
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Através da análise dos resultados obtidos, é possível concluir que o carro pode 

permanecer sendo conduzido entre 2,5 horas e 4 horas, o que o torna um veículo fora das 

diretrizes para o qual criado. Esta afirmação advém do fato da competição no qual carro 

participa, possui como prova mais longa um enduro de quatro horas. Destaca-se que apenas 

a curva na cor verde (Figura 4.3.4) interessa para a determinação do nível de conforto, já 

que a curva na cor amarela representa a entrada na roda. A Figura 4.3.5 mostra as curvas de 

aceleração na roda e no banco do piloto, tanto no tempo como na frequência. 

 

Figura 4.3.5: Comparação entre os sinais de aceleração no banco e na roda. 

4.4 Validação em Relação ao Modelo Teórico 

Para a realização da validação da dinâmica vertical do veículo em relação ao projeto 

segundo o modelo teórico foi considerada mesma condição de ensaio anterior. Como único 

adendo, foram feitas várias aquisições, de modo a verificar a repetitividade dos modelos 

estimados. Este tipo de técnica foi citado por [15]. 

As Figuras 4.4.1 e 4.4.2 mostram os resultados obtidos para o carro na marcha lenta 

e acelerado. Ambas foram feitas após ter sido observado que os modelos apresentavam 

certa coerência entre si através de suas respostas não paramétricas (resposta ao degrau 

unitário e resposta em frequência) e também pela análise do coeficiente R². 
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Figura 4.4.1: Modelo estimado pelo algoritmo com o carro em baixa velocidade (marcha 

lenta). 

 

Figura 4.4.2: Modelo estimado pelo algoritmo com o carro velocidade superior (acelerado). 
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Com os dados acima foi possível verificar que o modelo estimado é inadequado, ou 

seja, possui resposta temporal mais rápida que o modelo teórico e também se observa que a 

frequência de ressonância é, por volta, de três vezes superior a do modelo projetado. A isso 

não se pode associar a inadequações da execução do projeto de suspensão, mas sim ao fato 

de que o sinal gerado pelo dispositivo ser pobre em frequência. A periodicidade do sinal 

afeta a qualidade do modelo estimado e, como destaca [15] e [14], a qualidade do modelo 

depende, em grande parte, ao sinal de excitação.  

Com o intuito de tornar a validação do sistema viável, o veículo foi retirado do 

dispositivo e então colocado no pavimento com irregularidades a fim de que o carro não se 

deslocasse de modo periódico dentro de intervalo de interesse (dois segundos de aquisição 

de dados). O pavimento no qual o carro foi colocado pode ser visto na Figura 4.4.3. O 

resultado gerado por esta nova condição de ensaio pode ser visto na Figura 4.4.4 com 

velocidade menor em relação à Figura 4.4.5. 

 

Figura 4.4.3: Trajeto feito pelo veículo para a execução da validação do sistema. 
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Figura 4.4.4: Resultado obtido com o veículo se deslocando em velocidade baixa. 

 

Figura 4.4.5: Resultado obtido com o veículo se deslocando em velocidade superior a 

imagem 4.4.4. 
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Os resultados acima apresentam conformidade com o modelo teórico e isto de deve 

a qualidade do novo sinal de excitação. Percebe-se que, com altas velocidades, a região de 

amortecimento é alterada, e isto é visível quando se observa que a região de ressonância no 

gráfico de resposta em frequência é aumentada e deslocada e as oscilações no gráfico de 

resposta temporal são mais acentuadas e em maior quantidade. Já no gráfico em mais baixa 

velocidade percebe-se que o modelo real é próximo ao modelo teórico, o que justifica a 

região escolhida pelo projetista e é confirmada pelo algoritmo de identificação de sistema. 

4.5 Considerações 

Os dados foram colhidos apenas para a traseira do veículo, isto aconteceu porque o 

dispositivo não ficou completamente pronto conforme a ideia inicial do projeto e, 

considerando que o veículo em questão possui apenas tração nas rodas traseiras, os 

resultados obtidos não retratam toda a dinâmica do carro usado.  

Em relação à avaliação de conforto sob a ótica da norma ISO2631, fica exposto que 

o resultado obtido não pode ser considerado como um resultado pleno, ou seja, não se pode 

usá-lo para concluir-se sobre a qualidade de conforto já que a dianteira do veículo não foi 

excitada, permanecendo estática. Porém, ainda assim, é possível ter uma noção de conforto 

que o veículo possui, já que dois dos três principais geradores de ruído estavam presentes 

(suspensão traseira e motor ligado). 

Já em relação à validação do sistema real comparado ao modelo teórico, foi 

possível concluir também apenas em relação à traseira. Porém, neste caso, existe a 

possibilidade de se validar a dianteira, já que não é preciso nenhum dispositivo de 

excitação, é necessário apenas que o veículo trafegue em um pavimento adequado. Outro 

ponto de destaque em relação à validação, é que na entrada do algoritmo de identificação de 

sistemas, é preciso filtrar as amostras digitalmente, pois o ruído do motor concentra-se na 

faixa entre 12 Hz e 20 Hz e o mesmo é aditivo tanto na massa suspensa quanto na massa 

não suspensa e, considerando que as frequências da suspensão não ultrapassam 10 Hz, é 

possível aplicar um filtro FIR de ordem 50 e frequência de corte de 10 Hz tanto nas  
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amostras de entrada como nas amostras de saída. Outros métodos de identificação de 

sistemas podem ser investigados para se modelar o ruído do motor, como por exemplo, o 

método da variável instrumental que permite a modelagem de um ruído colorido [15]. Já 

para a identificação da região de amortecimento, é possível a adaptação no método dos 

mínimos quadrados a fim de se ponderar a estimativa com um fator de esquecimento λ [14], 

no qual as amostras menos atuais são desconsideradas e assim verifica-se a região no qual o 

amortecedor está operando. 

Por fim, observa-se que a suspensão usada possui angulações em relação ao plano 

horizontal, algo que não é modelado pelo quarter car e atua na identificação do sistema 

para se fazer a validação. Para que o sistema fosse identificado mais adequadamente, seria 

necessário tomar as acelerações nos três eixos (x, y e z) e então calcular o módulo da 

aceleração resultante tanto na massa suspensa como na massa não suspensa. Porém, 

considerou-se que a aceleração de predominante é a contido no eixo z, já que, para as 

condições de ensaio utilizadas, não haveria grandes taxas de deslocamentos angulares na 

suspensão em relação a horizontal, de forma a sempre mantar constante as acelerações 

contidas nos eixos x e y. 
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5. Conclusão 

Através da comparação entre a proposta inicial descrita na introdução com os 

resultados obtidos, conclui-se que o sistema cumpriu com os objetivos. Com o decorrer do 

projeto foram necessárias algumas adaptações tanto em software quanto em hardware, 

dado que a descoberta de alguns pontos que inicialmente não foram considerados, a saber: 

o ruído do motor quando ligado e o espectro curto gerado pelo dispositivo de excitação. 

Para que seja possível uma análise de custo, comparou-se o sistema construído com 

dispositivos similares encontrados no mercado, produzidos pela National Instruments e 

dSPACE . Salienta-se que estes produtos possuem características superiores ao sistema aqui 

desenvolvido, porém possuem o mesmo campo de aplicação. A Tabela 5.1 mostra uma 

relação de custo destes produtos, sem contar com o custo do acelerômetro, em relação ao 

custo do protótipo desenvolvido neste trabalho. 

Tabela 5.1: Relação de produtos encontrados no mercado e seus custos. 

Fabricante Equipamento Característica Custo ($) 

National Instruments 

NI PXIe-4492 + 2 cabos 

BNC + LabView 

Professional + Advanced 

Signal Processing 

Aquisição e 

Processamento 
22495,00 

dSPACE 
Advanced Control 

Education kit DS1006  

Aquisição e 

Processamento 
43012,44 

O custo do sistema desenvolvido, contanto com o custo dos softwares usados, pode 

ser visto no apêndice A7. Percebe-se que o protótipo construído tem um custo 16 vezes 
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menor que o produto mais em conta da Tabela 5.1, que é fabricado pela National 

Instruments®. Obviamente esta é uma analise simplista, porém é possível obter uma noção 

dos custos envolvidos. 

Este trabalho permite o desenvolvimento tanto de assuntos relacionados a 

suspensões automotivas bem como outros tipos, conforme é enumerado logo abaixo: 

1. Desenvolvimento de um controle adaptativo para suspensões semiativas 

através do uso de amortecedores magneto-reológicos. 

2. Construção de um dispositivo que permita interagir com o condutor, de 

modo a avisá-lo sobre o tempo que ele pode permanecer exposto a 

determinada vibração dado a velocidade de deslocamento. Útil 

principalmente em veículos fora de estrada e caminhões. 

3. Aplicação em outros campos, como avaliação de vibrações em máquinas, 

por exemplo. 

4. Expansão para coletar dados dos quatro conjuntos de suspensão e permitir 

que se valide o sistema de uma só vez. 

5. Mudança no modelo usado (half car ou full car), de modo a considerar 

outras dinâmicas, como a longitudinal e lateral, permitindo uma maior 

abrangência e confiabilidade dos resultados obtidos. 

Por fim, seria interessante verificar a validação e a avaliação de veículos de passeio 

comerciais, tanto por possuírem geometria mais próxima da considerada pelo modelo 

quarter car, bem como para prover uma avaliação em relação à norma ISO2631 com o 

intuito de ter-se uma noção geral de qual a ordem de grandeza de conforto os carros 

comerciais possuem. 
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6. Apêndices 

A1- ADXL 335 

Especificações 
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Calibração 
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A2 – NORMA ISO2361 
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A3 – Algoritmo de FFT 

1. Gerar os M twiddle factors na forma de senos e cossenos; 

2. Armazenar N amostras do sinal de interesse; 

3. Chamar a função de Bit Reversal para otimizar o calculo da FFT; 

4. Chamar a função de FFT; 

1.1. Define-se o número de butterflies; 

1.2. Define-se o tamanho da sub DFT; 

1.3.Executa as buffertlies; 

5. Fim do algoritmo. 
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A4 – Algoritmo do filtro FIR 

1. Calcular os coeficientes do filtro de acordo com o seu tipo, ordem (N), 

frequência de corte superior, inferior, tipo de janela e frequência de 

amostragem. Os coeficientes do filtro são dados pela expressão contida na 

Tabela 2.2.5. 

2. Chamar função de filtro a cada nova amostra, onde o returno é o dado 

filtrado. A função de filtragem é feita através de multiplicação de um vetor 

de comprimento da ordem do filtro por outro vetor que são os coeficientes 

do filtro. Portanto, a cada novo dado o vetor ‘amostras’ é atualizado. 

𝑦(𝑛) = 𝑥(0)ℎ(0) + 𝑥(1)ℎ(1) + ⋯ + 𝑥(𝑛)ℎ(𝑛); 0 < 𝑛 < 𝑁 

3. Aguarda nova amostra. 
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A5 – Algoritmo de Identificação de Sistemas 

1. Medir a saída e a entrada do sistema; 

2. Atualizar o vetor medidas, conforme segue abaixo: 

𝜑𝑇(𝑛 + 1) = [−𝑦(𝑛) − 𝑦(𝑛 − 1) … 𝑢(𝑛 − 𝑑)𝑢(𝑛 − 𝑑 − 1) … ]; 

3. Calcular o erro de previsão, conforme segue: 

휀(𝑛 + 1) = 𝑦(𝑛 + 1) − 𝜑𝑇(𝑛 + 1)𝜃(𝑛); 

4. Calcular o ganho do estimador, conforme segue: 

𝐾(𝑛 + 1) =
𝑃(𝑛)𝜑(𝑛 + 1)

1 + 𝜑𝑇(𝑛 + 1)𝑃(𝑛)𝜑(𝑛 + 1)
; 

5. Calcular a matriz de covariância, conforme segue abaixo: 

𝑃(𝑛 + 1) = 𝑃(𝑛) −  
𝑃(𝑛)𝜑(𝑛 + 1)𝜑𝑇(𝑛 + 1)𝑃(𝑛)

1 + 𝜑𝑇(𝑛 + 1)𝑃(𝑛)𝜑(𝑛 + 1)
; 

6. Fim do algoritmo. Aguarda chegada de nova amostra, voltando em 1. 
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A6- Esquemático e Placa de Circuito Impresso 

Esquemático 

 

Placa 
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A7 – Custo do Sistema Total 

Custo do Hardware 
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Custo de Licença dos Softwares 

Fabricante Software Custo Fonte 

Microsoft 
Microsoft Visual 

Studio Pro 2010 
$733,97 Amazon.com 

National 

Instruments 

Measurement Studio 

Standard Edition 
$544,00 NI.com 

Custo Total  $1277,97  
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