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APRESENTACAO

O estudo desenvolvido neste livro corresponde
essencialmente as minhas aulas sobre modelos elastoplasticos
classicos da Mecanica dos Solos. Essas aulas fazem parte da
disciplina de pés-graduagdo Modelos Constitutivos, que leciono ha
doze anos no Departamento de Engenharia de Estruturas e
Fundagdes da Escola Politécnica da USP.

Trés capitulos, de natureza mais fundamental, apresentam as
equacdes constitutivas da Elasticidade Linear, Plasticidade Perfeita e
Plasticidade (geral); os demais tratam de modelos baseados nessas
teorias (von Mises, Drucker-Prager, Cam-Clay) e de exemplos de
aplicacio.
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Capitulo I

ELASTICIDADE LINEAR

1. Introducao

A Elasticidade Linear € a mais conhecida teoria constitutiva para
sélidos. Por sua importincia e relativa simplicidade, é o ponto de
partida do nosso estudo.

A equagdo que caracteriza os materiais eldsticos lineares
relaciona, através de uma fung¢ao linear, a matriz de deformagées E,
definida como a parte simétrica do gradiente do deslocamento, e a
matriz de tensdes T (a tensdo de Cauchy), também simétrica, que
supomos ja serem conhecidas dos leitores. E e T sdo as vezes
chamadas simplesmente de deformagdo e tensdo. Em simbolos:
T=L[E]. O operador linear L adquire forma particularmente
simples no caso de materiais isotrépicos (os Unicos que vamos
examinar), conforme veremos na proxima secao.

Cabe ja antecipar que em Plasticidade aparecerdo nas equacdes
as derivadas em relacdo ao tempo de E e T, simbolizadas por E
(velocidade de deformacdo) e T . Mais especificamente, as equagdes



de Plasticidade tém a forma T:C(T)[E], em que, para cada T,
C(T) € um operador linear.

Para maior clareza, e a titulo de recordagdo, convém falar de
alguns conceitos de Mecénica do Continuo, ainda que de maneira
muito sucinta. (Para estudo deste tema, ver livros relacionados na
bibliografia.) Consideremos o movimento de um corpo em
determinado intervalo de tempo. A posi¢do de uma particula X na
configuragdo de referéncia serd designada genericamente por
X=(X,,X,,X;) (coordenadas cartesianas).

Sejam u e E as funcdes que para cada (X,t) fornecem,
respectivamente, o deslocamento u(X,#) e a matriz de deformacdes
E(X,7r) da particula X, no instante 7. Em componentes:
u=(u,u,,u;). Os coeficientes de E(X,1) sdo
E;(X,t)=[du;(X,t)/9X ; +du ;(X,t)/9X,;]/2. Pode-se mostrar que
E(X,¢) mede deformagdes nas vizinhancas de X, no instante #, de
forma aproximada (no sentido geométrico, tedrico, n@do
experimental). Por exemplo, o coeficiente FE,;(X,#) mede,
aproximadamente, a deformacdo especifica (aumento de
comprimento dividido por comprimento inicial) na direcdo 1. A
mesma interpretacdo vale, nas respectivas dire¢des, para os demais
coeficientes da diagonal principal. O coeficiente E,(X,f) (que €
igual a E, (X,t)) mede, aproximadamente, metade da distorgdo
ocorrida entre as dire¢cdes 1 e 2. O traco de E(X,r) ¢€

aproximadamente igual & deformacdo volumétrica de X, no instante
t. Essas medidas aproximadas sdo tdo mais precisas quanto menores
forem as deformacdes. Por isso, as teorias constitutivas que

trabalham com E sdo ditas teorias para pequenas deformagdes.
Seja T a funcdo que a cada (X,fr) associa a matriz de tensdes

T(X,?), atuante na particula X, no instante ¢. Se n € vetor unitdrio, o
resultado da multiplicacdo de T(X,#) pela matriz coluna formada
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pelas coordenadas de n tem como resultado o vetor tensdo que age
em X, no instante ¢, sobre o plano de normal exterior n. Em geral, o
vetor tensdo tem componentes normal e tangencial ao plano. H4 pelo
menos trés planos, ortogonais entre si, em que os respectivos vetores
tensdo lhes sdo normais: sdo planos principais. Os vetores normais
aos planos principais sdo entdo autovetores de T(X,7); aos
autovalores correspondentes chamamos tensdes principais.

Com as fungdes E e T temos portanto a descri¢do material (ou
lagrangiana) da deformacdo e da tensdo. As derivadas parciais de E
e T em relacdo ao tempo, indicadas por E a T, quando calculadas
em (X,#) (ou seja, E(X, 1) ,T(X,t)) fornecem a velocidade de
deformacdo da particula X e a velocidade com que se altera a tensao
na mesma particula, no instante 7. Nas equagdes constitutivas deste
curso comparecerdo as matrizes E(X,1), E(X,t) ,T(X,?) e T(X,t).
Para que fiquem compactas e mais ficeis de ler, ndo escreveremos o
argumento (X,7).

2. Equacao constitutiva

A equacdo constitutiva dos materiais eldsticos lineares
isotrépicos é

T=A(E)+2GE , 1

em que I € a matriz identidade de ordem 3 e wE=E| + E,, + E; ¢

o traco da matriz E. Nessa equagdo estdo presentes duas constantes
caracteristicas de cada material elastico, chamadas modulos de Lamé
(A e G), que sdo positivas. A constante G € chamada de médulo de
cisalhamento, por uma razio que ficard clara mais adiante. E



importante notar ja de inicio que E =0 corresponde a T =0, ou seja,
a tensdo € nula na configuracdo de referéncia.

Para a solucdo de problemas especificos, convém ter a mao,
explicitamente, as relacdes entre os coeficientes de T e E:

T, =AE,, +E,, +E;;)+2GE,, , 2
T,, =A(E,, +Ey, +E;)+2GE,, , (3)
Ty, = A(E,, + E,, + E53) +2GE;5; )
T, =2GE,, , (5
T, =2GE,; , (6)
Ty; =2GEy; . (7)

Além dos mddulos de Lamé, sdo também interessantes no
estudo do material elastico linear o mddulo de elasticidade (ou
médulo de Young) E, o coeficiente de Poisson v e o médulo
volumétrico K , que se definem a partir de A e G da seguinte forma:

E= G(BA+2G6G) )
A+G
VzL , 9)
2(A+G)
K:% . (10)
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Dado que sdo positivos os médulos de Lamé, também o sdo
o moédulo de elasticidade, o coeficiente de Poisson e o mddulo
volumétrico. Ademais, depois de reescrever (9) assim:
v =[2(G/A+1)]", concluimos facilmente que v<1/2.

Trabalhando nas equagdes 8, 9 e 10, podemos exprimir A, G e
K em funcdode EeV:

A=—YE aan
T+wv)(1-2v)
E
_ 12
G 2(1+v) (12)
E
-t 13
3(1-2v) (13)

O significado fisico desses modulos serd discutido no
préximo capitulo. Note-se que, sendo 0<v<1/2, o denominador
em (13) jamais se anula.

Conhecida a matriz E, a equag@o 1 nos permite determinar a
matriz T. Em certos problemas, entretanto, a situagdo € inversa:
conhecemos T e queremos calcular E. Nesses casos é conveniente
inverter a relacdo dada por (1). Para isolar E em (1), calculamos o
traco de ambos os membros e obtemos: trE=#tT/3A+2G).

Substituimos em (1) e isolamos E:

1 A
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Os coeficientes da matriz E podem entdo ser facilmente
expressos em fungdo dos coeficientes da matriz T:

1
Ey, :E[Tn -v(Ty, +T33)] ) (15)
1
E, :E[Tzz -v(T}, +T33)] , (16)
1
Ey :E[Tn -V}, + Ty )] , (17)
T,
E,=—%, 18
2 =55 (18)
T,
E,=-L, 19
13756 (19)
T.
g o=Ds 20
% =55 (20)

E uma importante propriedade dos materiais governados pela
equacdo 1 que deformagdes volumétricas s6 ocorram se #+T#0 e
que distor¢des s6 acontecam na presenca de tensdes de cisalhamento,
e vice-versa. Isso ficard claro depois de deduzirmos equacdes
especiais para as partes esférica e desviadora (ou anti-esférica) de T,
definidas, respectivamente por T, =(##T/3)I e T, =TT, . De (1)

obtemos
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T, =3KE, , 21)
T, =2GE, , (22)

emque E, = (rE/3)I € a parte esférica de E, que mede deformagao

volumétrica, e E; =E—-E_, é a parte desviadora de E, que mede

distorcao. Desse modo (1) pode ser escrita assim:

T=3KE, +2GE, . (23)

No préximo capitulo analisaremos deformacdes especiais,
nas quais surge a interpretaco fisica de A, G, E,ve K.

Quando se aplica Elasticidade Linear a solos, faz—se uma
importante modificacdo na equacdo 1. Sabemos que os solos, em sua
configuracdo inicial, no terreno ou no laboratério, estio de modo
geral sujeitos a tensdo ndo—nula; a equacdo 1 € entdo
tradicionalmente usada de forma a fornecer a variacio de tensdo que
acompanha a deformacao sofrida a partir da configuragao inicial. Isto
corresponde a reescrever (1) assim:

T-T, = A(rE)I + 2GE | (24)

em que T, € a tensdo inicial. Ou, derivando-se em relacdo ao tempo:

T=A@E) +2GE . (25)

Em Mecéanica dos Solos, conforme se faga andlise em tensdes
efetivas ou totais, T € interpretada, evidentemente, como matriz de
tensdes efetivas ou totais. Nas andlises em termos de tensdes
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efetivas, estuda-se o comportamento do sélido (tedrico) que
representa a estrutura de graos, cujo movimento é independente do
movimento dos fluidos que preenchem os poros do solo (4dgua e ar).
Os modulos elasticos deste sélido sdo chamados efetivos ou
drenados. Por sua vez, nas andlises em tensdes totais, supde-se nao
haver movimento relativo entre as fases que constituem o solo: a
estrutura de grdos e os fluidos sdo tratados na teoria como se
formassem um tnico sélido, com médulos eldsticos préprios (fotais
ou ndo-drenados). Se se supde que os fluidos ndo oferecem
resisténcia ao cisalhamento, entdo o modulo de cisalhamento deve
ser o mesmo nos dois casos (ver, no préximo capitulo, o
cisalhamento simples do material elastico; equacdo I1.12). Em solos
saturados, gracas a baixa compressibilidade da dgua, o mddulo
volumétrico total é muito mais alto que o efetivo.
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Capitulo II

ELASTICIDADE LINEAR

Problemas Simples

Vamos aqui analisar o comportamento de um cubo constituido
de material elastico linear. Suponhamos, por facilidade, que na
configuragdo de referéncia o cubo esteja no primeiro octante do
sistema de coordenadas, tendo um vértice na origem e faces, duas a
duas, paralelas aos planos coordenados. Nessa configuragdo seus

pontos  ocupam  posicdes designadas  genericamente  por
X=(X,,X,,X;).Os versores do sistema cartesiano de coordenadas

Sd0 €, ,e, € €;.
Usando a equagdo I.1, isto é, a equacdo 1 do capitulo I (ou

equacgdes dela obtidas), estudaremos a resposta a alguns campos de
deslocamento (indicados por u = (u,u,,u;)).

a. Compressdo ou extensdo vertical, sem deformacdo horizontal
(figura 1).

u,=u, =0, (1)
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uy =aX, , 2)

em que a é uma constante. (Se estivéssemos analisando o
movimento, seria importante reconhecer que a depende do tempo;
mas aqui s6 a deformagdo nos interessa.)

eixo3

eixo2

Figura 1. Compressao vertical, sem deformagao horizontal.

A matriz de deformagdes é
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Q@ o o

Conforme seja a<0 ou a>0, o cubo sofre respectivamente
compressdo ou extensdo vertical (direcdo do eixo 3), sem
deformacdo horizontal. A correspondente matriz de tensdes é

Aa O 0
T=| 0 Aa 0 ) 4)
0 0 (A+2G)a

Logo, nas faces do cubo atuam apenas tensdes normais:
(A +2G)a nas faces superior e inferior, Aa nas faces laterais, todas
elas de compressdo, caso ocorra compressdo vertical (a <0 ), ou de
tracdo, caso ocorra extensao vertical (a>0).

Este exemplo fornece uma interpretagao fisica para A: no caso
analisado, ¢ o quociente entre a tensdo horizontal e a deformacio
especifica vertical. As vezes, em Mecanica dos Solos, o fator
A+2G ¢ denominado médulo edométrico (€, neste exemplo, o
quociente entre a tensio e a deformacgao especifica verticais).

Da equagdo L.16, com E,, =0 e T, =T,,, concluimos que a
relacdo entre a tensao horizontal e a tensdo vertical envolve apenas o
coeficiente de Poisson:

Ty=—Ts;. )
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b. Compressao ou expansdo isotropica (figura 2).

u=>hX, (6)
sendo b uma constante. A matriz de deformacdes é E=»>I
(puramente esférica). Portanto, da equag@o 1.23 obtemos a seguinte

matriz de tensoes:

T=3KbI . @)

eixo3

eixo 2
Figura 2. Compressdo isotropica.
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E o chamado estado isotrépico ou hidrostético de tensdes: todas
as faces estdo sujeitas a mesma tensdo normal 7 =3Kb (de

compressio seb < 0; de tracdo se b>0).
Introduzindo a deformacdo volumétrica E, =rE =3b, obtemos

T=KE, . (8)

Como K >0, tensdao de compressdo (b <0) causa compressao
volumétrica, e tensdo de tragdo (b >0) causa expansdo volumétrica,
conforme se espera. Temos aqui a interpretacdo fisica do mdédulo
volumétrico: neste exemplo, € o quociente entre a pressdo (ou tragao)
aplicada e a deformacdo volumétrica decorrente.

c¢. Cisalhamento simples (figura 3).
u, =u, =0, ©))
u, =YX5 , (10)

em que y € uma constante positiva. Ocorre distor¢ao de angulo 6
(y=1g0) envolvendo as faces normais aos eixos 2 e 3; as faces
inicialmente normais ao eixo 2 se inclinam (no sentido positivo do
eixo 2), enquanto as faces normais ao eixo 3 assim permanecem. A
matriz E €, neste caso,

0 0 0
E=|0 0 y/2]|. (11)
0 y/2 0
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Pelas equacdes de 1.2 a 1.7, deduzimos que a matriz T é

0
T=0 0 Gy|. (12)
0 Gy O
/ /
l !
| /
eixo3 ' l
! /
! !
/ /
/ /

eixo2

Figura 3. Cisalhamento simples.

Portanto, nas faces horizontais atuam tensdes cisalhantes de
magnitude GYy. Sendo G positivo, o vetor tensdo de cisalhamento

atuante na face que se desloca tem o mesmo sentido do deslocamento
provocado.
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d. Compressdo ou extensdo vertical, por aplicacdo de tensdo normal
nas faces horizontais, com demais tensdes nulas (figura 4).

-
Il
c o o
c o o

0
0], (13)
C

sendo ¢ uma constante. Das equagdes de 1.15 a .20 resulta a matriz
de deformacdes:

_E O 0
E
V¢
E=| 0 -X of. 14
E (14)
0 0o <
L E |

A tensdo vertical é portanto acompanhada de deformacgado
especifica vertical de mesmo sinal, pois E é positivo. Como Vv
também €& positivo, a deformacdo especifica horizontal tem sinal
contrdrio ao da deformacdo vertical (figura 4). Neste exemplo temos
clara interpretacdo fisica para E e v: o primeiro é o quociente entre
tensdo e deformacdo verticais; o segundo é o quociente entre
deformagdes horizontal e vertical, multiplicado por -1.

Um campo de deslocamentos que corresponde a (14) é

\%4

Uy Z_EXI , (15)
%4

u, Z—EXZ s (16)
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Uy =—X, . (17)

d

eixo3

.

eixo 2

Figura 4. Compressao por aplicacéo de tensdo vertical.
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Capitulo III

PLASTICIDADE PERFEITA

1. Introducao

Plasticidade Perfeita € a teoria constitutiva que estuda os
materiais elastopldsticos perfeitos. Nesta teoria desempenham papel
essencial o dominio eldstico (D), que € o interior de uma regido fixa
do espaco das tensdes (o espago das matrizes 3x3), e sua fronteira, a
superficie de plastificacdo (S). A tens@do T (num ponto do corpo,
num instante qualquer) jamais se pode encontrar na regido externa a
S; isto €, ou encontra-se em S ou em D. Desse modo, S estabelece
um limite para as tensdes que podem atuar sobre o material e, por
isso, é freqlientemente identificada, nas aplicacdes, a superficie de
ruptura. Veremos no proximo capitulo que a superficie de
plastificacdo pode ser representada no espaco das tensdes principais:
a superficie de von Mises, por exemplo, € cilindrica; a de Drucker-
Prager, conica (o eixo de ambas € o eixo hidrostatico).

Em Plasticidade, duas equacgdes constitutivas (a eldstica e a
elastopléstica), usadas em situagdes diferentes, relacionam T, T
(derivada de T em relacio ao tempo) e E (velocidade de
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deformacdo, isto é, a derivada de E em relacdo ao tempo). Essas
equacdes serdo apresentadas e analisadas na préxima se¢do. Ambas
tém a forma T:C(T)[E], sendo C(T) um operador linear (para

cada T) que associa E a T. H4 uma fungdo C para resposta eldstica
e outra para resposta elastopldstica. Assim, conhecidos T e E em
certo instante, a equacdo constitutiva (a eldstica ou a elastopléstica,
conforme o caso) fornece nesse instante o valor de T, que representa
a resposta instantanea do material. Vejamos o critério que estabelece
qual das duas equagdes se aplica em cada uma das situacdes
possiveis.

Ja sabemos que, num instante qualquer, existem apenas duas
possibilidades para o estado de tensdo: ou T estd em D ou estd em S.
No primeiro caso (T em D), T ¢é dado pela equagdo eldstica,
qualquer que seja E. No segundo caso (T em S), o critério que
define a resposta instantdnea do material é o seguinte. Dado E,
calcula-se T com a equagio eldstica. Se T assim calculado apontar
para o interior de S ou lhe for tangente, entdo tal valor de T
representa efetivamente a resposta do material. (Ver na préxima
secdo a fungdo \, que avalia a direcio do T dado pela equagdo
eldstica.) Se, entretanto, T calculado com a equacdo eldstica apontar
para o exterior de S, entdo este deve ser desconsiderado; a verdadeira
resposta é dada por T calculado com a equacdo elastopldstica. E
importante assinalar que a equacdo elastopldstica € projetada de
forma que produza T sempre tangente a S, de maneira que T ndo
possa jamais dirigir-se para o exterior de S.

Num intervalo de tempo em que a resposta é eléstica,
dizemos que o regime € eldstico. Num intervalo em que a resposta é
elastopléstica, o regime denomina-se elastoplastico. Quando, em
regime elastopldstico, T permanece fixo em S, dizemos que ocorre
escoamento pldstico.
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Um dos objetivos da teoria € resolver o seguinte problema.
Suponhamos que sejam dados: a) o valor de T no instante inicial de
um intervalo de tempo; b) a trajetéria de deformacao nesse intervalo,
isto é, a fungdo que a cada instante do intervalo fornece o valor de E,
da qual se obtém também E . O objetivo é determinar a trajetéria de
tensdo, ou seja, a funcdo que a cada instante do intervalo fornece o
valor de T. Vistas dessa forma, as equacdes da teoria sdo equacdes
diferenciais ordindrias na varidvel T; as trajetérias de tensdo sdo
determinadas pelas solugdes dessas equagdes.

2. Equacoes constitutivas

No estudo das equacdes constitutivas da Plasticidade,
empregaremos o conceito de produto escalar de duas matrizes. Sejam
M e N duas matrizes quadradas; o produto escalar de M e N,
simbolizado por M : N, € o ntimero definido por

M:N=t-(M"'N) (1)

(M" ¢ a transposta de M). Usando a defini¢io (equacio 1) podemos
concluir que, em termos dos coeficientes das matrizes, o produto
escalar € a soma dos produtos dos coeficientes correspondentes. Por
exemplo, para matrizes 3x3, que sao as que nos interessam:

M:N=M;N;y + M N, +M; N3 +MyNy +MyNy +
+My;Nyy + My Ny + M3 Ny + M 33Ny,
()
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Analogamente ao que ocorre com os vetores da Geometria, dizemos
que duas matrizes s@o ortogonais quando seu produto escalar € nulo.
A superficie de plastificacdo S é definida como uma
superficie de nivel de uma func¢do chamada funcdo de plastificacdo.
Introduz-se, entdo, primeiramente, a funcido de plastificacdo f, que

associa a cada tens@o T de seu dominio um nimero. A equacgdo de S
é f(T)=k (sendo k uma constante caracteristica do material). Além

disso, f € tal que, se T estiver em D, entdo f(T)<k (ao passo que
f(T)>k corresponde a T na regido externa a S, o que a teoria
proibe). A equacdo f(T)=k é denominada critério de plastificacdo.

A matriz
of (T) of(T) of(T)
aTll aTlZ aTl3
_| (M) If(T) of(T)
VM= oT, dT,, OTy, )
of (T) of(T) of (T)
aTl3 aT23 aT33

€ o gradiente da funcdo de plastificacdo. Calculado num ponto T de
S, VF(T) lhe é ortogonal nesse ponto, apontando para o exterior

(Vf(T) indica a dire¢do de maior crescimento de f). A funcéo f deve
ser tal que Vf(T) nunca se anule.

As equacdes para resposta eldstica ou elastopléstica,
discutidas brevemente na se¢@o anterior, serdo agora apresentadas.
A equacdo constitutiva eldstica é

T=A(DIE],
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em que A(T) é, para cada T, um operador linear inversivel. Caso
A(T) seja constante, isto €, ndo varie com T, o comportamento € de

material elastico linear: A(T)[E]:AtrEI+ 2GE ; sendo A e G os

moédulos de Lamé.
Por sua vez, a equacio constitutiva elastoplastica é

T = A(D[E]+y(T,E)B(T) , S

em que \u(T,E):Vf (T):A(T)[E] (linear em E, portanto) e B é
uma funcfo constitutiva cujos valores sdo matrizes simétricas, € que
satisfaz

1+B(T):Vf(T)=0. ©6)

(logo, ndo se anula). Veremos a seguir que a restricdio imposta por
(6) sobre a fungcdo B tem a finalidade de garantir que, na resposta
elastoplastica, T seja tangente a S. Cumpre assinalar que, quando
W(T,E)=0, a equagio 5 se reduz  equagio 4.

E importante agora estabelecer claramente as situacdes em
que a resposta ¢ eldstica ou elastoplastica.

Resposta elastica: T serd dado por (4) nas situagoes I e 11
descritas abaixo.

I) f(T)<k, qualquer que seja E .
I f(T)=k e y(T,E)<0.

Notemos que Y(T,E) <0 significa que A(T)[E] aponta para
o interior de S, pois seu produto escalar por Vf(T) € negativo. Mas,
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por (4), A(T)[E] é o préprio T, que aponta entdo para o interior de
S, indicando que a tensd@o entra no dominio eléstico. Ja \p(T,E) =0

significa que T é tangente a S.

Resposta elastoplastica: T serd dado por 5)se f(T)=k e
W(T,E)>0.
A equagio 4 preveria que, sendo y(T,E) >0, T apontasse

para o exterior de S, o que ndo poderia acontecer. Segundo a equagio

5, que é a que vale nesta situacdo (resposta elastoplastica), o produto
escalar de Vf(T) por T é nulo:

VF(T): T=y(T,E)1+Vf(T):B(T))=0, (7)

haja vista (6). Logo T é ortogonal a Vf(T) e, portanto, tangente a

S. Fica clara a importancia da restricao expressa por (6).

Qualquer que seja a resposta, eldstica ou elastoplastica,
define—se velocidade de deformacio eldstica E° por

E*=AD)(T], ®)
e velocidade de deformacio plastica pela diferenca
E’=E-E°. 9)

Quando ¢ elastica a resposta, decorre de (4) e (9) que E°=E
e EP =0. Em caso de resposta elastoplastica, a relagio de EP com T
e T ¢é determinada do seguinte modo: isola—se E em (5 e
subtrai-se E° dada por (8):
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E? =—y(T,E)A(T) "' [B(T)] (10)

(que ndo € nula, portanto).

Dizemos que acontece escoamento plastico, quando, em
regime elastopldstico, T permanece constante (fixo em S). Assim, no
escoamento plastico, sendo T=0, também E° =0, e, desse modo,
E=E’. Logo, segundo (10), E deve ser necessariamente da forma
E=—aA(T)'[B(T)], com a>0 (pois W(T,E)>0). Para mostrar
que qualquer E dessa forma leva a escoamento plistico, basta
substituir E=—aA(T)'[B(T)] em (5) e concluir que T=0 (tendo
em vista a equagdo 6).

Definir um modelo elastopléstico perfeito significa escolher
as fungdes A, fe B. No capitulo V veremos exemplos. Usualmente,
porém, na construcdo de um modelo, em vez de se especificar
diretamente B, prefere-se adotar uma outra fungdo P, cujo papel
estard claro em breve, para, em seguida, com auxilio de equacdes
apropriadas, deduzir a expressdo de B. Isso se passa da seguinte
forma.

Com base em (10), inicia—se por postular que EP seja, em
cada instante, multiplo positivo de P(T):

EP =mP(T) . (11)

sendo m uma funcdo escalar do tempo, com valores positivos, cuja
relacdo com as funcdes ja conhecidas serd determinada adiante. A

equacdo 11 é conhecida pelo nome lei de fluxo.
Quando se escolhe P=Vf , diz—se tradicionalmente que "o

fluxo € associado" e que vale a condigcdo de normalidade, pois, neste
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caso, EP ¢ multiplo de Vf(T) e, portanto, normal a S em T. Pode-se
também introduzir P através de outra fungdo escalar: P=Vg. A

funcdo escalar g é denominada potencial plastico. Claramente, no
caso de fluxo associado, g=f. A vantagem de se empregar a

fungio P para definir EPestdi em poder controlar o tipo de

deformacdo com que se dd o escoamento pldstico, se a volume
constante (P(T)com traco nulo), se com aumento de volume

(P(T) com trago positivo) ou com diminui¢do de volume (P(T) com
traco negativo). Exige-se de P que y(T,P(T)) >0 (para validade das

equacdes 13 e 14 abaixo).
De acordo com (8), (9) e (11):

T=A(T)[E - EP]=A(T)[E] - mA(T)[P(T)] . (12)

Mas Vf(T): T=0 na resposta elastoplastica. Logo, usando (12) e a

defini¢do de y, chegamos a

VF(T): T=y(T,E) — my(T,P(T)) =0 , (13)
e, entao:
m= VLB (14)
y(T,P(T))

Comparando (10), (11) e (14), concluimos finalmente que

1
B(T)=———————A(D[P(T)] . 15
(T) w(T.P(T)) (DIP(T)] (15)
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Capitulo IV

CRITERIOS E SUPERFICIES DE PLASTIFICACAO

No caso de materiais isotrpicos, as tensdes principais (7, 7,
e T;) bastam para determinar se certa matriz T pertence a superficie

de plastificagdo S, pois as propriedades do material ndo variam com
a direcdo. Assim, a superficie S corresponde uma superficie no
espaco das tensdes principais (de dimensdo 3), também denominada
superficie de plastificagdo.

Uma vez que os solos resistem nada ou muito pouco a tensdes
normais de tragdo, as tensdes principais 7, 7, e T, sdo, na maioria
dos casos, nimeros negativos. Para facilidade de representacdo
geométrica da superficie de plastificagdo, convém as vezes trabalhar
com a matriz 6¢=-T, cujos autovalores, denominados também
tensdes principais, sio ¢, =-1,, 6, =-T1, e 6, =-T; (positivos,
portanto, na maioria dos casos).

Entre as mais conhecidas superficies de plastificacdo estdo a
superficie de Tresca (superficie lateral de um prisma hexagonal
regular), a de von Mises (superficie lateral de um cilindro), a de
Mohr—Coulomb (superficie lateral de uma pirdmide) e a de
Drucker—Prager (superficie lateral de um cone), todas tendo a
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diagonal do espago como eixo (ver Plasticity and Geomechanics, de
Davis e Selvadurai). Por exemplo, as duas primeiras aplicam—se a
metais e a solos saturados analisados em tensdes totais, em situacdes
nido—drenadas; as duas tltimas sdo usadas em andlise por tensdes
efetivas de solos em geral (a pirdimide e o cone se abrem no sentido
das tensdes octaédricas de compressdo). E importante salientar que a
superficie de Mohr—Coulomb € uma pirdmide com secdo hexagonal
irregular (isso ocorre porque se supde, com base experimental, que o
angulo de atrito obtido em ensaios triaxiais de compressdo seja igual
ao angulo de atrito obtido em ensaios triaxiais de extensao).

Vejamos abaixo as equacdes que definem as superficies
mencionadas acima. Estas equa¢des sdo denominadas critérios de
plastificacao.

Tanto no critério de plastificacio de Tresca, como no de
Mohr-Coulomb, nd3o intervém a tensdo principal intermedidria.
Sendo ©,, atensdo principal maior e G,, a tensdo principal menor, a

equacao do critério de Tresca é

G, =0, +2c, (1)

em que c € a coesdo. E a equacio do critério de Mohr—Coulomb, por

sua vez, €

o, =Ko, +2c¢VK | 2
com

K =1:%$ , 3)
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sendo ¢ o angulo de atrito. Claramente, (2) se reduz a (1) se ¢ for
nulo. Nao demonstraremos aqui que (1) e (2) definem de fato o
prisma de Tresca e a pirdimide de Mohr-Coulomb no espaco das
tensdes principais.

No plano (c,,0,) os critérios de Tresca e de Mohr-
Coulomb se representam como nas figuras 1 e 2. A linha tracejada é
bissetriz do angulo reto. O dominio elastico corresponde a unido da
linha tracejada com o interior da regido delimitada pelas duas linhas.
A superficie de plastifica¢do corresponde a linha cheia.

tensdo principal maior

tensao principal menor

Figura 1. Critério de Tresca.
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tensao principal maior

tensdo principal menor

Figura 2. Critério de Mohr-Coulomb.
Para estabelecer a equagdo das superficies de von Mises e de
Drucker-Prager, calculemos primeiramente a parte desviadora (anti-

esférica) de o :

6,=6—(tro/3)I, 4)

34



cujos autovalores sdo as tensoes desviadoras principais G4,, Oy, €

G4, - Sua norma €

o] =+o3 +02, +02 | 5)

Seja P=(0,,0,,6;) um ponto no espaco das tensdes

principais e Q sua projecdo ortogonal sobre a diagonal do espago.
Mostraremos que 116 e 6, estdo relacionados de modo bem simples

com a distdncia de O =(0,0,0) a Q e com a distincia de P a Q,

respectivamente. Para encontrar Q, projetamos o vetor OP sobre o
versor v=(1,1,1)/ \/5 , obtendo assim o vetor OQ :

tro
—V

V3

0Q =(OP.v)v = (6)

Logo:

~ |tro

0] . 7
jool-"2 g

Determinemos agora a distincia do ponto P ao ponto Q. De
OP =0Q + QP obtemos

QP=0P-0Q=(64,064,.043) - ®)
Portanto:

QP =o] - ©)
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Com isso podemos exprimir facilmente a equagdo da
superficie cilindrica de von Mises:

o=k 0

em que R é o raio do cilindro (os pontos da superficie cilindrica sdo
os pontos do espaco que distam R da diagonal do espago).

Para a interpretacdo fisica de R, devemos relacioni-lo com
tensdes que levam o material a plastificagdo em solicitacdes bem
conhecidas. (Levar a plastificacdo significa obedecer a equacio 10.)

No caso de um ensaio triaxial em que a pressdo confinante vale

G, atua lateralmente o proprio G, e, verticalmente, G, mais o

c?

acréscimo Ac, ambos positivos. (Na compressdo simples, 6, =0.)

Assim:
o, O 0
c=| 0 o, 0 . (1D
0 O o.+Ac

As tensdes desviadoras correspondentes sdo G, =G4, =—AG/3 e

0, =2Ac /3, independentes, portanto, da pressdo confinante.

Concluimos entdo, por (10), que ocorre plastificagdo se

R:\EAG . (12)

Num ensaio de cisalhamento simples:
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c=|0 0 7|, (13)

(com ©>0). Aqui o4 =0¢ . Portanto, hd plastificacdo se

R=12 . (14)

Por 1ltimo, a equacdo da superficie de plastificacdo conica de
Drucker-Prager é:

tro

||cd||:(ﬁ+szga , (15)

em que o € o angulo de abertura do cone e d a distincia de seu
vértice a origem. A equacdo s6 é vilida para tre >—-3d/ J3 , pois

||<r d” nunca € negativo. O cone tem abertura voltada para o lado da

compressao hidrostitica. O vértice localiza-se sobre a diagonal do
espaco, do lado da expansio (#r6 <0) ou na origem (se d =0).

Se forem conhecidos a coesdo (c) e o angulo de atrito (¢) de
um solo (pardmetros do critério de Mohr-Coulomb), podemos, em
funcao deles, determinar d e o, de modo que, por exemplo, o vértice
da pirdmide coincida com o do cone e as arestas da pirAmide onde
estdo pontos com duas tensdes principais iguais a tensdo principal
menor (como no ensaio de compressao triaxial) estejam contidas na
superficie coOnica. No vértice, ©,=0,=0;=-d/ V3 logo,

G, =0, =—d /3. De (2) obtemos
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d= 2;{ Sf =\/3_ccotg(p . (16)

Para encontrar a relacdo entre o e ¢, escolhemos 6, =2x>0 e
6, =0,=—x, de modo que rr6=0 e ”(Sd”:)ﬁ/g. Na equagdo de

Drucker-Prager (15), usando (16): x\/g:\/?)_c cotgptga. Na

equacdo de Mohr-Coulomb (2): 2x=—Kx+20\/E . Eliminando x
chegamos a

sen
zgazzﬁﬁ . (17)

Nas figuras 3 e 4 estdo representados, no plano (tro, ||c alD» os

critérios de von Mises e de Drucker-Prager. O dominio eldstico
corresponde ao interior da regidao delimitada pela reta e pelo eixo das
abscissas unido ao conjunto dos pontos localizados sobre o préprio
eixo das abscissas. A superficie de plastificagdo corresponde a reta.

o

v

tro

Figura 3. Critério de von Mises.
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A
o

v

tro

Figura 4. Critério de Drucker-Prager.
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Capitulo V

MODELOS ELASTOPLASTICOS PERFEITOS DE
VON MISES E DRUCKER-PRAGER

Neste capitulo discutiremos trés modelos elastopldsticos
perfeitos (casos particulares da teoria geral), um deles com superficie
de plastificagdo de von Mises, dois com superficie de plastificagdao
de Drucker-Prager.

Definir um modelo significa especificar as trés fungoes A, fe
B ou entdo, em vez de B, a funcio P. E esta dltima alternativa a que
escolheremos. Especificadas as trés funcdes A, f e P, poderemos
escrever todas as equagdes que caracterizam o modelo.

Nos trés modelos examinados aqui, adotaremos a fungdo A da
elasticidade linear:

A(T)[E]=A@E)I + 2GE (1)
de modo que a equacdo el4stica é

T=A@E) +2GE . (2)
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Para a completa caracterizagdo dos modelos, falta entdo
escolher fe P.

a. Modelo de von Mises com P =Vf .
A funcdo de plastificacdo é dada por

F(M=|T, . 3)

em que T, =T —(T/3)I (tensdo desviadora) e ||Td||=\/tr(T§) é
sua norma. A equacdo f(T)=R define a superficie cilindrica

representada pela equacdo IV.10. Claramente, para tensdes no
dominio eldstico, f(T)<R.

Podemos agora determinar y, B e EP. Para isso é necessdrio
calcular Vf(T), cujos coeficientes sdo as derivadas parciais

af (T)/ ale . Convém entdo primeiro exprimir ||Td||2 em funcdo dos

coeficientes 7, e depois usar 8||Td||2/ T, =2||T,||9|T,|/9T; para

)

chegar a 8||Td||/ oT;;. Assim:

2
"nrznﬂbzﬂﬂﬂ—@%L, @

com tr(T?)=T\] + Ty, + Ty, + 2T, T, + 2Ty Ty, + 2T, T)5 €
tr(T)=T1,, +T,, + T;; . Decorre diretamente

arr(T?)
oT

i
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orT _
oT

i

8. (6

AT, |’ 2(rT)3,;
Aelwor, 2R,

i

(N

sendo 8, =1 para i=j,e 8, =0 para i # j.

Assim, os coeficientes de Vf(T) sdo

T _ 7
= (8)
oT; [T
e, portanto:
T,
VF(T)=—2% . 9
"%, ”

Quando Vf € calculado em pontos que estdo na superficie de

plastificacdo (||Td || =R), que € o que interessa, torna-se

T

Vf(T)=?d ) (10)

Para montar a equacgio elastoplastica (II1.5), falta conhecer
W(T,E)=A(T)[E]: V/(T) e B(T). De (1) e (10), obtemos
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q;(T,I'«:):%GI'«::Td , (11)

Determinaremos B(T) pela equacdo III.15. Com P=Vf

calculamos
A(T)[Vf(T)]=%GTd , (12)
y(T,Vf(T))=2G . (13)
Entao:
B(T) =T (14)
=T

Por fim, a equacio elastopldstica é

T=AE)I+ 2GE—2—§(E:Td )T, . (15)
R
Para determinar E¥ combinam-se (IIT.11) e (10):
T,

Ep=m—, 16
R (16)

em que m vale (ver (I11.14)),

17)
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Finalmente:

E:T,

“p
E" = e

T, . (18)

A grandeza “Eg” ¢ uma medida escalar da velocidade de
distorcao pléstica (Eg ¢é a parte desviadora de EP ). De (16) obtemos
”Edp H =m, o que fornece uma interpretacio para m neste modelo.

Conforme vimos, adotar P = Vf | significa optar pela condi¢ao

de normalidade. Em cada instante do regime elastoplastico, o vetor
formado pelos autovalores de EP (as velocidades principais de
deformacao plastica) € ortogonal a superficie cilindrica, no ponto que
representa a tensio, naquele instante. A equacdo 18 deixa claro que
nido ocorre deformagdo volumétrica plastica neste modelo, pois
E¥ =0. Quando a tensio se move sobre a superficie de
plastificacdo, a deformagdo volumétrica é puramente eldstica. O
escoamento pléstico, situacdo em que a tensdo permanece fixa sobre
a superficie de plastificagdo, di-se a volume constante, pois nem
deformacdo volumétrica eldstica acontece, j4 que a tensdao ndo se
altera. De acordo com a andlise feita no capitulo III (logo em seguida
a equagdo IIL.10), os valores de E que levam a escoamento pléstico
s30 E=—aT,, com a>0.

Vejamos agora o comportamento deste modelo no
cisalhamento simples. No primeiro exemplo (figura 1), a tensdo
cisalhante e a distor¢do sdo inicialmente nulas. A distor¢ado vy € entao

aumentada monotonicamente. Em regime eldstico, a tensdo
cisalhante T aumenta segundo a equagdo T=GY (ver a equagdo 1 ou

a II.12), até que atinge o valor T,, =R/ V2 (equagdo 1V.14), quando

entdo comega o escoamento pldstico, sob tensdo cisalhante constante.
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tensao cisalhante

distor¢ao

Figura 1. Cisalhamento  simples com  distor¢do
monotonicamente crescente.

No segundo exemplo (figura 2), primeiramente y cresce em
regime eldstico, seguindo-se escoamento plastico. Depois y decresce
em regime eldstico até que a tensdo cisalhante volte a ser nula.
Finalmente, y volta a crescer monotonicamente: novamente ocorre
regime eldstico, seguido de escoamento pléstico.
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tensao cisalhante

distorcao

Figura 2. Cisalhamento simples com ciclo.

b. Modelo de Drucker-Prager com P =Vf .

A funcdo de plastificac@o € expressa por

-1
f(T)=||Td||(%+dj . (19)

A equagdo da superficie conica (IV.15) se obtém com f(T) =rgo .
Seguindo os mesmos passos trilhados na constru¢do do

modelo de von Mises, obtemos as seguintes equacdes. De (6), (8) e
(19):

1 Id || d"
VF(T) = + I, 20
7 I(I)[”Id” V3I(T) e
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com
[(T)=-t'T//3+d . 1)

Vf(T) deve ser calculado em pontos que estdo sobre a superficie de

plastificacdo, isto &, pontos para os quais vale ||Td || =I'(T)ga:

v (T) = 8% [ s, 8% 1} . 22)

mal\im] V3

Com (1) e (20), calculamos

. teo. | 3Ktgo
w<T,E>=|g[ &

T\ V3

. 2G -
trE + "Td " E: Td} (23)

(sendo K =(3A +2G)/3 o médulo volumétrico) ,

tga | 3Ktgo 2G
A(DIVf(D)]= [ I+ T, } ; (24)
ITall V3 ]
W(T, Vf(T)) = ﬁ (3kig2a+26G), (25)
d

com as quais ficam determinados EP (II1.11), m (111.14), B(T)

(II.15) e a equagdo elastopldstica (I1L.5).
Uma medida comparativa da velocidade de deformacgio
volumétrica pléstica relativamente a velocidade de distor¢do pléstica
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é feita pelo indice de dilatancia: trE® /”E(I;H. De EP =mVf(T) e

(20), concluimos que, neste modelo,

E"  3tgo

[ 5

(26)

o qual depende apenas do angulo de abertura do cone e é positivo.
Portanto, no escoamento plastico ocorre expansio volumétrica.

c. Modelo de Drucker-Prager com P = Vf .

Aqui valem também as equacdes 19, 22 e 23. Para P(T)

adotaremos:

T, (1B 27)

+ _—
TG

P(T)=

Recordando que EP =mP(T) (IIL.11), chegamos ao seguinte

indice de dilatancia:

" _ 3igh
e

(28)

Vemos assim que a dilatancia é controlada pelo angulo B. Quando se
escolhe B =0, resulta escoamento pldstico a volume constante, como

no estado critico dos solos.
A seguir apresentam-se as equagdes que faltam para
determinar todas as que caracterizam este modelo:
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3Kighy | 26 4 (29)

NER 1

A(D[P(T)]=

W(T, P(T)) = 3KtgBtgo. + 2G . (30)
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Capitulo VI

PLASTICIDADE

1. Introducao

Este capitulo se ocupard da teoria constitutiva dos materiais
elastoplésticos que podem sofrer endurecimento, amolecimento ou
escoamento pléstico. Por ser abrangente, serd chamada simplesmente
de Plasticidade. Nesta introdugdo apresentaremos conceitos que
serdo estudados mais detidamente na proxima secdo. O leitor notard
diferencas e semelhancas em relagdo a Plasticidade Perfeita, que é
um caso particular da presente teoria. Também aqui sdo elementos
essenciais o dominio eldstico (D) e a superficie de plastificagdo (S);
porém, em geral, S agora ndo € fixa (e, portanto, D também ndo). Em
regime elastopldstico, S pode modificar-se segundo a chamada /ei de
endurecimento, sempre de forma que permaneca sobre ela a tensdo
T.

Existem dois tipos elementares de endurecimento, ou seja,
duas maneiras basicas pelas quais a superficie de plastificacdo se
altera no espago das tensdes. (Endurecimento é a palavra genérica
para indicar mudanga de S; pode significar endurecimento
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propriamente dito ou amolecimento.) No endurecimento isotrépico S
pode expandir-se ou contrair-se. O tamanho de S é controlado por
um parametro escalar denominado pardmetro de endurecimento (k).
Quando S se expande (k crescente), acontece endurecimento; quando
se contrai (k decrescente), amolecimento. No endurecimento
cinemdtico ocorre mudanga na posi¢do de S no espago das tensoes,
enquanto sua forma e seu tamanho se mantém. Esses dois tipos de
endurecimento podem ser combinados para modelar comportamentos
complexos. Neste livro estudaremos apenas o endurecimento
isotrépico.

H4 uma equacgdo para resposta eldstica e outra para resposta
elastopléstica, ambas com a forma T:C(T)[E] . Quando se impde

determinado E, a resposta do material (isto &, T) ¢ fornecida por
uma das duas equacdes, conforme explicado abaixo.

Num instante qualquer, ou T estd em D ou em S. Se estd em
D, T é dado pela equagio eldstica, qualquer que seja E . Se estd em
S, calcula-se primeiramente T com a equacio eldstica. Se T assim
calculado se dirigir para o interior de S ou lhe for tangente, entdo a
resposta ¢ eldstica e esse T representa de fato a resposta do material;
além disso, S nio se altera. (A avaliagio da direcio de T & feita com
auxilio da funcdo ; ver préxima secdo.) Todavia, se T calculado
pela equagdo eldstica se dirigir para o exterior de S, entdo a
verdadeira resposta é elastoplastica e o valor correto de T deve ser
calculado com a equacdo elastopldstica. Sendo elastopldstica a
resposta, ha trés possibilidades: caso T, calculado com a equacio
elastopldstica, se dirija para o exterior de S, entdo ocorre
endurecimento (S se expande); se, ao contrario, T se dirigir para o
interior de S, ocorre amolecimento (S se contrai); se, finalmente, T
for nulo, ocorre escoamento pldstico (S ndo se altera: estado de
plasticidade perfeita ou estado critico).
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Em Plasticidade Perfeita, a superficie de plastificacao, sendo
fixa, estabelece um limite para as tensdes, podendo ser interpretada
como superficie de ruptura. E importante assinalar, entretanto, que
ensaios de laboratdrio mostram que, mesmo quando os solos e outros
materiais estdo submetidos a tensdes distantes das de ruptura, seu
comportamento ndo é eldstico, conforme revelam os ciclos de carga
feitos em ensaios triaxiais ou em ensaios edométricos (e nestes a
ruptura jamais € atingida). Fica claro, assim, que ruptura e ocorréncia
de deformacdes pldsticas (deformacdes irreversiveis observadas em
ciclos) sdo fendomenos distintos. Isso foi especialmente reconhecido
no importante artigo Soil Mechanics and Work—Hardening Theories
of Plasticity, de Drucker, Gibson e Henkel (publicado em 1957) e foi
incorporado no primeiro modelo elastopldstico para solos, o
Cam—Clay. Esses fenomenos podem ser adequadamente modelados
com as equagdes da teoria geral examinada neste capitulo.

2. Equacoes constitutivas

Na definicdo da superficie de plastificacio (S), em
Plasticidade geral, emprega—se a funcdo de plastificacdo f e o
pardmetro de endurecimento k£, um nimero que varia durante regimes
elastopldsticos de uma forma que veremos mais adiante. Em cada
instante, S € definida pela equagdo

fM=k, (1)

ou seja, tensdes T que satisfazem (1) se encontram em S. Além
disso, a fungdo f é definida de tal forma que tensdes T que se
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encontram em D (a regifo interna a S) satisfazem f(T)<k (nesta
teoria jamais ocorre f(T)>k).

Discutiremos em seguida as equacdes eldstica e
elastopldstica que fornecem T (a resposta instantdnea do material)
em funcao de E e T, a lei de evolugdo de k em regime elastoplastico,
como também os critérios que determinam a ocorréncia de resposta
eléstica ou elastoplastica (conforme visto preliminarmente na se¢do
1).

A equagdo constitutiva eldstica é

T=A(DIE] . (2)

Para cada T, A(T) € um operador linear inversivel, que associa E a
T. Caso A(T) seja constante, o comportamento é de material
elastico linear.

A equacdo constitutiva elastopléstica é

T = A(D[E]+y(T.E)B(T) , 3)

em que B é uma funcio constitutiva (que ndo se anula), cujos valores
sdo matrizes simétricas, € \V(T,E)=Vf (T): A(T)[E]. Note-se que,
se W(T,E):O, entdo (3) se reduz a (2). (Aqui nd3o se aplica a
restricao que foi imposta a fungdo B em Plasticidade Perfeita)
Quando a resposta é elastica, k=0. Portanto, em regime
eléstico, o parametro de endurecimento k permanece constante; logo
permanece também inalterada a superficie de plastificacio S (ver

equacdo 1). Porém, quando a resposta é elastopldstica, k deve

alterar—se de forma que T permaneca sobre a superficie mével S, isto
é, deve valer f(T)=k enquanto ocorre regime elastoplastico: é a
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chamada condi¢do de consisténcia. Assim, quando a reposta é
elastoplastica, a velocidade de variacdo de k € dada por

i=L rmy=vr):T . @)
dt

Na ultima igualdade de (4) foi usada a regra da cadeia.

O préximo passo consiste em estabelecer os critérios que
definem a ocorréncia de uma ou outra resposta (ver a descricdo feita
na secao 1).

Resposta elastica: T serd dado por (2) e k=0 nas
situagdes I e II descritas abaixo.

I) f(T)<k, qualquer que seja E .

M f(T)=k e y(T,E)<0.
Como (T, E) € o produto escalar de Vf(T) por A(T)[E],
podemos afirmar que, se W(T,E) <0, entdo T aponta para o interior

de S, e que, se W(T,E) =0, T é tangente a S.
Resposta elastoplastica: T sers dado por (3)e k por (4) se

f(M) =k e Y(T,E)>0.

Combinando (3) e (4), chegamos a

k=Vf(T):[ADE]+y(T,E)B(T)] = y(T,E)u(T) , (5)
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em que se introduziu W(T)=1+Vf(T):B(T). Endurecimento,
amolecimento ou plastificacdo perfeita acontecem, respectivamente,
quando k (que é igual a Vf(T):T) é positivo (T aponta para fora
de S; S se expande), negativo (T aponta para dentro de S; S se

contrai) ou nulo (T tangente a S ou nulo; S nio se altera), o que é
determinado por w(T), ja quey(T,D)>0 sempre que a resposta for

elastopldstica. A equagdo W(T)=0 define a superficie de

escoamento pldstico. Ela divide o espago das tensdes em duas
regides: numa delas (W(T)>0) ocorre endurecimento, na outra

(W(T) < 0), amolecimento.

A velocidade de deformacio eldstica E¢ é definida por
E°=AM)[T] (6)

(que é igual a E quando a resposta & eldstica (ver a equagdo 2)). E a
velocidade de deformacdo pléstica, pela diferenca

E’=E-E°. (7
Esta vale 0 quando a resposta ¢ eldstica. Para determinar EP em caso
de resposta elastopléstica, isolamos E na equagdo 3 e subtraimos E°
(equagdo 6):

E® =—y(T,E)A(T) ' [B(T)] , (8)

que fornece EP em funcdo de T e E (itil, por exemplo, quando a
trajetéria de deformagdes é dada). Quando W(T)#0, com auxilio de

(5) podemos escrever
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EP Z_MA(T)“[B(T)J , ©)

w(T)

util quando a trajetdria de tensoes é dada.

Para definir um modelo em particular, basta escolher as
funcdes A, fe B. Normalmente, em vez de se especificar a funcio B,
prefere-se obté-la a partir de uma fungdo P (as vezes introduzida
como gradiente de um potencial plédstico g: P=Vg ) e de uma lei de
endurecimento, estabelecida possivelmente com base experimental,
que fornece a velocidade de alteracio de k em fungio de T e EP:

k=&T,EP) , (10)

Na equagdo acima & é fungio positiva homogénea de grau 1 em EP.
Com P e & pode-se obter B, conforme veremos a seguir.

Primeiramente, supde-se que EP seja, em cada instante,
multiplo positivo de P(T):

EP = mP(T) (11)

(lei de fluxo). Adotar a condicdo de normalidade significa escolher
P=Vf; EP torna—se entdo multiplo positivo de VAT) e, portanto, é
normal a S em T, apontando para fora. Mostraremos a seguir a
relagdo existente entre m, & e outras grandezas jd apresentadas. De
(6) e (7) imediatamente decorre

T=A(T)[E‘]=A(T)[E-E"] . (12)
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Levando-se em conta (4) e (10), resulta
&T,E?)=Vf(T): A(DE-EP] . (13)
Introduzindo-se (11), fica determinado m:

. Y(T.E)
&(T,P(T)) + y(T,P(T)) ’

(14)
em que supomos ser positivo o denominador (pois m o deve ser e o
numerador ja o é). De (8) e (11) resulta, finalmente,

A(D[P(T)] .
&(T,P(T)) + (T, P(T))

B(T)=- 15)

Notemos também que, de (4), (10) e (11), obtém-se para m a

seguinte expressio, funcdo de Te T

= VF(T):T

= . 16
&(T,P(T)) 1o
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Capitulo VII

MODELO DE VON MISES COM ENDURECIMENTO

Veremos agora um modelo baseado na teoria exposta no
capitulo anterior. Trata-se de um modelo com critério de
plastificacdo de von Mises, fluxo associado e endurecimento, e que,
em regime eldstico, € eldstico linear. O parametro de endurecimento
(indicado até agora pela letra k) é, neste caso, o raio do cilindro, e
por isso serd simbolizado pela letra R.

Em primeiro lugar, escrevamos a equagdo constitutiva
eléstica:

T=A@EI+2GE . (1
Em seguida, a expressdo da funcio de plastificagao:

FM=|T,|, 2)
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cujo gradiente é Vf(T)=T, /||Td|| (V.9). Quando calculado na
superficie de plastificacio (||Td||=R), o gradiente se torna,

evidentemente,
T
Vi(T)= ?d . 3)

A lei de endurecimento adotada para este modelo € a
seguinte:

R=E(T,E")=(R, - R|E]] . @)

A constante Ry € o maximo raio que o cilindro pode ter (R<R,,).

No processo de endurecimento, o raio do cilindro aumenta, sem
jamais ultrapassar esse valor. A superficie do cilindro maximo
funciona, portanto, como superficie limite. De fato, na equacio 4,
enquanto for R<R,,, serd R>0 (endurecimento). Quando for
R=R,,, serd R=0 e cessard o endurecimento, atingindo o material

estado pléstico perfeito.
As trés equagdes seguintes sdo as mesmas do modelo
elastopléastico perfeito de von Mises estudado no capitulo V:

v =225, | 5)

R
A(T)[Vf(T)] =%Td , ©)
WT.Vf(T)=2G . )
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Além disso, de (4), com Vf (T) =T, /|T,|, resulta

ET,Vf(T)=R, —R . )]
E de (VL14):
m=20__ BT )
R R, —-R+2G

Com isso chegamos 2 expressio de EP (VL11):

. E:T
EP = g—de , (10)
R R, —R+2G
que, conforme jé ditava a escolha do potencial plastico, ¢ puramente

desviadora (#EP =0, ndo ocorre deformacio volumétrica pléstica).
Também vale, por (VI.16),

T:T
m=——-9_ (1)
R(R) —R)
e
. T:T
EF =—de (12)
R(R, —R)

De (VI.15) decorre a expressao de B(T):
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T
B(T)=—£ d

— 4 (13)
R R, -R+2G

A equacio constitutiva elastoplastica (V1.3) é

2G

2
T=A@E) + 2GE - (7j (E:T,) 1,

— (14
R, —R+2G

Notemos que, sendo W(T)=1+Vf(T):B(T), entdo

R, -R
].L(T)ZM—,
R, —R+2G

15)

positivo se R<R,,, nulo se R=R,, (W(T)=0 € a equacdo da

superficie cilindrica maxima, a superficie de escoamento plastico).
Vamos agora aplicar este modelo ao cisalhamento simples.
Suponhamos que em =0 a matriz de tensdes seja nula e a

superficie de plastificacdo (a superficie cilindrica) tenha raio R,

(menor que Ry). T estd, portanto, inicialmente, no dominio eldstico.

O material é entdo submetido a cisalhamento simples, com distor¢io
crescente, descrita matematicamente pela fungdo ¢+ y(¢), definida

em [0,o), com Y(0)=0. Em cada instante, a matriz de deformacdes

é

0 0 0
E={0 0 y/2|, (16)
0 vy/2 0

e a matriz de velocidade de deformacio:
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0 0 0
E={0 0 ¢/2|. (17)
0 y/2 0

Enquanto for elastico o regime, pela equagao 1,

0 0O
T=/0 0 1|, (18)
0t O

comT=GY (como em II.12).

O regime serd eldstico enquanto ||Td|| <R,. Como, neste
caso, ||Td|| = /21, serd elastico o regime enquanto valer T< R,/ V2.
Notemos, na figura 1, o trecho inicial eldstico linear da curva Tx 7Y,
correspondente a equagdo T=GY, para T<R,/ J2. 0 regime
elastopldstico se inicia no instante em que T=R,/ V2, pois a
superficie de plastificacio é atingida e (T,E)=2GY/ V250, A
partir de entdo passa a valer a equagdo 14, que neste caso adquire a
forma simples:

t=gl1-—25 1y (9
R, —\2t+2G

Trata-se de uma equagdo diferencial ndo-linear em 1 (fungdo do

tempo). Recordemos que a funcdo y é dada e é crescente. Uma vez
integrada a equacgdo 19, produz-se o trecho final da curva TxY

exibido na figura, que tende assintoticamente a reta horizontal de
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ordenada T, =R, /\/5 . O quociente 1(¢)/Y(t) é o coeficiente
angular da reta tangente a curva elastopldstica em cada ponto. De
acordo com (19), ele € sempre positivo e menor que a declividade da
reta elastica; decresce com o aumento de 1, tendendo a zero a medida

que ttende at,, .

Como §(t) >0, existe a inversa y~' . Podemos entdo construir
a funcdo Y T(¥) que a cada valor y=7(r) associa o valor

T(y)=1(¢). A derivada dessa fungdo é T'(§)=1(¢)/Y¥(), o que

permite reescrever (19) como equagao diferencial na incégnita T .

tensao cisalhante

distorgdo

Figura 1. Cisalhamento  simples com  distor¢io
monotonicamente crescente.
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Na figura 2 estd a curva Tx7y de um cisalhamento simples

com ciclo de carregamento. Primeiramente, y cresce em regime
elastico até que a tensdo de plastificag@o inicial € atingida; depois
disso, cresce em regime elastopldstico até certo ponto. A partir desse
ponto, ¥ decresce em regime eldstico até que t volte a ser nula. Entdo
v volta a crescer em regime eldstico até que T se iguale a tensdo de
plastificacdo vigente (maior que a inicial; dai o termo
endurecimento), a partir de quando volta a ocorrer regime
elastoplastico.

tensao cisalhante

distorgdo

Figura 2. Cisalhamento simples com ciclo.
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Capitulo VIII

MODELO CAM-CLAY

1. Introducao

O Cam—Clay foi o primeiro modelo elastoplastico
especialmente criado para representar o comportamento mecanico
dos solos. Sua primeira versdo, surgida no inicio da década de 1960,
pode ser encontrada no livro Critical State Soil Mechanics, de
Schofield e Wroth, publicado em 1968. Nesse mesmo ano, num
trabalho de Roscoe e Burland, aparece o Cam-Clay modificado, com
sua superficie de plastificacdo elipsoidal, que melhora a versdo
anterior. Hoje, quando se fala em Cam-Clay, refere-se usualmente ao
Cam-Clay modificado. E dele que nos ocuparemos neste e no
proximo capitulo. Construiremos o modelo com as equagdes da
teoria geral estudada no capitulo VI. Resultardo equagdes matriciais
véalidas para estados gerais de tensdo e deformacgdo (equacdes que
relacionam as matrizes T, T e E), apropriadas para a andlise de
problemas de engenharia. Essas equagdes gerais ndo sdo
normalmente encontradas nos livros sobre este tema, que se limitam
a apresentar relacdes escalares entre invariantes, ficando por isso
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restritos aos casos em que nao h4 alteracdo das dire¢Ges principais de
tensdo e deformacgdo (ver préximo capitulo). Mas justamente por
tratarem apenas de casos simples, além de discutirem mais
detidamente caracteristicas dos solos, os livros tradicionais sido
recomendados para estudo (por exemplo, Soil Behaviour and Critical
State Soil Mechanics, de D. M. Wood).

Apesar de sua relativa simplicidade, o Cam-Clay € capaz de
descrever endurecimento, amolecimento e plastificacdo perfeita
(estado critico) e de reproduzir razoavelmente bem, as vezes apenas
qualitativamente, as vezes mesmo quantitativamente, curvas tensao-
deformacdo tipicas de ensaios triaxiais. Além de ser util para a
andlise de problemas de engenharia, o Cam-Clay é uma valiosa
ferramenta para o ensino de Mecénica dos Solos e para o estudo da
propria teoria geral que lhe serve de base (a teoria da Plasticidade
vista no capitulo VI). O Cam-Clay também tem servido como ponto
de partida para o desenvolvimento de modelos mais complexos:
modifica-se ou recebe novos elementos para ampliar ou corrigir sua
capacidade de descricdo. (Na tese [13] encontra-se uma versdao do
modelo que obedece ao principio da objetividade material e que se
aplica, em principio, a problemas com deformacgdes de qualquer
magnitude.)

2. Equacobes gerais do modelo

Para definir o modelo com base na teoria estudada no
capitulo VI, devemos apresentar as funcdes f, A ¢ B. E o que
veremos nesta se¢ao.

H4 no Cam-Clay quatro constantes caracteristicas do
material: A, K, G e M (letra grega mi maitscula). Todas as quatro sdo
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positivas. G é o médulo de cisalhamento eldstico; tem dimensdo
fisica de tensdo. As outras trés sdo adimensionais. M € a declividade
da reta de estado critico; relaciona-se por M = 6sen@ /(3 —sen@) com
o angulo de atrito efetivo ¢ de um solo normalmente adensado (neste

modelo a coesdo efetiva nula). A é a declividade (em médulo) da reta
de compressdo isotropica elastopldstica no plano (Inp,e)

(p=—-trT/3; e é o indice da vazios). E x¥ é a declividade (em

moédulo) da reta de expansdao ou compressao isotrdpica eldstica no
plano (In p,e). Sempre A>xk. A matriz de tensdes presente nas

equacdes do modelo Cam-Clay é sempre a matriz de tensdes efetivas
de Terzaghi.

a. Funcio e superficie de plastificacio.

A funcdo de plastificagdo do Cam-Clay é dada por

2
q
M= p+ i (1)

definida apenas para p >0, sendo

—-uT
6T,
q =—q ol (3)

(Ty =T - (#rT/3)1; tensdo desviadora).
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O parametro de endurecimento, indicado no capitulo VI pela

7

letra k, € no Cam-Clay simbolizado por p,, sempre positivo. Seu

significado fisico ficard claro brevemente. A equagdo da superficie
de plastificacdo €, portanto, f(T)=p,.

No espaco das tensdes principais, a superficie de
plastificacdo ¢ um elipsoide de revolugdo, conforme verificaremos

agora. A descri¢do da superficie de plastificagao ficard mais simples
se trabalharmos no espaco das tensoes principais (6,,0,,05), que

sdo positivas na compressao. Vimos no capitulo IV que a distancia
do ponto (6,,6,,0;) ao eixo hidrostitico vale ”Gd”. E que a
projecdo ortogonal do ponto (0,,0,,06,) sobre o eixo hidrostatico
dista |trcr| /+/3 da origem. Isso nos ajudard a identificar o elipsoide e

a encontrar suas dimensoes.
Introduzindo 6¢=-T, p=t6/3 e ¢g= \/g||cd||/2 em
f(T)=p, , obtemos:

Wi_ﬁpo :
B2 ) el
[ﬁpoj (\/EMPOJ

2 6

=1. 4)

Talvez esteja claro que se trata de fato de um elipsoide. Seu

eixo de revolugdo estd contido na diagonal do espaco, estendendo-se
desde a origem até o ponto (p,,p,,P,); tem, portanto,

comprimento \/gpo. Os eixos transversais medem \/gMpO/ 3

(didmetro da maior circunferéncia transversal). Note-se que o
quociente entre a medida dos eixos transversais e a medida do eixo
de revolugdo vale NOYIE: ; € independente de p, .
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Tanto no endurecimento (p, crescente) como no
amolecimento ( p, decrescente) a forma e a orientagdo do elipsoide
ndo se alteram. Além disso, o ponto que estd em (0,0,0) permanece

fixo. A superficie cOnica definida pela maior circunferéncia
transversal e pela origem, ||cd||:\/thr6/ 9 ou g=Mp (como no

critério de Drucker-Prager), denomina-se superficie de estado critico
(ou de plasticidade perfeita). Metade do elipsoide fica dentro do
cone, metade fica fora.

Por ser de revoluciao o elipsoide, a superficie de plastificacio

pode ser representada no plano por uma curva de plastificacdo. De
(1)e f(T)=p,, ou diretamente de (4), obtém-se

+ -
2 2
Po Mp,
2 2
que € a equagdo da curva de plastificacio no plano (p,q): uma

semi-elipse de eixos paralelos aos eixos coordenados, conforme
mostra a figura 1 (é semi-elipse, e ndo elipse completa, pois, por
defini¢cdo, g nunca € negativo). O eixo horizontal, de medida p,, estd
contido no eixo das abscissas: estende-se desde a origem até o ponto
(py-0). O semi-eixo vertical mede Mp, /2. A superficie de estado
critico € representada pela semi-reta de equacdo g =Mp, com p >0,

denominada reta de estado critico ou de plasticidade perfeita
(representada em linha tracejada na figura 1).
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Figura 1. Curva de plastificag@o e reta de estado critico (ou
de plasticidade perfeita).

Por simplicidade introduzimos

; (6)
de modo que a reta de estado critico passa a ser descrita pela equagdo
n=M.

Quando ocorre endurecimento ou amolecimento, o ponto
/2,Mp, /2) move-se sobre a reta de estado critico, subindo ou
Po Po

descendo, respectivamente.
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‘ . 2
No capitulo V, calculamos as derivadas de #T e ||Td || em

relacdo aos coeficientes da matriz T. Com aqueles resultados,
chegamos facilmente a Vf(T) no presente modelo:

VF(T)=C(1+0T, , @)
em que
_Ifn®
C_3(M2 1] s (8)
0= 32 . 9
pM

Notemos que, quando =M (estado critico), { se anula e Vf(T)

torna-se anti-esférico (isto €, tem traco nulo). Abaixo da reta de
estado critico, € € negativo; acima, positivo. Ja 8 € sempre positivo.

b. Lei de endurecimento. Ocorréncia de endurecimento,
amolecimento ou estado critico (estado plastico perfeito).

A lei de endurecimento do Cam-Clay é

-vp,trE”

ho=E(T,E") =
p,=&T.E") -

) (10)

em que v=1+e¢;, sendo e, o indice de vazios na configuragido de
referéncia. Deve estar claro que p, estd ligado a p e g por
f(T) = p, (ver equagdo 1). Desse modo:
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2
poza(T,E")z};—V”K(1+%erE" . (11)

Note-se por (10) que, no amolecimento ( p, <0), ocorre
expansio volumétrica pldstica (#7EP >0), ao passo que, no
endurecimento ( p, >0), ocorre contracdo volumétrica pldstica
(trEp <0). E estado plastico perfeita, ou estado critico, ocorre com
valor nulo de #EP e, portanto, de p, .

Como EP =mVf(T) e m é positivo, rEP? e trVf(T) tém o
mesmo sinal. Por (7) trVf(T)=3(. Este nimero é positivo se
n>M; ¢é negativo se mN<M. Portanto, a ocorréncia de

amolecimento ou endurecimento estd ligada a posicdo da tensdo na
curva de plastificagdao. Ocorre amolecimento quando o ponto (p,q)

estd na metade esquerda da curva eliptica (1 >M ). E endurecimento
ocorre se o ponto (p,q) estd na metade direita da curva eliptica
(n<M). Estado critico ocorre para N=M.

Sendo  p,=Vf (T):T (equagdo  VI.4), verificamos
imediatamente que no amolecimento Vf(T):T<0 e, portanto, T

aponta para dentro do dominio eldstico. No endurecimento, ao
contrario, Vf(T):T>0,e T aponta para fora do dominio eldstico.

Para uso na préxima se¢do, com (7) calculamos

2
, 2
Vf(T):T:[l—%Jp+M—nzc‘1 (12)
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ou

2
2 .
Vf(T):T H —%J an } (5,d) - (13)
Temos no segundo membro o produto escalar de dois vetores do R”.
Serve para refazermos, no plano, a interpretacdo geométrica do
pardgrafo anterior: [(1-m*/M?),2n/M?] é vetor normal exterior &
curva de plastificagdo. Assim, no amolecimento (p,g) aponta para

dentro do dominio eléstico; no endurecimento, para fora.
c. Equacdes elastica e elastoplastica.
A equagdo elastica é

thrE

T=A(T)[E]=——1+2GE, (14)

(note-se que ndo € a equacdo eldstica linear). Interessa também

7z

inverter a relagio (14), exprimindo-se E° (que é igual a E na

resposta eldstica) em fungdo de T e T:

L S (15)
3vp 2G

No modelo Cam-Clay, y(T, E) (=VF(D): A(T)[E] ) se torna

r(T,E,) . (16)

(T, E)-V—p(n——ljt £+
M? pM
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Chegaremos a funcdo B da resposta elastoplastica através da
equagdo VIL.15, que a relaciona com as funcdes P e &:
B(T) =—{A(D[P(T)]}/[E(T,P(T)) + w(T,P(T))]. No Cam-Clay
P =Vf (fluxo associado). Para obter B bastam entfo

vp [ n? 6G
A(T)[Vf(T)]z?(W—1]I+ pM2 T, , (17)
,n4
\V/ 1
E(T.Vf(T) = K[l MJ , (18)
v, * l26n?
(T, Vf(T))-—”(%—] Tl (19)

Dispomos ja de todas as funcdes necessdrias para o
estabelecimento da equacio elastoplastica (VL3):
T=A(D)[E]+y(T,E)B(T).

Com (VL.14), (16), (18) e (19) podemos obter m e, com (7),
podemos encontrar a expressio de EP = mVf (T).

Segundo a equagdo VL16 (m=Vf(T): T/&(T, V£ (T))),
podemos exprimir m em fungio de T para chegar a uma expressio
de EP adequada para casos em que a trajetdria de tensdes é

conhecida. O numerador € dado por (7) e o denominador, por (18)
(s6 se anula se =M ). Logo, para n# M (isto é, para {#0):
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BP - 3§p+2eqq/23 (1+
ﬂ 1+L
A-xl M?

A medida que uma trajetéria de tensdo se aproxima de um

gTd} : (20)

ponto em que =M, a norma da parte desviadora de EP tende a

infinito, enquanto a parte esférica permanece finita. E se obtém,
evidentemente, da soma de EP com E° (dada por 15).
Com EP =mVf(T) e (7) calculamos facilmente t#EP =3m{ e

“EdPH:Zqu/ J6. O indice de dilatancia (definido apenas para
n#0) é, portanto,

rEP 1 -M?
[E5] ™ Ve o

E positivo ou negativo, conforme seja M>M ou mM<M,

respectivamente. E tende a zero a medida que uma trajetéria de
tensdo se aproxima de um ponto em que =M.
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Capitulo IX

APLICACOES DO CAM-CLAY A ENSAIOS
TRIAXIAIS

Para lidar com situagdes em que as diregdes principais de
tensdo e de deformacdo sdo as mesmas e sdo fixas, como no caso de
ensaios triaxiais, sdo uteis quatro equagdes escalares relativamente
simples que podem ser obtidas das equacdes gerais (VIIL.15) e
(VIIL.20). Normalmente sdo essas as equacdes apresentadas pelos
livros que tratam do modelo Cam-Clay. Juntamente com p, g, N €
suas derivadas em relacdo ao tempo, figuram nas equagdes escalares
tradicionais do modelo as seguintes medidas de velocidade de
deformacgao:

¢ =-tk* (1)

ol
€d=T ) )
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¢l =—1rEP | 3)

o P
gd

R
3

e

€’ e € sdo as velocidades de deformacdo volumétrica
eléstica e plastica (positivas na contragdo volumétrica). Segundo (2)
e (4), €, e €] sao muiltiplos das velocidades escalares de distorgdo

eldstica e pldstica (‘Ef’1 e “Eg“). O fator ~/6 /3 ¢ incluido apenas

para que o vetor (¢7,¢7) resulte normal a curva de plastifica¢do, no

ponto associado a ele, e, desta forma, permita interpretacdo da
condi¢do de normalidade também no plano (p,q) .

Consideremos, em primeiro lugar, problemas em que € dada a
trajetéria de tensdes efetivas e devem ser encontradas as
deformagdes correspondentes. Com as definicdes acima, e com
(VIIL.15) e (VIIL.20), obtemos

g=SP 5)
v p
1
€=—4g . 6
d 3GCI 6)
) A—x| 2 )
& = (b, il sz, (7
\% Lp M” +n
2n
&= 1 &r (8)

80



Em (7), se conveniente, podemos introduzir =g/ p—-mp/p.

Resposta elastica

Em caso de resposta eldstica, (5) e (6) fornecem diretamente
¢, e &, (pois sao nulos £/ e £/). Sendo €, =—é/v (e é o indice de

indice de vazios), entdo

e=—x2 | 9)
p

As equacdes 5, 6 e 9 podem ser integradas analiticamente
(entre instantes quaisquer ¢ € f;). Obtém-se

e,=¢, +ommP2 (10)
v D
1
€d2:€d1+£(CI2_CI1) ) (11
e, =¢, —xn L2 . (12)
P

As equagdes 11 e 12 permitem clara interpretagdo fisica de G e k. A
equacdo 12 descreve, no plano (In p,e), a reta de compressao-

expansdo isotropica eldstica: reta decrescente com declividade, em
modulo, igual a K.

81



Resposta elastoplastica

Se a resposta € elastoplastica, €, =€, +€” e €, =€ +&/.

Convém escrever explicitamente a expressdo para € :

E._:V:&E_i_}\,—l( 2n
v p v M?+n?

1 .
Portanto, de €, =—é/v:

. D 2n .
e=-A——A-K)——1 .

As equacdes 13 e 14 também sdo passiveis de integracdo analitica:

2

A A—K
€,=¢, +—In&+ 1 3 3
A\ \% M” +n;

M2 412
e, =¢ —?\,ln&—(?\,—lc)ln—n2

P M2+ﬂ12 .

M? +
n n2 .

(15)

(16)

Ja ¢,, por causa de €/, ndo pode em geral ser integrada

analiticamente. Recorre-se entdo a integracdo numérica. Por

exemplo, no método de Euler-Cauchy a integracdo se faz com a
féormula: €/ (r+Ar)=¢€/ (t) + &} (t)Ar . Para se obter €,(t), o valor

de €/ (t) deve entdo ser somado a parte eldstica, €;(t), esta

integrada analiticamente.
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Voltando a (16), duas situacOes especiais sdo particularmente
interessantes. Em primeiro lugar, na compressdo isotropica (n=0

em todos os instantes) a equacdo 16 torna-se

e2=e1—xln%. (17)
1

equacdo de uma reta decrescente no plano (Inp,e): a reta de

compressao isotrdpica elastopldstica. (Consideremos, por exemplo,
para maior clareza, e, ¢ p, fixos, enquanto variam e, ¢ p,). Com

isso temos direta interpretagdao fisica de A. Em segundo lugar, se
1, =0 (estado isotrépico) e 1M, tende a M (estado critico), e,, em

(16), tende a

e,=e,— L2 —(A—1)n2 , (18)

P

equacdo de uma reta paralela a anterior, denominada reta de estado
critico no plano (In p,e), cujas ordenadas sio as de (17) subtraidas

do ndmero positivo (A —Kk)In2.

Com as equagdes que acabamos de examinar, simulam-se
facilmente ensaios triaxiais com trajetdria de tensdo controlada.

Para o que vem em seguida, convém resumir as equagdes
védlidas em cada regime na forma matricial. Definimos, em primeiro

g,
é*=[.‘j ; (19)
€y
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-, =(” ] , (20)
q

¢*=[éj . 1)
q

De forma compacta, podemos entio escrever o seguinte. Para
resposta eldstica:

¢, =M‘(o.)5, . (22)
Para resposta elastopléstica:
¢, =M% (o0,)5, . (23)

Os coeficientes das matrizes M°(6,) € M? (6,) sdo

e K
M =—, (24)
vp
Me =L (25)
236"
M&=M: =0, (26)
_ 2_ 2
My =X AR Mo 27)
vp vp \ M~ +n
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_ 2
M§’z’=3i+7L K(—m J (28)

G v (M*'-7n'
Mff=M§f="“‘[ 2N J 29)
vp (M +1M

No capitulo anterior tratamos dos critérios que identificam,
em casos gerais, a ocorréncia de resposta eldstica ou elastoplastica.
Vejamos agora a especializacdo daqueles critérios para os casos
simples que ora examinamos. Assinalaremos qual das equacdes, 22
ou 23, deve ser empregada em cada situacdo.

A) Se o ponto (p,q) estd no dominio eldstico: ¢, =M*(6,)6,.

B) Se o ponto (p,q) estd na curva de plastificagdo, distinguem-se
dois casos: <M ou n>M.

Dn<M.

Ll)se VF(T):T<0: &, =M*(5,)6,
1.2)se VF(T):T>0: &, =M% (0,)6, (endurecimento)

) n>M

II.1) Vf (T):TSO: Indeterminado; duas possibilidades: ou
£, =M‘(06,)6, ou £, =M% (6,)6, (amolecimento).
11.2) V£ (T): T>0: Impossivel.
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Cabe recordar que o produto escalar Vf(T):T pode ser
calculado por VIII.12.

Para tratar de problemas em que é dada a trajetéria de
deformagdes e devem ser determinadas as tensdes efetivas
correspondentes (por exemplo, no ensaio a volume constante ou no
ensaio sem deformacdo lateral), empregamos as matrizes inversas

e \—1
[ME]—I :[(Mll) E) _IJ , (30)
0 ML)
[MeP]—l — 1 MZEIZ) _Mleg . (31)
detM? (—-M® Mo

As equagdes para resposta eldstica e elastopldstica sdo,

respectivamente,
6. =[M°(6.)] "¢, , (32)
6.=[M?(c.)]'¢. . (33)

Na resposta eldstica, as tensdes sdo determinadas por
integracdo analitica; na elastopldstica, na maior parte dos casos, por
integracdo numérica.

O emprego de cada equagdo serd de acordo com o seguinte
quadro, que € uma particularizagdo do critério geral.

A) Se o ponto (p,q) estd no dominio eldstico: 6. =[M* (6.)] '€,
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B) se o ponto (p,q) estd sobre a curva de plastificacdo, distinguem-
se dois casos: \|I(T,E) <0 ou W(T,E) >0.

D Se WT.E)<0: 6, =[M*(5.)] "¢,
) Se W(T,E)>0: 6. =[M% (6.)]'&.

W(T,E) é dado por VIIL16. O papel de y(T,E) é responder
a seguinte pergunta: caso a resposta fosse eldstica, ela apontaria para
dentro do dominio eldstico (W(T,E)<0), seria tangente a curva de
plastificacio (W(T,E)=0), ou apontaria para fora do dominio
elastico \V(T,E) >07? Portanto, no dmbito deste capitulo, o sinal de
W(T,E) pode ser determinado pelo produto escalar (em R*) de
6.=[M‘(.)] "¢, por [1-m*/M?)2n/M?], que é normal
exterior a curva de plastificagdo no ponto (p,q) .

Nos ensaios triaxiais tradicionais, corpos-de-prova
cilindricos s@o submetidos a deformagdo supostamente homogénea,
que os mantém cilindricos, alterando-lhes o raio e a altura. Sendo
H(t), R(t) e V(¢) altura, raio e volume do cilindro no instante ¢,
definem-se as deformagOes axial, radial e volumétrica por
e, =(H,-H@)/H,, €, =(Ry—R@)/R, e €, =V, =V()/V,.
O indice 0 indica valores em ¢=0. (Note-se que sdo positivas se hd
diminuic¢ao de altura, raio ou volume). As matrizes de velocidades de
deformacdo e de tensdes sdo

-¢, O 0
E=| 0 -¢ 0 |. (34)
0 0 -£

87



T=| 0 -0 0 1, (35)

em que figuram as tensdes axial (o,) e radial (o, ), que sdo positivas
na compressao.

Com ¢, =—trE, £, =\/g‘
q=+6|T,[/2 (VIIL3), calculamos

ES|/3, p=-tT/3 (VIIL2) e

€, =€, +2¢,, (36)
2
e, =3le. e 37)
c,+20
p=—"—7F—", (38)
3
g=|lo, —o0, (39)

Como exemplo de aplicagdo, faremos agora célculos relativos
a ensaios triaxiais.

Amostras de certo solo argiloso saturado foram
isotropicamente adensadas na cAmara triaxial a pressao confinante de
100 kPa. Isto é, o, =06,=100kPa, p=100kPa, g=0. Nesta
condi¢@o inicial o indice de vazios vale e, =1,6. Sendo o solo
normalmente adensado, podemos supor que o ponto (100,0) esteja

na curva de plastificacdo, mais precisamente no ponto onde a elipse
encontra o eixo das abscissas. Adotaremos os seguintes valores para
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os pardmetros: A=0,1; k=0,03; M=1 (¢=25°)e G =3800kPa.
Em seguida, cada uma dessas amostras serd submetida a uma
das seguintes solicitacoes.

Grupo 1

a. compressao e expansio isotrdpicas.

b. compressdo axial drenada de amostra normalmente adensada.
c. compressdo axial drenada de amostra levemente sobreadensada.
d. compressdo axial drenada de amostra altamente sobreadensada.

Grupo 2
e. compressdo axial ndo-drenada (isto é, a volume constante) de
amostra normalmente adensada.

f. compressio axial ndo-drenada de amostra levemente
sobreadensada.

No grupo 1, a trajetéria de tensdes efetivas € imposta e o
problema consiste em encontrar as deformagdes correspondentes. O
célculo pode ser feito num programa de computador (ou planilha
eletronica), por integracdo numérica das equagdes 22 e 23, levando-
se em conta os critérios apresentados depois da equacio 29.

No grupo 2, a trajetéria de deformagdes é imposta e o
problema consiste em determinar a trajetéria de tensdes efetivas. O
célculo pode ser feito num programa, por integracdo numérica das
equacdes 32 e 33, levando-se em conta os critérios que se lhes
seguem.
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Vamos agora discutir brevemente os resultados para cada
uma das solicitacdes. As curvas sdo produzidas pelos programas
citados ou, em alguns casos, por equagdes simples.

a. Compressdo isotropica até 800 kPa, seguida de expansdo
isotrdpica até 100kPa (p=0,=06,, ¢=0). Figura 1.

1°. etapa: p aumenta de 100 para 800 kPa em regime
elastopldstico com endurecimento (a elipse se expande).

2% etapa: p diminui de 800 para 100 em regime eldstico (a elipse
permanece fixa).

Podemos empregar simplesmente as equacdes 17 e 12 para tracar
o grafico da figura 1.

1,65 1
1,6 1

1,55 1

1,45 A
1,4 A

1,35 4

1,3
10 100 1000
p (kPa)

Figura 1. Compressio e expansdo isotrdpicas.
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b. Compressdo axial drenada de amostra normalmente adensada
(6,>0,6,=0,¢9g=6,, g=3p). Figurasde 2 a 6.

O ponto (p,q) se desloca pela reta de equagdo
p =100+ ¢/3, movendo-se em direcdo a reta de estado critico, em

regime elastopldstico com endurecimento (a elipse se expande)
(figura 2).
No plano (In p,e) o ponto descreve uma curva (figura 3) que

sai da reta de compressdo isotrdpica elastopldstica (mais acima) e
tende a reta de estado critico (mais abaixo). O indice de vazios se
reduz. A curva pode ser calculada com a equagdo 16.

350 -
300
250
200
q(kPa)
150

100

50

0 50 100 150 200 250 300 350
p (kPa)

Figura 2. Compressio axial de amostra normalmente
adensada.
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1,65 1

1,6 1

e 1,55 A

1,45 A

1,4 . !
10 100 1000
p (kPa)

Figura 3. Compressdo axial de amostra normalmente
adensada.
160 1

140

120

100

q(kPa) 80
60

40

20

0 T T T T T T 1
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3

(Ho-H)/Hg

Figura 4. Compressdo axial de amostra normalmente
adensada.
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0,04 7

0,035 A

0,03
0,025
(Vo-V)/V, 0,02 A
0,015
0,01 1

0,005 A

0 T T T T T |
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3

(Ho-H)/Ho

Figura 5. Compressdo axial de amostra normalmente
adensada.

1,62 -
1,6 A
1,58 A
e 1,56 1
1,54 A

1,52 1

1,5 T T T T T ]
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3
(Ho-H)/Ho

Figura 6. Compressdo axial de amostra normalmente
adensada.
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c. Expansio isotrépica até 70 kPa (leve sobreadensamento), seguida
de compressao axial drenada. Figuras de 7 a 11.

1% etapa: p diminui de 100 para 70 kPa em regime eldstico (a
elipse permanece fixa). O solo se torna levemente sobreadensado.

2°. etapa (compressdo axial 6, >0 e &, =0; crescem p e ¢
segundo ¢=3p): o ponto (p,q) trilha a reta de equagdo
qg=3(p—70) em regime eldstico, até que a elipse seja atingida pela
trajetéria de tensdo (até entdo, a elipse permanecia fixa).

3“. etapa (continuagdo da compressdo axial): inicia-se regime
elastopldstico com endurecimento (a elipse se expande).

Note-se na figura 8 que, primeiramente, o indice de vazios
cresce durante a expansido isotrépica. Depois, durante carregamento
axial em regime eldstico (2°. etapa), e diminui, ¢ o ponto trilha a
mesma reta seguida na expansdo. Finalmente, no regime
elastoplastico (3". etapa), e diminui por uma curva mais ingreme em
direcao a reta de estado critico.

A figura 8 refere-se as trés etapas; as figuras 7,9, 10 e 11, a
segunda e a terceira etapas.
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250

200

150

q (kPa)

100

50

o

T T T T 1

50 100 150 200 250
p (kPa)

Figura 7. Compressdo axial de amostra levemente sobreadensada.

1,7

1,65

1,6

e 1,55

1,5

1,45

1,4

10

100 1000
p (kPa)

Figura 8. Compressao axial de amostra levemente sobreadensada.



120 H

100

80

q(kPa) 60

40

20

0,05 0,1 0,15 0,2
(Ho-H)/Ho

Figura 9. Compressao axial de amostra levemente sobreadensada.

0,03

0,025

0,02

(Vo-V)/V, 0,015

0,01

0,005

0,05 0,1 0,15 0,2
(Ho-H)/Ho

Figura 10. Compressdo axial de amostra levemente sobreadensada.
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1,62 A

1,61 A

1,59 A
e 1,58 1
1,57 A
1,56 A

1,55 A

1,54 T T T ]
0 0,05 0,1 0,15 0,2
(Ho-H)/Ho

Figura 11. Compressdo axial de amostra levemente
sobreadensada.

d. Expansio isotrépica até 20 kPa (forte sobreadensamento), seguida
de compressao axial drenada. Figuras de 12 a 16.

1% etapa: p diminui de 100 para 20 kPa em regime eldstico (a
elipse permanece fixa). O solo se torna altamente sobreadensado.

2°. etapa (compressdo axial 6, >0 e &, =0; crescem p e g
segundo ¢g=3p ): o ponto (p,g) move-se sobre a reta de equacio
g =3(p—20) em regime eldstico, até que a elipse seja atingida pela
trajetéria de tensdo (até entdo, a elipse permanecia fixa). Isso ocorre
num ponto em que 1 >M (acima da reta de estado critico).

3" etapa: a trajetéria de tensdo estd proibida de subir; deve
entdo descer. Existem duas possibilidades. Ou desce em regime
eléstico e a elipse fica fixa, ou desce em regime elastopldstico com
amolecimento e a elipse se contrai. O que determina qual dos dois
acontece € a deformagdo que se impde a amostra. Por exemplo, num
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ensaio com deformacgdo controlada, se a deformacdo axial aumenta,
concluirfamos, pelo célculo de v, que ocorre regime elastoplastico;
se diminui, eldstico. Para continuar o exemplo, suponhamos que
ocorra regime elastopldstico. A elipse se contrai, com aumento de
indice de vazios, e a trajetéria de tensdo tende a reta de estado
critico. Note-se a diminui¢ao de g na figura 14.

A figura 13 refere-se as trés etapas; as figuras 12, 14, 15e 16 a
segunda e a terceira etapas.

120 1

100

80

q(kPa) 60

40

20

0 20 40 60 80 100 120

Figura 12. Compressdo axial de amostra altamente
sobreadensada.
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1,75 A

1,65 1

1,55 1

1,5 A1

1,45 A

1,4 T 1
10 100 1000

p (kPa)

Figura 13. Compressdo axial de amostra altamente
sobreadensada.
60 1

50 A

40 A

q(kPa) 30 +

20 1

10 A

0 T T T 1
0 0,05 0,1 0,15 0,2

(Ho-H)/Hg

Figura 14. Compressio axial de amostra altamente
sobreadensada.
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0,008
0,006
0,004 -~
0,002 o

(Vo-V)/Vo )

’

7=

0,2

-0,004

-0,006
-0,008
-0,01

(Ho-H)/Ho

Figura 15. Compressdo axial de amostra altamente
sobreadensada.
1,68 1

1,67 A
1,66 A
e 1,65 1
1,64 A

1,63 A

1,62 T T T 1
0 0,05 0,1 0,15 0,2
(Ho-H)/Ho

Figura 16. Compressdo axial de amostra altamente
sobreadensada.
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e. Compressdo axial ndo-drenada de amostra normalmente adensada
(¢,>0,¢,=-¢,/2, ¢, =0).Figurasde 17 a 21.

Depois do ponto de partida (em que y € nulo), nos demais
pontos da trajetéria de tensdes efetivas y € positivo, indicando
ocorréncia de regime elastoplastico. No ensaio nao-drenado
tradicional a tensdo radial total (que € igual a pressdo confinante) é

mantida constante, ou seja, mantém-se constante a soma da tensdao
radial efetiva (0,) com a pressdo neutra (1) gerada. Em outras

palavras: u =—¢6, . Calculando-se &, , chega-se entdo a u .

Podemos obter a equacio da trajetéria de tensdes efetivas, pondo
e, =e, (deformagdo a volume constante), M, =0 e p, =100 na

equacdo 16. No estado critico, o valor de g dividido por 2 é o que se
denomina resisténcia ndo drenada (s,). Assim, com m,=0,
N, =q,/p,=M e g, =2s,, (16) fornece a relagdo da resisténcia

ndo-drenada com a pressdo a que o solo foi adensado ( p, ):

S, =—M§1 PR (35)
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120 1

80 o

q(kPa) 60 - o= R ~~o

P S
/"—’—- --‘\ \\
e S S
40 - Pt ~ N
% SN S
(4 N N
” \ \
\
20 1,7 \
0 \
] \
0 ]
0 20 40 60 80 100 120 140
p (kPa)

Figura 17. Compressdo axial ndo-drenada de amostra
normalmente adensada.

1,7 1

1,65 A

e 1,55 A

1,45 A

1,4 . .
10 100 1000
p (kPa)

Figura 18. Compressdo axial a volume constante de amostra
normalmente adensada.
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70 7

60 A

40 A
q (kPa)
30 A

10 A

0 T T T T T 1
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
(Ho-H)/Ho

Figura 19. Compressdo axial ndo-drenada de amostra
normalmente adensada.

70 1

60 A

40 A
u(kPa)
30 A

10 1

0 T T T T T |
0 0,01 002 003 004 005 0,06

(Ho-H)/Ho

Figura 20. Compressdo axial ndo-drenada de amostra
normalmente adensada.
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60 -

50 -

u(kPa) 30 -
20 -

10 -

0 T T T T T T 1
0 10 20 30 40 50 60 70

qa(kPa)

Figura 21. Compressdo axial ndo-drenada de amostra
normalmente adensada.

f. Expansio isotrépica até 70 kPa (leve sobreadensamento), seguida
de compressao axial ndo-drenada. Figuras de 22 a 26.

1%. etapa: p diminui de 100 para 70 kPa em regime el4stico (a
elipse permanece fixa). O solo se torna levemente sobreadensado.

2%, etapa (compressdo ndo-drenada por carregamento axial,
£,>0,¢& =-¢,/2, ¢ =0): atrajetdria de tensdes sobe em regime
elastico até atingir a elipse. Sobe verticalmente, pois, em regime
elastico, se €, =0, entdo p=0.

3% etapa (continuacdo da compressdo axial ndo-drenada):
inicia-se regime elastoplastico com endurecimento (a elipse se
expande). Em todos os pontos da trajetéria de tensdes efetivas y é
positivo.

104



A figura 23 refere-se as trés etapas; as figuras 22, 24, 25 e 26 a

segunda e a terceira etapas.
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Figura 22. Compressdo axial ndo-drenada de amostra

levemente sobreadensada.
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Figura 23. Compressio axial ndo-drenada de amostra

levemente sobreadensada.
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Figura 24. Compressdo axial ndo-drenada de amostra
levemente sobreadensada.
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Figura 25. Compressio axial ndo-drenada de amostra
levemente sobreadensada.
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Figura 26. Compressdo axial ndo-drenada de amostra
levemente sobreadensada.
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