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Caṕıtulo 4

Rotações

4.1 Introdução

Estudamos as leis que controlam o movimento de
translação. No entanto, o movimento mais geral é
composto de translação e rotação. Rotações estão
presentes no nosso cotidiano: o disco ŕıgido do seu
computador está em rotação, as rodas de um au-
tomóvel estão em rotação, as hélices de um ventila-
dor ou de um avião estão em rotação, a Terra está
em rotação neste exato instante. Estaremos discu-
tindo aqui as leis que controlam o movimento de
rotação.

Iniciaremos nossos estudos na Seção 4.2 com a
parte cinemática do movimento de rotação. Des-
locamento, velocidade e aceleração angulares serão
introduzidas vetorialmente e de forma construtiva.
Apenas as propriedades básicas de derivadas e da
álgebra de vetores e produtos escalar e vetorial
serão necessárias. As demais seções trataram da
dinâmica rotacional. A energia rotacional será in-
troduzida construtivamente na Seção 4.3. Vere-
mos, nesta seção, a necessidade e utilidade de in-
tegrais múltiplas. No entanto, não precisa ter co-
nhecimentos sobre integrais múltiplas: tente apren-
der a lidar com elas através dos exemplos. As
quantidades dinâmicas importantes como torque
e momentum angular, bem como as leis de con-
servação para o movimento rotacional, serão discu-
tidas na Seção 4.4. Estabeleceremos nesta seção,
também seguindo uma linha construtivista, o equi-
valente à segunda lei de Newton para o movi-
mento rotacional. Novamente, apenas as propri-
edades de derivadas e de produtos escalar e veto-
rial serão necessárias. Uma aplicação muito interes-
sante (giroscópios) será considerada na Seção 4.5.
A Seção 4.6, opcional numa primeira leitura, esta-

belece as equações de Euler para as rotações. Estas
equações são mais gerais e revelam o caráter matri-
cial do momento de inércia, até então considerado
como escalar. Isto justifica a necessidade de um
curso sobre Álgebra Linear. Como de praxe, os
exerćıcios de cada seção complementam seus estu-
dos, portanto, faça-os enquanto estuda o texto.

4.2 Cinemática

Precisaremos definir três quantidades vetoriais:
deslocamento angular, velocidade angular e ace-
leração angular. Para simplificar nossa tarefa, va-
mos considerar um corpo ŕıgido em rotação em
torno de um eixo fixo. Mais tarde, poderemos per-
mitir que o eixo de rotação esteja em movimento
translacional.
Corpo ŕıgido, o que é um corpo ŕıgido? Um

corpo ŕıgido é um sistema de part́ıculas, discreto
ou cont́ınuo, onde as distâncias relativas entre
part́ıculas são mantidas fixas por forças internas. É
importante termos em mente que as part́ıculas que
constituem um corpo ŕıgido não apresentam qual-
quer tipo de movimento relativo entre elas. Desta
forma, podemos nos concentrar em uma part́ıcula
qualquer do corpo ŕıgido para definirmos nossas
quantidades cinemáticas.
A Figura 4.1 mostra de forma esquemática um

corpo ŕıgido em rotação em torno de um eixo
fixo. No momento, não importa escrever o eixo
de rotação em algum sistema de coordenadas. O
fato importante aqui é que este eixo de rotação
define uma direção particular no espaço. Certa-
mente escolheŕıamos esta direção particular para
ser a direção de um dos eixos de nosso sistema de
coordenadas. Vamos colocar um versor n̂ ao longo
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4.2. Cinemática Caṕıtulo 4. Rotações

do eixo de rotação, como indicado na Figura 4.1.

n̂

l.r.

t

t + dt

dθ
ds

r

dm

ω

Figura 4.1: Rotação de um corpo ŕıgido em torno
de um eixo fixo. dm é uma quantidade infinitesimal
de massa deste corpo ŕıgido. A linha de referência
(l.r.) é perpendicular ao eixo de rotação.

Além do eixo de rotação, também precisaremos
de um segundo eixo fixo, perpendicular ao eixo de
rotação, o qual denominaremos simplesmente de
“linha de referência” (l.r.). Esta linha de referência
é usada para medirmos o deslocamento angular θ
da seguinte forma: em um certo instante t, nós
prestamos atenção a uma determinada part́ıcula de
massa dm, localizada a uma distância r do eixo
de rotação, como mostrado na Figura 4.1. Note
que r é a distância de um ponto a uma reta (pas-
sando pelo eixo de rotação). Num instante poste-
rior t+dt, nossa part́ıcula encontra-se numa posição
diferente, devido ao movimento de rotação. Como
esta part́ıcula (bem como todas as outras) está fixa
no corpo ŕıgido, a distância r dela até o eixo de
rotação não pode mudar. Assim, a nossa part́ıcula
executa um movimento circular de raio r. Assim, a
posição de uma part́ıcula qualquer no corpo ŕıgido
pode ser especificada por um único número (um
grau de liberdade): o ângulo θ medido em radianos
a partir da linha de referência. Se este ângulo é
θ em t, então em t + dt ele é θ + dθ. Feito isto,
temos tudo que precisamos para definirmos nossas
grandezas cinemáticas.
O vetor deslocamento angular é definido como

sendo o vetor
θ = θ n̂, (4.1)

ou seja, um vetor na direção do eixo de rotação, de
módulo igual ao deslocamento angular. O sentido

do vetor deslocamento angular é dado pela regra
da mão direita onde o indicador indica o sentido
da rotação e o polegar indica o sentido do versor n̂.
Não podemos esquecer que o deslocamento angular
deve ser calculado em radianos (π radianos = 180
graus).

Em geral, o ângulo de rotação θ = θ(t) terá uma
dependência temporal complicada. Conseqüente-
mente, a taxa de variação temporal do vetor deslo-
camento angular é a velocidade angular e a taxa de
variação temporal do vetor velocidade angular é a
aceleração angular,

ω =
dθ

dt
= θ̇n̂, α =

dω

dt
= θ̈n̂, (4.2)

respectivamente. Observe que estes três vetores são
paralelos ao eixo de rotação. Note também que o
versor n̂ é independente do tempo (eixo de rotação
fixo). Tome cuidado para não confundir a direção e
o sentido do vetor velocidade angular com a própria
rotação. A unidade de velocidade angular é radia-
nos por segundo (rad/s) e da aceleração angular é
radianos por segundo por segundo (rad/s2). Radi-
ano não tem dimensões; ele indica apenas que uma
circunferência de raio unitário tem 2π subintervalos
angulares medidos em radianos, equivalentes a 360
subintervalos angulares medidos em graus (faça o
Exerćıcio 1).

Note a semelhança entre as quantidades ci-
nemáticas do movimento de translação com as
quantidades cinemáticas do movimento de rotação.
De fato, podemos ir além desta similaridade. Ob-
serve novamente a Figura 4.1. Nela, o deslocamento
ds pode ser relacionado ao deslocamento angular dθ
pela geometria plana:

ds = r dθ. (4.3)

Assim, podemos relacionar o módulo da velocidade
tangencial v da nossa part́ıcula com o módulo da
velocidade angular ω,

v =
ds

dt
= r

dθ

dt
= rω. (4.4)

Naturalmente, derivando mais uma vez em relação
ao tempo, lembrando que a distância r é indepen-
dente do tempo, obteremos uma relação similar en-
tre o módulo da aceleração tangencial a e o módulo
da aceleração angular α,

a =
dv

dt
= r

dω

dt
= rα. (4.5)
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Caṕıtulo 4. Rotações 4.3. Energia rotacional

Como a nossa part́ıcula não pode movimentar-se na
direção radial, a aceleração radial (centŕıpeta) não
precisa ser considerada, pois há forças internas que
mantêm as part́ıculas em equiĺıbrio nesta direção.

Note que as relações (4.3), (4.4) e (4.5) são es-
calares. Podemos obter uma versão vetorial para
elas? Certamente. Basta usarmos algumas pro-
priedades do produto vetorial. Primeiro, observe
que a velocidade tangencial e a velocidade angu-
lar são vetores perpendiculares entre si. Mesma
observação para as acelerações. Podemos também
definir um vetor “distância” r = rr̂, com o ver-
sor r̂ apontando (perpendicularmente) do eixo de
rotação para a part́ıcula de massa dm (veja a Fi-
gura 4.1). Este versor r̂ é perpendicular a todos os
demais vetores (r̂ · n̂ = 0). Então temos duas trin-
cas de vetores mutuamente ortogonais, {v, r,ω} e
{a, r,α}. Também conhecemos a relação entre seus
módulos, (4.4) e (4.5). Portanto, após um pouco de
reflexão, podemos escrever (faça o Exerćıcio 2)

ds = −r× dθ, v = −r×ω, a = −r×α. (4.6)

Vale observar que podemos escrever também uma
relação vetorial entre os vetores deslocamentos so-
mente numa forma infinitesimal. Mantenha sem-
pre em mente que r aqui é a distância entre o
ponto onde está a massa sendo observada e o
eixo de rotação (distância de um ponto até uma
reta). Lembre-se também que usamos r, em outras
ocasiões, para indicar o módulo do vetor posição
r em algum sistema de coordenadas. Deixaremos
claro quando estaremos usando o vetor r para indi-
car o vetor posição em relação a origem de algum
sistema de coordenadas.

Importante. Guarde a estrutura geral entre as
grandezas cinemáticas translacionais e rotacionais:
grandezas translacionais = produto vetorial en-
tre as grandezas cinemáticas rotacionais e o vetor
distância r, onde r = |r| é a distância entre o eixo
de rotação e uma part́ıcula do corpo ŕıgido.

Não devemos esquecer que as grandezas ci-
nemáticas rotacionais são definidas em termos de
um eixo de rotação, o qual deve ser mantido fixo no
espaço. Também não deve ser esquecido que todas
as part́ıculas do corpo ŕıgido possuem as mesmas
grandezas cinemáticas rotacionais, mas podem ter
grandezas cinemáticas translacionais distintas. Por
exemplo, quanto mais distante do eixo de rotação,
maior é a velocidade tangencial de uma part́ıcula.

Como aplicação imediata disto, temos a agência es-
pacial européia, instalada na América do Sul (Gui-
ana Francesa), próxima ao equador. Assim, parte
da velocidade de escape será fornecida pelo movi-
mento de rotação da Terra. Esta contribuição é
máxima no equador (cerca de 1674 km/h).
Outra aplicação das relações (4.6) é na industria

fonográfica. No disco de vinil, a velocidade angular
é mantida constante (cerca de 33 rpm). Isto signi-
fica que um anel circular na borda interna contém
o mesmo intervalo de tempo de informação musi-
cal que um anel na borda externa, pois ambos têm
um deslocamento angular igual a 2π radianos. Uma
vez que a velocidade angular é a mesma, o intervalo
de tempo também será o mesmo. A desvantagem
neste processo é a necessidade da informação no
anel interno ser comprimida, pois o comprimento
deste anel é menor. Em um CD, o mecanismo de
rotação é constrúıdo de tal forma a manter a velo-
cidade tangencial constante onde a leitura (via um
laser) está sendo feita. Desta forma, a informação
musical pode ser gravada de forma uniforme.

4.2.1 Exerćıcios
Exerćıcio 1
Uma roda gira com uma aceleração angular cons-
tante de 3.5 rad/s2. A velocidade angular da roda
é de 2 rad/s em t = 0. Suponha que a posição an-
gular seja θ = 0 em t = 0. (a) Qual é o ângulo
percorrido pela roda entre t = 0 e t = 2 s? (b)
Qual é a velocidade angular em t = 2 s? Expresse
também esta velocidade angular em voltas (ou re-
voluções) por minuto (rpm).

Exerćıcio 2
Verifique explicitamente que as relações (4.4) e
(4.5) podem ser obtidas de (4.6) e que o sentido
de v e a estão corretos.

4.3 Energia rotacional

Se tem movimento, deve haver energia cinética.
Neste caso, energia cinética rotacional. Supondo
que o nosso corpo ŕıgido da Figura 4.1 seja cont́ınuo
(ou discreto; um certo número de massas interliga-
das rigidamente), então a nossa part́ıcula deve ter
uma massa infinitesimal dm (ou mi, se for o caso
discreto) a uma distância r (ri no caso discreto) do
eixo de rotação. Caso o corpo ŕıgido seja discreto,
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4.3. Energia rotacional Caṕıtulo 4. Rotações

então ele é constitúıdo por N part́ıculas de massa
mi (i = 1, 2, . . . , N). Em qualquer caso, a ener-
gia cinética total é a soma das energias cinéticas de
cada part́ıcula,

T =

∫
1

2
dmv2 =

∫
1

2
dm (rω)2 =

1

2
Iω2, (4.7)

com

I =

∫
r2dm,

∫
dm = M (caso cont́ınuo), (4.8)

I =

N∑
i=1

r2imi,

N∑
i=1

mi = M (caso discreto). (4.9)

A quantidade I é denominada de momento de
inércia.
Note a semelhança da última expressão em (4.7)

com a expressão da energia cinética de uma massa
m em um movimento translacional (T = mv2/2).
Desta semelhança aprendemos o significado f́ısico
do momento de inércia: ele mede a inércia rotaci-
onal. Quanto maior o momento de inércia de um
corpo, mais dif́ıcil é alterar seu estado de rotação.
Porém, temos aqui uma novidade importante: o
momento de inércia definido em (4.8) depende da
escolha do eixo de rotação (através da distância r
até o eixo). Portanto, ao contrário da massa m,
o momento de inércia I não é uma propriedade
intŕınseca de um corpo, pois depende também de
como a massa total está distribúıda em torno do
eixo de rotação.
Vejamos o que acontece quando nosso corpo

ŕıgido é composto por uma única part́ıcula (pon-
tual) de massa m. Neste caso o momento de inércia
(4.8) é I = mr2. A energia cinética rotacional (4.7)
pode ser escrita como T = mr2ω2/2 = mv2/2, a
qual é a forma usual da energia cinética do mo-
vimento translacional (circular). Lembre-se que o
eixo de rotação deve ser mantido fixo. Caso o eixo
de rotação esteja em movimento, teremos também
a energia cinética de translação do corpo ŕıgido.
Vamos supor agora que o nosso corpo ŕıgido con-

tenha duas part́ıculas de massas m1 e m2, sepa-
radas por uma distância l. Vamos supor inicial-
mente que o eixo de rotação passe pela part́ıcula
m1. Neste caso, o momento de inércia deste sis-
tema é

I = m10
2 +m2l

2 = m2l
2. (4.10)

Conseqüentemente, a energia cinética rotacional (a

única energia cinética deste sistema) é

T =
1

2
Iω2 =

1

2
m2l

2ω2 =
1

2
m2v

2
2 . (4.11)

Esta é a mesma energia cinética de uma única
part́ıcula de massa m2 girando a uma distância l
do eixo de rotação. Vamos agora mudar o eixo de
rotação para o centro de massa 1 do sistema, de-
finido pela posição média (com pesos dados pelas
massas)

R⃗ =
1

M

(
m1r1 +m2r2

)
, M = m1 +m2, (4.12)

onde ri são os vetores posições das massas mi em
relação a algum sistema de coordenadas previa-
mente escolhido de forma que |r1 − r2| = l Deve-
mos tomar o cuidado de manter este novo eixo de
rotação paralelo ao primeiro. Se os módulos r1 e r2
satisfazem l = r1+r2, isto significa que a origem do
nosso sistema de coordenadas foi colocada no cen-
tro de massa, R⃗ = 0 (faça o Exerćıcio 3). Com esta
escolha, temos m1r1 = m2r2 (faça o Exerćıcio 3).
Aqui, tanto r1 quanto r2 são constantes no tempo.
O momento de inércia neste caso,

I0 = m1r
2
1 +m2r

2
2 =

m1

m2
(m1 +m2)r

2
1, (4.13)

é diferente do anterior calculado em (4.10), ou seja
(faça o Exerćıcio 3),

I = I0 +Mr21. (4.14)

Este resultado é importante e é conhecido como o
teorema dos eixos paralelos. Como este sistema de
duas part́ıculas que utilizamos tem nada de espe-
cial, podemos esperar que este resultado seja válido
para qualquer outro sistema. De fato, sem nos preo-
cuparmos com uma demonstração formal, podemos
enunciá-lo de forma geral.

Teorema 4 (Eixos Paralelos)
SejaM a massa total de um corpo ŕıgido (cont́ınuo ou
discreto). Seja I0 o momento de inércia em relação
a um eixo de rotação passando pelo centro de massa.
Seja I o momento de inércia em relação a um segundo

1A importância do centro de massa é devido ao fato de
podermos descrever o movimento de um corpo ŕıgido com
massa total M sob a ação de uma força resultante (externa)

F⃗ como o movimento de uma massa pontual M , localizada

no centro de massa, atuada por uma força F⃗ = M
¨⃗
R.
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Caṕıtulo 4. Rotações 4.3. Energia rotacional

eixo de rotação paralelo ao primeiro. Seja l a distância
entre estes dois eixos de rotação. Então,

I = I0 +Ml2. (4.15)

Note que o momento de inércia em relação ao
centro de massa é o menor valor do momento de
inércia que um determinado corpo ŕıgido pode ter.
Note também o quanto estamos aprendendo usando
sistemas simples e revendo conceitos fundamentais
(cinemática e energia cinética). Por isto que con-
ceitos fundamentais são fundamentais: eles formam
a base do nosso conhecimento.
Que tal um pouquinho de exerćıcio em cálculo

diferencial e integral usando integrais múltiplas?
A tarefa matemática que executaremos aqui é o
cálculo do momento de inércia de um corpo ŕıgido
cont́ınuo. Naturalmente, faremos isto usando sis-
temas simples. A situação mais simples que pode-
mos encontrar é uma distribuição linear de massa.
Sendo mais espećıfico, vamos considerar uma vareta
delgada (ou um fio muito fino) com dois formatos:
retiĺıneo e circular. Vamos considerar uma situação
ideal no seguinte sentido: a única dimensão que re-
almente importa é o comprimento do fio, as outras
duas dimensões são muito pequenas e serão ignora-
das. Isto é o que é denominado de uma distribuição
linear de massa. Suponha que o fio tenha um com-
primento l e uma massa total M , independente-
mente de seu formato. A densidade linear de massa
λ é definida da seguinte forma. Primeiro escolhe-
mos um comprimento infinitesimal ds em qualquer
lugar no fio. Neste comprimento infinitesimal ds
cabe uma quantidade também infinitesimal dm de
massa. A densidade linear de massa é definida pela
razão massa/comprimento,

λ =
dm

ds
. (4.16)

Conhecendo a densidade, podemos calcular imedi-
atamente a massa total do corpo,

M =

∫
dm =

∫
λ ds =

∫
λ(s) ds. (4.17)

Esta integral deve ser ser feita em toda a região
contendo massa, como indicado nos exemplos se-
guintes.
Cabe aqui uma observação importante (indepen-

dente da forma do fio). Podemos encontrar duas
situações: uma onde a densidade linear λ = λ0

é uma constante, ou seja, a massa total está dis-
tribúıda uniformemente sobre o fio, e uma outra
onde a densidade linear λ = λ(s) não é constante,
ou seja, a massa total não está distribúıda de forma
uniforme sobre o fio. No primeiro caso, com λ = λ0

constante, a massa total pode ser obtida imediata-
mente,

M =

∫
dm = λ0

∫
ds = λ0

∫ l

0

ds = λ0 l. (4.18)

No segundo caso, densidade não-uniforme, a massa
total só pode ser calculada após conhecermos ex-
plicitamente como a densidade depende do compri-
mento s ao longo do fio. Como exemplo, suponha
que a densidade varie linearmente com o compri-
mento, λ = b s. Então, usando (4.17),

M =

∫
dm = b

∫
s ds = b

∫ l

0

s ds =
1

2
b l2. (4.19)

Note que a integral indefinida em (4.17) torna-se
uma integral definida na região contendo massa.
Note também que obtivemos estes dois resultados
sem a necessidade de especificar a forma do fio. No
entanto, o formato do fio é indispensável no cálculo
do momento de inércia.
A fim de exemplificar o cálculo do momento de

inércia, vamos considerar um fio retiĺıneo com a
densidade não-uniforme λ = b s. Primeiramente,
temos de escolher um eixo de rotação. Vamos es-
colher este eixo passando perpendicularmente por
uma das extremidades do fio. O próximo passo é a
escolha da origem de um bom sistema de coorde-
nadas. Vamos escolher um sistema de coordenadas
retangular (ortonormal) com a origem na intersecão
do eixo de rotação com o fio. Podemos até colocar
o fio sobre um dos eixos do nosso sistema de coor-
denadas, digamos em cima do eixo X. Com esta
escolha, o eixo de rotação está sobre o eixo Z (ou
sobre o eixo Y ) e s = x, com x variando entre 0
e l. Então ds = dx e λ = b x. Assim, usando a
definição (4.8), o momento de inércia deste fio re-
tiĺıneo não-uniforme é

I =

∫
r2 dm =

∫ l

0

x2 bx dx =
1

4
bl4. (4.20)

Podemos (e devemos) usar a massa total calculada
em (4.19) para re-escrever o momento de inércia
(4.20) em termos da massa total, I = Ml2/2. Este
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mesmo momento de inércia é Ml2/3 caso a densi-
dade seja uniforme (faça o Exerćıcio 4). Isto sig-
nifica que o momento de inércia deste sistema com
uma densidade uniforme é menor que o momento
de inércia com uma densidade não-uniforme. Ora,
isto nos dá uma oportunidade magńıfica: podemos
alterar o valor do momento de inércia simplesmente
alterando a distribuição de massa ao longo do fio,
mantendo a massa total constante.
Vamos considerar agora um anel de raio a com

uma densidade também linear λ = b s, onde s é um
comprimento qualquer sobre o anel. Neste caso,
a melhor escolha é um sistema polar (r, ϕ) de co-
ordenadas devido à simetria circular do anel. Va-
mos colocar o eixo de rotação no centro do anel ao
longo do eixo Z, com o anel no plano XY . Assim,
a distância de uma massa infinitesimal até o eixo
de rotação é r = a (faça um diagrama). O compri-
mento infinitesimal ds sobre o anel pode ser escrito
na forma ds = a dϕ (geometria plana) e, consequen-
temente, s = aϕ. Usando a definição (4.8), temos

I =

∫
r2 dm =

∫ 2π

ϕ=0

a2 baϕ a dϕ

= 2a4bπ2 =
1

2
a2bl2 = Ma2, (4.21)

onde usamos também a massa total (4.19) e o com-
primento do anel l = 2πa. Neste caso, este resul-
tado coincide com o valor do momento de inércia
calculado com uma densidade uniforme (faça o
Exerćıcio 5). De fato, devido à simetria circular do
anel, desde que o eixo passe pelo centro, perpendi-
cularmente ao plano do anel, não importa como a
massa está distribúıda sobre o anel. Importa ape-
nas o fato de todos os elementos de massa estarem
à mesma distância do eixo de rotação.
Até aqui consideramos apenas distribuições line-

ares. O caso mais simples de uma distribuição não-
linear é uma distribuição superficial plana, ou seja,
um disco de raio a ou um quadrado de lado l. En-
quanto que em uma distribuição linear nós necessi-
tamos de apenas um grau de liberdade para espe-
cificar a densidade linear (o comprimento ao longo
do fio, por exemplo), precisaremos de dois graus de
liberdade para especificar a densidade superficial.
A densidade superficial é constrúıda assim: pri-

meiro escolhemos uma área infinitesimal dA qual-
quer. Esta área infinitesimal contém uma quanti-
dade infinitesimal dm de massa. A densidade su-

perficial σ é definida como

σ =
dm

dA
. (4.22)

De forma usual, a massa total deve ser calculada
somando-se todas as massas infinitesimais,

M =

∫
dm =

∫
σ dA. (4.23)

Temos novamente duas possibilidades: ou a densi-
dade superficial é constante, σ = σ0, e neste caso a
massa total é

M =

∫
dm = σ0

∫
dA = σ0A, (4.24)

ou a densidade superficial é não-uniforme.

No caso não-uniforme, precisamos conhecer ex-
plicitamente como a densidade superficial depende
da posição na região contendo massa. Como
exemplo, vamos considerar inicialmente uma dis-
tribuição de massa circular de raio a e com uma
densidade dependente apenas da distância radial
na forma σ = σ0 r, com σ0 constante. Como a dis-
tribuição de massa é um disco, as coordenadas po-
lares (r, ϕ) constituem a melhor escolha. Uma área
infinitesimal em coordenadas polares é escrita na
forma dA = rdϕ dr (faça o Exerćıcio 6). Assim, a
massa total pode ser calculada usando a densidade
superficial (4.24),

M =

∫
dm = σ0

∫ 2π

0

dϕ

∫ a

0

r2dr

=
2π

3
σ0a

3. (4.25)

É importante notar que a integral indefinida em
(4.24) tornou-se duas integrais definidas em (4.25)
sobre toda a região contendo massa. Também note
que estas duas integrais definidas puderam ser cal-
culadas separadamente. Isto foi posśıvel somente
porque a densidade superficial σ = σ0 r não mis-
tura as variáveis polares r e ϕ.

E o momento de inércia deste disco com uma dis-
tribuição de massa não-uniforme em relação a um
eixo de rotação passando pelo centro do disco per-
pendicularmente ao plano do disco? (haja fôlego!)
Neste caso, como o eixo de rotação passa pelo cen-
tro do disco, então podemos usar r como a coorde-
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nada radial. Assim, usando a definição (4.8), temos

I =

∫
r2 dm = σ0

∫ 2π

0

dϕ

∫ a

0

r4 dr

=
2π

5
σ0a

5 =
3

5
Ma2. (4.26)

Novamente, este valor é maior que o valor Ma2/2
do momento de inércia do mesmo disco com uma
distribuição uniforme de massa (verifique). Isto é
devido ao fato de haver uma concentração maior
de massa nas regiões mais afastadas do eixo de
rotação.
Espero que estes exemplos tenham indicado a

você o caminho das pedras. Dada uma distribuição
de massa M , em geral ocupando um volume V ,
a primeira providência é saber como a densidade
ρ = dm/dV associada a esta distribuição, onde dV
é o volume infinitesimal, depende da posição na
região contendo massa. O próximo passo é expres-
sar a massa total

M =

∫
dm =

∫
ρ dV (4.27)

em função dos parâmetros que caracterizam a den-
sidade volumétrica e o próprio volume contendo a
massa total. Em seguida, podemos calcular o mo-
mento de inércia usando a definição (4.8),

I =

∫
r2 dm =

∫
r2ρ dV, (4.28)

onde r é a distância da massa infinitesimal dm até
o eixo de rotação. Em geral, tanto a distância r
quanto a densidade ρ são funções da posição, isto
é, funções das coordenadas de algum sistema de co-
ordenadas adequado ao problema. Também não de-
vemos esquecer que a integral indefinida em (4.28)
será transformada em três integrais definidas após
a escolha do sistema de coordenadas mais adequado
à geometria do corpo ŕıgido em consideração.

4.3.1 Exerćıcios
Exerćıcio 3
Considere um corpo ŕıgido formado por duas
part́ıculas de massas m1 e m2 separadas pela
distância l. Colocando a origem do sistema de
coordenadas no centro de massa (faça um dese-
nho), (a) mostre que m1r1 + m2r2 = 0. Mos-
tre também que os respectivos módulos satisfazem

m1r1 − m2r2 = 0 e l = r1 + r2. (b) Mostre então
que a relação (4.14) é verdadeira. (c) Suponha
que estas part́ıculas sejam dois átomos de oxigênio,
m = 2.66 × 10−26 kg, separados pela distância
(média) l = 1.21×10−10 m. Calcule o momento de
inércia em relação ao eixo passando pelo centro de
massa (I0) e também em relação a um eixo (para-
lelo ao primeiro) passando por um dos átomos de
oxigênio (I ′). Calcule também as respectivas ener-
gias cinéticas.

Exerćıcio 4
Mostre que o momento de inércia de uma distri-
buição de massa, homogênea e retiĺınea (fio), em
relação a uma de suas extremidades (perpendicu-
larmente), é Ml2/3, onde M é a massa total e l é
o comprimento do fio. Use o Teorema 4 dos eixos
paralelos para calcular o momento de inércia em
relação a um eixo passando pelo centro de massa.

Exerćıcio 5
Mostre que o momento de inércia de uma distri-
buição de massa, homogênea e circular de raio a
(anel), em relação ao centro do anel (perpendicu-
larmente ao plano do anel), é Ma2, onde M é a
massa total e a é o raio do anel.

Exerćıcio 6
Mostre que uma área infinitesimal dA em coorde-
nadas polares (r, ϕ) é

dA = rdϕ dr. (4.29)

Faça um desenho mostrando todas as quantidades
envolvidas.

4.4 Torque e momentum an-
gular

Como podemos colocar um determinado corpo
ŕıgido em rotação em torno de algum eixo fixo?
Imagine que desejamos colocar uma roda de bici-
cleta em rotação em torno do eixo que a mantém
fixa na bicicleta. Sabemos da experiência que pre-
cisamos aplicar uma força (externa) para colocá-la
em rotação. Podemos relacionar esta força aplicada
com a aceleração angular?
Podemos ver claramente que a força aplicada

está transferindo energia à roda pelo mecanismo
de trabalho, para que a mesma possa executar
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seu movimento de rotação. Também aprendemos
nesta experiência que não podemos aplicar a força
de qualquer maneira na roda para colocá-la em
rotação. Por exemplo, quando aplicamos uma força
na mesma direção da linha que passa pelo ponto
de aplicação da força e pelo eixo de rotação (per-
pendicularmente), não produzimos rotações (veja a
Figura 4.2). Em outras palavras, somente conse-
guiremos colocar a roda em rotação quando a força
aplicada F não for paralela ao vetor (distância) r.
A Figura 4.2 ilustra estas duas situações: uma onde
a força F1 é capaz de produzir uma rotação em
torno do eixo fixo perpendicular ao plano da roda
e passando pelo centro da roda. A força F2 não
produz rotações.

F2

F1

r2

r1

Figura 4.2: A força F1 é capaz de produzir uma
rotação em torno do eixo fixo perpendicular ao
plano da roda e passando pelo centro da roda. A
força F2 é incapaz de produzir rotações.

Note que r1 × F1 ̸= 0 e r2 × F2 = 0. Isto está
sugerindo que a quantidade r×F pode ter alguma
relevância na dinâmica do movimento de rotação.
Evidentemente, devemos realizar mais experimen-
tos para determinarmos como o produto vetorial
r×F está relacionado (se estiver) com a aceleração
angular. Será o produto vetorial r×F a quantidade
equivalente à força no movimento translacional?,
isto é, r×F ∝ α? Apenas o experimento pode de-
cidir. O experimento com a roda de bicicleta está
indicando que sim. Este experimento também nos
revela que se o produto vetorial r×F é constante,
então o movimento rotacional resultante é unifor-
memente acelerado, isto é, a aceleração angular é
também constante. Este experimento também nos
revela que o sentido do vetor aceleração angular α
é determinado pelo produto vetorial r × F. Por-

tanto a constante de proporcionalidade entre r×F
e α deve ser positiva. Além disto, uma análise di-
mensional revela que esta constante de proporci-
onalidade deve ter as mesmas dimensões de mo-
mento de inércia. Outros experimentos similares
irão nos mostrar que esta constante de proporcio-
nalidade é, nada mais, nada menos, o próprio mo-
mento de inércia do corpo ŕıgido. De fato, isto
faz sentido. Aprendemos anteriormente que o mo-
mento de inércia mede a inércia do movimento rota-
cional. Desta forma, valendo-nos de experimentos
e análise dimensional, conclúımos que r × F = Iα
é o análogo da segunda lei de Newton para o movi-
mento rotacional. Esta relação também justifica a
escolha que fizemos anteriormente para a direção e
o sentido de nossas grandezas cinemáticas rotacio-
nais, pois o produto vetorial r×F está sobre o eixo
de rotação.

Para entendermos melhor os resultados experi-
mentais descritos acima e, principalmente, para
aprendermos a controlá-los, vamos observar no-
vamente uma determinada massa (pontual), dis-
creta ou infinitesimal, em um corpo ŕıgido qualquer,
como mostrado na Figura 4.3. O objetivo é a cons-
trução de um modelo, com uma base matemática
que seja elegante e, ao mesmo tempo, capaz de ex-
plicar detalhadamente os resultados experimentais
envolvendo rotações.

n̂

v

vq

v⊥

r

mi

Figura 4.3: Rotação, em torno de um eixo fixo, de
uma massa mi em um corpo ŕıgido qualquer. Note
que ṙ = vq + v⊥, mas como o corpo é ŕıgido, então
devemos ter vq = 0.

A Figura 4.3 mostra uma massa mi (ou dm se
a distribuição é cont́ınua) pertencente a um corpo
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ŕıgido qualquer de massa total

M =

N∑
i=1

mi (ou M =

∫
dm). (4.30)

Note na Figura 4.3 que estamos indicando por r
o vetor “distância”, aquele vetor perpendicular ao
eixo de rotação, o qual é usado no cálculo do mo-
mento de inércia. O vetor distância r coincidirá
com o vetor distância apenas quando a origem do
sistema de coordenadas concidir com a interseção
do vetor distância com o eixo de rotação. Entre-
tanto, no caso geral, o vetor distância r será a com-
ponente perpendicular do vetor posição em relação
a um eixo de rotação passando pela origem do sis-
tema de coordenadas.

Observe na Figura 4.3 que o vetor velocidade v =
ṙ da massa mi pode ser decomposto numa compo-
nente radial vq (paralela a r) e numa componente
tangencial v⊥ (perpendicular a r), v = vq + v⊥.
Naturalmente, a componente radial é nula em um
corpo ŕıgido, vq = 0, pois a massa mi não está livre
para se movimentar nesta direção. No entanto, po-
deŕıamos ter uma única massa neste sistema. No
caso de uma única massa, o vetor velocidade possui
uma componente radial.

Veremos em breve que precisaremos do produto
vetorial r × v⊥, o qual sempre pode ser re-escrito
na forma

r× v⊥ = r× v, (4.31)

mesmo no caso em que vq ̸= 0, pois r× vq = 0 por
construção. Também podemos ver na Figura 4.3
que

ω =
r× v⊥

r2
=

r× v

r2
, (4.32)

onde ω = ωn̂ é o vetor velocidade angular. Para
verificar este resultado, certifique-se que a direção,
o sentido e o módulo (v = rω) de ω, calculados
por (4.32), estão corretos. Note que fizemos uso
de (4.31) na última passagem em (4.32). É impor-
tante ter em mente também que ṙ = v⊥, pois o
movimento da massa mi é circular (de raio r).

Mantendo as observações (4.31) e (4.32) em
mente, podemos prosseguir. Para isto, precisamos
recordar a definição de energia cinética do movi-
mento de translação. No movimento de translação,
a energia cinética de um corpo (pontual) de massa
m e velocidade v sempre pode ser re-escrita em ter-

mos do momentum linear p = mv,

T =
1

2
mv · v =

1

2m
p · p, p = mv. (4.33)

Também sabemos que o momentum linear é uma
quantidade importante porque a sua taxa de va-
riação temporal é igual a força agindo na massa m
(segunda lei de Newton),

F =
dp

dt
= ṗ. (4.34)

Também sabemos que (4.34) é uma equação dife-
rencial de segunda ordem no tempo para o vetor
posição r(t). Resolvendo esta equação diferencial,
determinaremos a dependência temporal do vetor
posição, ou seja, a equação diferencial (4.34) con-
trola todo o comportamento dinâmico da massa m.
Isto é o que sabemos sobre o movimento translaci-
onal. Podemos usar este conhecimento para enten-
dermos melhor a dinâmica do movimento rotacio-
nal? Certamente podemos.

Procedendo de forma análoga, podemos re-
escrever a energia cinética rotacional (4.7) do corpo
ŕıgido mostrado na Figura 4.3 numa forma similar
a (4.33),

T =
1

2
Iω · ω =

1

2I
L · L, L = Iω, (4.35)

na qual I é o momento de inércia (4.8) e o vetor
L, denominado de momentum angular, é análogo ao
momentum linear, como veremos logo em seguida.
Se o momentum angular L é realmente uma quan-
tidade importante, com uma importância igual à
importância do momentum linear, então, por ana-
logia à segunda lei (4.34), a sua taxa de variação
temporal L̇ = Iα, pois I é uma constante, deve
controlar a dinâmica do movimento de rotação.

Por outro lado, vimos no ińıcio desta seção que
necessitamos de uma força externa para colocar um
corpo ŕıgido em rotação. Portanto, a taxa de va-
riação temporal do momentum angular deve estar
relacionada de alguma forma com a força externa.
Esta relação pode ser encontrada escrevendo o mo-
mentum angular total L = Iω em termos do mo-
mentum angular de cada massa mi (ou dm) pre-
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sente no corpo ŕıgido,

L = Iω =

N∑
i=1

mir
2
i ω =

N∑
i=1

miri × vi

=

N∑
i=1

ri × pi, (4.36)

onde usamos também os resultados (4.31) e (4.32).
Não devemos esquecer que podemos escrever pi =
mivi somente quando este momentum linear apa-
recer no produto vetorial ri × pi, pois no movi-
mento circular da massa mi temos pi = mivi⊥
(não há movimento radial; corpo ŕıgido). A última
expressão em (4.36) nos permite escrever um mo-
mentum angular ri × pi para cada massa mi,

L = Iω =
N∑
i=1

Li, Li = ri × pi. (4.37)

Agora estamos numa posição confortável para de-
terminarmos a taxa de variação temporal do mo-
mentum angular,

L̇ = Iα =
N∑
i=1

L̇i, L̇i = ri × ṗi = ri ×Fi, (4.38)

onde Fi é a força externa atuando na i-ésima
massa mi. As forças internas cancelam-se aos pa-
res, sempre. Note que usamos também o fato de
ṙ = vq+v⊥ = v⊥ em um corpo ŕıgido. O resultado
(4.38) acaba de nos revelar o análogo da segunda
lei de Newton para o movimento rotacional,

τ =
dL

dt
(= Iα), (4.39)

(onde consideramos o momento de inércia I cons-
tante) e

τ =
N∑
i=1

τ i, τ i = ri × Fi. (4.40)

A quantidade τ = r × F, denominada de torque,
faz o papel da força F no movimento de translação.
Note em (4.40) que, conhecendo as forças externas
e o eixo de rotação, temos como calcular o torque
de cada uma destas forças externas. Assim, τ = Iα
ou a sua forma mais geral τ = L̇ faz o papel análogo
da segunda lei de Newton, F = mr̈ ou F = ṗ, para
o movimento de translação.

Observe que, se o momento de inércia é cons-
tante, é necessário uma aceleração angular para co-
locar um corpo ŕıgido em movimento de rotação.
Isto implica que o torque (4.39) deve ser diferente
de zero, ou seja, deve haver pelo menos uma força
externa Fi produzindo um torque ri ×Fi diferente
de zero para haver rotação a partir do repouso.
Também podemos ver em (4.39) que um torque
constante produz uma rotação uniformemente ace-
lerada (aceleração angular constante).

Mais algumas observações importantes antes
de passarmos ao desenvolvimento de algumas
aplicações. (1) Dada a relação τ = r × F entre
torque e força (externa), entendemos porque não
é posśıvel colocar a roda de bicicleta em rotação
aplicando uma força ao longo da linha perpendicu-
lar ao eixo de rotação e que passa pelo ponto de
aplicação da força (veja a Figura 4.2). Em outras
palavras, o torque τ = r×F é nulo quando a força
Fi é paralela ao vetor ri. (2) Como ri = ||ri|| é
a distância entre a massa mi e o eixo de rotação,
então tanto o momentum angular quanto o torque
dependem da posição do eixo de rotação. (3) Note
que momentum angular tem dimensões de energia
vezes tempo e que, consequentemente, torque tem
dimensões de energia. No entanto, não é correto
dizer que torque é energia. Também não é correto
dizer que trabalho é energia. Trabalho é um meca-
nismo de troca de energia. Torque é o mecanismo
que permite um corpo ŕıgido entrar em movimento
de rotação em torno de um eixo fixo.

O torque produzido pela gravidade tem uma ca-
racteŕıstica especial. Seja r o vetor posição do ele-
mento de massa dm dentro de um corpo (não pre-
cisa ser ŕıgido) em relação a um referencial inercial
O. Cada elemento de massa dm está sujeito ao peso
dmg, onde g é a aceleração da gravidade, a qual
podemos considerar constante no interior do nosso
corpo. O torque resultante é

τ =

∫
dm r× g = R× (Mg), (4.41)

onde introduzimos o vetor R do Centro de Massa,

R =
1

M

∫
dm r, M =

∫
dm, (4.42)

como uma posição média, ponderada pelas mas-
sas dm. Note que o vetor do centro de massa é
calculado em relação ao referencial O, o qual não
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precisa ser inercial. O procedimento para calcu-
lar cada coordenada do vetor posição do centro
de massa é o mesmo empregado para calcular mo-
mento de inércia. Assim, conforme indicada pela
última igualdade em (4.41), o nosso corpo extenso
pode ser trocado por um ponto material de massa
M localizado no centro de massa.

Uma propriedade importante do centro de massa
surge quando mudamos a origem do nosso referen-
cial O para o próprio centro de massa. Neste caso
devemos fazerR = 0 na definição (4.42) para obter-
mos

∫
dm r = 0. Não devemos esquecer que, nesta

equação, o vetor posição r tem a sua origem no cen-
tro de massa, um situação diferente da Eq. (4.42),
onde o vetor posição r tem a sua origem no refe-
rencial O. Esta mesma propriedade pode ser obtida
de outra forma (mais matemática). Seja u o vetor
posição do elemento de massa dm no referencial
do centro de massa. Então r = R + u (faça um
diagrama). Introduzindo r = R + u na definição
(4.42), teremos

∫
dmu = 0. (4.43)

Como veremos adiante, o centro de massa ainda
terá muitas outras utilidades.

Por falar em trabalho, devemos determinar uma
expressão para a potência instantânea no movi-
mento rotacional. Em muitas situações, o mo-
vimento de rotação ocorre em meios viscosos, os
quais oferecem uma força dissipativa. Tendo dis-
sipação, há troca de energia pelo mecanismo tra-
balho. A potência P mede justamente a taxa tem-
poral desta troca de energia, P = dW/dt. Ob-
serve novamente a Figura 4.1. Acrescente a ela a
força externa Fi agindo na i-ésima massa mi. Para
que este corpo ŕıgido altere seu estado de movi-
mento rotacional, as forças externas Fi devem re-
alizar trabalho durante o intervalo de tempo dt,
dWi = Fi · dri. Lembre-se que apenas o módulo
do vetor (distância) ri permanece constante e que
ṙi = vi, onde vi é a velocidade (tangencial) da
massa mi. Assim, a potência instantânea corres-
pondente é Pi = dWi/dt = Fi ·vi. Este resultado é
simplesmente a potência instantânea do movimento
translacional. No entanto, ela pode ser re-escrita
numa forma mais conveniente ao movimento ro-
tacional. Para isto, basta substituir a velocidade

tangencial pela velocidade angular, usando (4.6),

Pi = Fi · vi = Fi ·
(
ω × ri

)
= ri ·

(
Fi × ω

)
= ω ·

(
ri × Fi

)
, (4.44)

onde utilizamos a propriedade de invariância por
permutações circulares do produto misto entre três
vetores. A última expressão em (4.44) contém o
torque na i-ésima massa mi,

Pi = ω ·
(
ri × Fi

)
= τ i · ω. (4.45)

Desta forma, a potência instantânea total pode ser
escrita como

P =
N∑
i=1

τ i · ω = τ · ω. (4.46)

Sem dúvidas, fomos muito felizes na construção
de um modelo capaz de explicar a dinâmica do mo-
vimento rotacional. O torque é uma quantidade
rotacional importante, pois ela tem um papel si-
milar ao papel desempenhado pela força no movi-
mento translacional. A relação (4.39) entre torque
e o momentum angular certamente justifica suas
definições. As relações entre momentum angular e
momentum linear, (4.37), bem como entre torque
e força, (4.40), corroboram a importância destas
duas quantidades angulares. Note também que a
relação (4.40) entre torque e força justifica a esco-
lha da direção (eixo de rotação) e sentido (regra da
mão direita) para os vetores deslocamento, veloci-
dade e aceleração angulares.
Além de ser bem sucedido na descrição do movi-

mento rotacional, este modelo constrúıdo via mo-
mentum angular e torque, em analogia com mo-
mentum linear e força, é matematicamente perfeito,
pois ele nos fornece também uma importante lei
de conservação: a lei de conservação do momentum
angular. Podemos ver claramente em (4.39) que
o momentum angular (total) será uma quantidade
conservada (constante no tempo) sempre que o tor-
que (total) for nulo. Esta é mais uma (na verdade
três) entre as leis de conservação que já conhece-
mos (conservação do momentum linear e da energia
mecânica).

Teorema 5
O momentum angular se conserva na ausência de tor-

ques, τ = 0 ⇒ L̇ = 0.
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Como já mencionamos, estas leis de conservação
continuam válidas, assim como as demais, mesmo
no reino microscópico onde a f́ısica Newtoniana não
se aplica, ou seja, a conservação do momentum an-
gular também é verificada em mecânica quântica.

4.5 Giroscópios

Talvez uma das aplicações mais importantes da
conservação do momentum angular no nosso cotidi-
ano seja na indústria da navegação. A idéia é muito
simples. Um disco (ou qualquer outro objeto) é co-
locado em rotação numa região ausente de agentes
dissipadores e de forças externas. De acordo com
o Teorema 5, é necessário a ação de uma força ex-
terna para produzir um torque para modificar o
eixo de rotação deste disco. Portanto na ausência
de torques, o eixo de rotação deste sistema (per-
pendicular ao plano do disco) deve apontar para
uma direção fixa (podemos chamar esta situação
de inércia rotacional). Este sistema é denominado
de giroscópio (veja a Figura 4.4). Um giroscópio é
uma peça fundamental em qualquer sistema preciso
de navegação atual.

Sem dúvidas, um giroscópio serve como um
guia, um “navegador” no espaço vazio. Por exem-
plo, o telescópio Hubble (hubble.nasa.gov) é orien-
tado por um mecanismo contendo dois giroscópios
de 45 kg cada, girando em torno de eixos não-
coincidentes com uma velocidade angular que pode
atingir 3000 rpm. Estas velocidades angulares po-
dem ser modificadas eletronicamente para produzi-
rem pequenas variações nos momenta angulares dos
giroscópios. Como o momentum angular total pre-
cisa ser conservado, pois não há forças externas, o
telescópio precisa girar para compensar as variações
de momentum angular produzidas nos giroscópios.
Desta forma, o telescópio pode manter um deter-
minado alvo fixo com um erro de cinco milésimos
de segundo. Isto é equivalente a mantermos ilumi-
nada uma moeda de um real localizada em Vitória
(ES) com uma lanterna em cima do pão de açúcar
no Rio de Janeiro (RJ).

Outro exemplo importante é a sonda espacial
GP-B (Gravity Probe-B), a qual mediu minucio-
samente o campo gravitacional ao redor da Terra
(einstein.stanford.edu). Esta sonda está equipada
com quatro giroscópios constrúıdos de esferas de
quartzo (crescidos no Brasil) com uma imperfeição

de apenas 20 nm (1 nm = 10−9 m) em seu diâmetro
e com uma massa uniformemente distribúıda com
uma imperfeição de apenas 2 ppm (partes por
milhão), girando a 4000 rpm. Qualquer variação
no espaçotempo produzirá uma variação nos eixos
de rotação destes giroscópios.

n̂1

n̂2

n̂

M~g

~r

θ anel

Figura 4.4: Giroscópio ideal, formado por um anel
de massa M que pode girar livremente em torno do
eixo n̂, na presença da força gravitacional. O eixo
de rotação n̂2 é perpendicular ao eixo de rotação
n̂1.

Um efeito muito interessante, denominado de
precessão, surge quando um giroscópio é colocado
na presença de uma força externa, por exemplo na
superf́ıcie da Terra. Como sempre, vamos simpli-
ficar o máximo nosso giroscópio para entendermos
o efeito de precessão. Nosso giroscópio será repre-
sentado por uma massa M , distribúıda uniforme-
mente em um anel circular de raio R. Este anel
está preso a uma extremidade de um eixo ŕıgido de
massa despreźıvel, em torno do qual o anel pode
girar livremente. A outra ponta do eixo do anel
está apoiada por um pivô (um ponto fixo). Este
pivô permite que a ponta do eixo do anel apoiado
por ele execute livremente um movimento de 360
graus sem perda de contato. Também ignoraremos
a presença da atmosfera. A Figura 4.4 ilustra este
nosso giroscópio ideal.

Podemos muito bem substituir o pivô por um
cordão preso ao teto. O cordão é uma opção mais
prática, pois sempre temos um pedaço de cordão
no bolso e um bom pivô nem sempre está a dis-
posição. Observe na Figura 4.4 que há dois eixos
em torno dos quais nosso giroscópio pode girar li-
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vremente: um eixo de rotação n̂1 na direção do
suporte (fixo) do pivô (ou do cordão dependurado)
e um eixo de rotação n̂2 perpendicular a n̂1 e pas-
sando pelo pivô. O anel do giroscópio gira em torno
do eixo n̂ com uma velocidade angular ω. Seja I o
momento de inércia do anel e r o comprimento do
eixo passando pelo centro do anel. Na ausência de
forças externas, este giroscópio tem um momentum
angular L = Iω n̂, o qual é conservado. Note que
este vetor momentum angular é paralelo ao vetor
r.

Como mostrado na Figura 4.4, a presença da
força externa Mg⃗ produz um torque,

τ = r× (Mg⃗), τ = Mrg sin θ, (4.47)

onde r é o vetor posição indicado na Figura 4.4.
Pela propriedade do produto vetorial, o vetor tor-
que em (4.47) é perpendicular ao vetor posição r e,
portanto, perpendicular ao vetor momentum angu-
lar L. De acordo com a Eq. (4.39), torque é igual à
taxa de variação temporal do momentum angular,
τ = L̇. Como a variação dL do momentum angular
é proporcional ao vetor torque, pois dt é positiva,
então podemos concluir que a variação dL é perpen-
dicular a L, L ·dL = 0. A Figura 4.5 ilustra esta si-
tuação antes de passarmos o limite ∆ϕ → dϕ. Note
que fizemos θ = π/2 na Figura 4.5. Para θ ̸= π/2 a
ponta do vetor momentum angular L executa um
movimento circular de raio L sin θ.

n̂1

L

L+∆L

∆L
∆φ

Figura 4.5: Movimento de precessão do eixo n̂, pa-
ralelo ao momentum angular L, do giroscópio mos-
trado na Figura 4.4, com θ = π/2, em torno do eixo
n̂1.

Como L · dL = 0, temos então que o módulo
L = Iω do vetor momentum angular é conservado

(Faça o Exerćıcio 7), apesar da ação da força ex-
terna. Assim, apenas a direção do vetor momen-
tum angular está mudando no tempo. Podemos
dizer então que a força gravitacional ainda man-
teve intacta uma das três leis de conservação do
momentum angular (o seu módulo), contidas no
Teorema 5. Como L · dL = 0 e L̇ = 0, então a
ponta do vetor momentum angular angular exe-
cuta um movimento circular, como mostrado na
Figura 4.5. Este movimento circular em torno do
eixo n̂1 é denominado de precessão. A velocidade
angular ωp deste movimento de precessão pode ser
calculada facilmente com o aux́ılio da Figura 4.5,
pois ||dL|| = L sin θ dϕ. 2 Assim,

ωp =
dϕ

dt
=

1

L sin θ

||dL||
dt

=
1

L sin θ
||τ ||. (4.48)

Usando o torque calculado em (4.47), temos a ve-
locidade angular de precessão,

ωp =
Mgr

Iω
=

gr

K2

1

ω
, (4.49)

onde fizemos I = MK2, com K sendo um
parâmetro (geométrico) caracteŕıstico do sistema,
conhecido como “raio de giro”.
Devemos notar que a velocidade angular de pre-

cessão (4.49) é inversamente proporcional à veloci-
dade angular ω do giroscópio. Consequentemente,
a velocidade de precessão aumenta quando a ve-
locidade angular do giroscópio diminui. No limite
ω → 0, temos, de acordo com (4.49), ωp → ∞.
No entanto, observamos no experimento que o gi-
roscópio não aumenta indefinidamente a sua veloci-
dade de precessão quando a sua velocidade angular
diminui. Ele simplesmente para de precessionar e
cai quando ω → 0. Isto significa que (4.49) neces-
sita de correções. Estas correções podem ser fei-
tas levando-se em consideração a massa do eixo do
anel, a qual foi ignorada até então. No entanto, es-
tas correções seriam um refinamento desnecessário
neste momento. Em um giroscópio real, a ponta
do vetor momentum angular também apresenta um
movimento oscilatório perpendicular ao plano de
precessão. Este terceiro movimento é denominado
de nutação.
Aprendemos algo muito importante com este gi-

roscópio ideal esquematizado na Figura 4.4: a va-

2Note que ||dL|| é diferente de dL, pois L̇ = 0 implica em
dL = 0.
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riação do momentum angular produz um movi-
mento de rotação. Isto é completamente análogo ao
movimento de translação produzido pela variação
do momentum linear (como acontece nos fogueti-
nhos de água). Também podemos ver que o simples
fato da roda estar girando impede que o centro de
massa dela caia sob a ação da força gravitacional.
Curiosamente, a própria força gravitacional é res-
ponsável por manter o eixo de rotação na posição
angular θ sem que o centro de massa “caia”.

4.5.1 Exerćıcios
Exerćıcio 7
Considere uma quantidade vetorial A qualquer que
esteja mudando no tempo, A = A(t). Suponha que
o diferencial dA seja perpendicular aA, A·dA = 0.
Mostre então que

d(A ·A) = 2AdA = 0. (4.50)

Este resultado mostra que o módulo do vetor A é
uma quantidade conservada (admitindo que A ̸=
0).

4.6 As equações de Euler

Nós aprendemos que as leis de Newton para a
dinâmica translacional são válidas em qualquer re-
ferencial inercial. Também já mencionamos que as
leis da mecânica Newtoniana em geral também são
válidas em qualquer referencial inercial, e somente
em referenciais inerciais. Nos parágrafos acima, es-
tabelecemos as leis que governam a dinâmica do
movimento rotacional e afirmamos que tais leis
são análogas às leis de Newton para o movimento
de translação. Sendo então leis integrantes da
mecânica Newtoniana, então elas (as leis do mo-
vimento de rotação) devem ser válidas somente em
referenciais inerciais. No entanto, nenhum referen-
cial inercial foi especificado nas discussões acima
sobre a dinâmica do movimento de rotação. Onde
estará este referencial inercial? Veremos que ao
estabelecermos uma resposta a esta pergunta, en-
contraremos algumas caracteŕısticas muito impor-
tantes sobre momento de inércia até então des-
conhecidas. Estas caracteŕısticas novas são indis-
pensáveis ao tratamento de sistemas reais e, mesmo
não sendo necessário, elas justificam a existência
de um curso novo, denominado de Álgebra Linear.

Veremos também que o momento de inércia, o qual
é para nós um escalar (número) até então, é de
fato uma matriz. Será o nosso primeiro encon-
tro com uma matriz representando uma entidade
f́ısica. Até então, temos usado escalares (como
massa, carga, tempo e energia) e vetores (como
posição, força, torque, etc.) na descrição do mo-
vimento na mecânica Newtoniana.

4.6.1 Taxas de variação no tempo

Vamos considerar novamente um corpo ŕıgido, no
qual a distância entre dois de seus pontos perma-
nece sempre fixa, girando em torno de um eixo pas-
sando pela origem do sistema de coordenadas iner-
cial O. Seja r o vetor posição da massa dm neste
sistema inercial, o qual faz um ângulo θ com o eixo
de rotação representado pelo versor n̂, conforme in-
dicado na Figura 4.6.

O Oc

r

r⊥

n̂

v

θ

dm

Figura 4.6: Vetor posição r da massa dm no re-
ferencial inercial O. O referencial não-inercial Oc

está fixo no corpo ŕıgido.

Podemos ver na Figura 4.6 que r⊥ = r sin θ, a
projeção do vetor posição r perpendicularmente ao
eixo de rotação, é exatamente a distância da massa
dm até o eixo de rotação. Note também que (se
ainda não o fez, faça)

ṙ = v = ω × r, ω = ωn̂. (4.51)

Vale a pena relembrar que devido à rigidez do
nosso sistema, a massa dm está localizada a uma
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distância fixa da origem O, ou seja, r2 = r·r é cons-
tante no tempo. Então, derivando esta expressão
no tempo, teremos (reveja o Exerćıcio 7)

d

dt
r2 = 0 =

d

dt
(r·r) = 2r·ṙ ⇒ r·ṙ = 0. (4.52)

Assim, qualquer massa dm em um corpo ŕıgido exe-
cuta um movimento circular de raio r⊥ = r sin θ.
Lembre-se que o vetor velocidade é perpendicular
ao vetor posição somente em um movimento circu-
lar.
A relação (4.51) é muito mais que uma simples

relação entre grandezas cinemáticas. Vejamos o
porquê disto. A observação especial aqui é que o
vetor posição r descreve a posição da massa dm (ou
de um ponto qualquer no corpo ŕıgido) em dois sis-
temas de coordenadas: no referencial inercial O e
em um outro referencial não-inercial Oc. Este re-
ferencial não-inercial Oc também tem a sua origem
no mesmo ponto O e seus eixos estão solidários ao
corpo ŕıgido, ou seja, vistos do referencial inercial
O, os eixos do referencial Oc estão girando junto
com o corpo ŕıgido. Em algum tempo, por exem-
plo em t = 0, os eixos destes dois referenciais são
coincidentes. Evidentemente, para quem está no re-
ferencial não-inercial Oc, o vetor posição da massa
dm, o qual denotaremos por rc, é independente do
tempo, ṙc = 0. O vetor velocidade angular ω é o
mesmo nos dois referenciais, ω = ωc, pois o eixo
de rotação está instantaneamente em repouso no
referencial inercial. Então a relação (4.51) está nos
ensinando como escrever no referencial inercial a
taxa de variação de um vetor fixo no corpo ŕıgido,
ou seja, fixo no referencial não-inercial girando com
a velocidade angular ω,

ṙc = ω × rc, ω = ωn̂. (4.53)

Como a única caracteŕıstica especial do vetor
posição rc é estar fixo no referencial não-inercial,
então a taxa de variação de um vetor qualquer A
em um referencial girando com a velocidade angu-
lar ω, vista de um referencial inercial é

d

dt
A = Ȧ+ ω ×A. (4.54)

Esta relação nos diz quem é a taxa de variação de
um vetor no referencial inercial conhecendo apenas
o próprio vetor e sua taxa de variação no referencial
girante (não-inercial), ou seja, não precisamos co-
nhecer explicitamente como este vetor depende do

tempo no referencial inercial. Não devemos esque-
cer que estes dois referenciais devem possuir uma
origem em comum e que seus eixos devem ser coin-
cidentes em algum instante de tempo. Podemos
ver de (4.54) que dω/dt = ω̇, como esperado: os
dois observadores medem a mesma taxa de variação
para vetores paralelos ao eixo de rotação (faça o
Exerćıcio 8).
Note também que mudamos um pouquinho a

notação das derivadas no tempo em (4.54): no lado
esquerdo escrevemos dA/dt para representar a taxa
de variação temporal no referencial inercial; no lado
direito usamos Ȧ para representar a taxa de va-
riação temporal no referencial não-inercial. Esta
observação sobre notação é importante para evitar
erros quando precisarmos da derivada segunda no
tempo, ou seja, quando precisamos aplicar a regra
(4.54) mais uma vez,

d2

dt2
A = Ä+2ω× Ȧ+ω×ω×A+ ω̇×A. (4.55)

Esta relação é importante (necessária) para expres-
sarmos a segunda lei quando o vetor posição está
no referencial girante (não-inercial).
A relação (4.54) é tão importante que vale a pena

obte-la de outra forma. Considere ic, jc e kc os
versores do referencial girante (solidário ao corpo).
Então a taxa de variação destes versores, vista no
referencial inercial (fixo), segundo a relação (4.54),
é

d

dt
ic = ω×ic,

d

dt
jc = ω×jc,

d

dt
kc = ω×kc, (4.56)

uma vez que estes versores estão fixos no referencial
girante. Suponha A = Axic + Ayjc + Azkc um
vetor descrito no referencial girante. Então a taxa
de variação deste vetor, vista no refrencial inercial,
é

d

dt
A =

dAx

dt
ic +

dAy

dt
jc +

dAz

dt
kc

+Ax
dic
dt

+Ay
djc
dt

+Az
dkc

dt
. (4.57)

A taxa de variação no tempo de quantidades es-
calares é a mesma nos dois referenciais. Imagine
um recipiente cheio de água a qual está vazando
através de um furo. Imagine também que este ob-
jeto esteja girando. Naturalmente, a vazão (volume
de água saindo por unidade de tempo; um escalar)
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é a mesma nos dois referenciais, pois o movimento
de rotação não cria e nem destrói água. Assim, de-
vemos ter dAi/dt = Ȧi para qualquer escalar Ai.
Desta forma, usando também (4.56), a Eq. (4.57)
se transforma na (4.54).

4.6.2 Tensor de Inércia

Procedendo como na Seção 4.4, vamos escrever a
energia cinética total do nosso corpo ŕıgido como a
soma das energias cinéticas de cada massa dm,

T =
1

2

∫
dm ṙ · ṙ. (4.58)

O vetor velocidade angular pode ser introduzido
via qualquer uma das duas relações (4.51) e (4.53).
Vamos escolher a primeira delas, isto é, com o vetor
posição escrito no referencial inercial. Como este
referencial é ortonormal (por construção), então

ṙ · ṙ =
3∑

i=1

ẋ2
i =

3∑
i=1

(
ω × r

)2
i
, (4.59)

na qual estamos escrevendo o vetor posição na
forma r = (x1, x2, x3) = (x, y, z). Existe uma
forma compacta de escrevermos as componentes(
ω × r

)
i
do produto vetorial

(
ω × r

)
,

(
ω × r

)
i
=

3∑
j=1

3∑
k=1

εijkωjxk, (4.60)

na qual (εijk) é o tensor completamente anti-
simétrico de ordem três (ou tensor de Levi-Civita),
definido pelas seguintes propriedades de suas com-
ponentes εijk (Faça o Exerćıcio 9):

εijk =


+1 se (i, j, k) ∈ Ppar,

0 se i = j ou i = k ou j = k,

−1 se (i, j, k) ∈ Pı́mpar,

(4.61)

onde

Ppar = {(1, 2, 3), (3, 1, 2), (2, 3, 1)}, (4.62)

Pı́mpar = {(1, 3, 2), (2, 1, 3), (3, 2, 1)}, (4.63)

são as permutações pares e ı́mpares, respectiva-
mente. Podemos ver então que o tensor de Levi-
Civita troca de sinal sempre que uma permutação
entre dois ı́ndices é efetuada. Isto justifica o adje-
tivo “completamente” anti-simétrico.

Somas envolvendo produtos das componentes
εijk do tensor de Levi-Civita possuem muitas pro-
priedades interessantes. Em particular, iremos pre-
cisar desta,

3∑
i=1

εijkεirs = δjrδks − δjsδkr, (4.64)

na qual (δij) é o tensor completamente simétrico de
ordem dois (ou tensor de Kronecker, ou simples-
mente “delta” de Kronecker), definido pelas seguin-
tes propriedades entre suas componentes δij (Faça
o Exerćıcio 10):

δij =

{
1 se i = j,

0 se i ̸= j,
(4.65)

Devemos agora substituir a expressão (4.60) em
(4.59) e usar os resultados anteriores,

ṙ · ṙ =
3∑

i=1

( 3∑
j=1

3∑
k=1

εijkωjxk

3∑
r=1

3∑
s=1

εirsωrxs

)

=

3∑
j=1

3∑
k=1

3∑
r=1

3∑
s=1

( 3∑
i=1

εijkεirs

)
ωjxkωrxs

=
3∑

j=1

3∑
k=1

3∑
r=1

3∑
s=1

ωj

(
δjrδksxkxs − δjsδkrxkxs

)
ωr

=
3∑

j=1

3∑
r=1

ωj

(
δjrr

2 − xjxr

)
ωr. (4.66)

O “caminho das pedras” é usar um ı́ndice diferente
em cada soma. Note que fizemos uso de (4.64) na
penúltima linha de (4.66). Também fizemos uso
da segunda parte do Exerćıcio 10 na última linha
de (4.66). Podemos perceber também que há um
duplo produto matricial na última linha de (4.66)
se imaginarmos (ωj) como uma matriz linha e (ωr)
como uma matriz coluna e (δjrr

2−xjxr) como uma
matriz quadrada. Entretanto, como dm = ρ dV ,
onde ρ é a densidade, em geral depende das coorde-
nadas xi, então é melhor definir esta estrutura ma-
tricial após a substituição do produto escalar (4.66)
na energia cinética (4.58)

T =
1

2

3∑
j=1

3∑
r=1

ωj

[∫
dm

(
δjrr

2 − xjxr

)]
ωr

=
1

2

3∑
j=1

3∑
r=1

ωj Ijr ωr, (4.67)
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na qual definimos

Ijr =

∫
dm

(
δjrr

2 − xjxr

)
. (4.68)

A matriz I = (Ijr) formada pelos elementos Ijr de-
finidos em (4.68) é conhecida por tensor de inércia.
Note que podemos trocar os ı́ndices do tensor de

inércia sem alterá-los, Ijr = Irj . Por isto, podemos
dizer que este tensor (ou esta matriz) é simétrico
(simétrica). Por se tratar de uma matriz, ou seja, é
necessário especificar dois ı́ndices para especificar-
mos qualquer um de seus elementos, este tensor é de
segunda ordem. Como dm = ρ dV , onde ρ é a den-
sidade de massa do corpo ŕıgido, o tensor de inércia
depende apenas da geometria e da distribuição de
massa do corpo ŕıgido.
Também devemos notar que as componentes

(4.68) estão escritas no referencial inercial e, por-
tanto, dependem do tempo. No entanto, menciona-
mos no ińıcio deste parágrafo que o vetor velocidade
angular podia ser introduzido na expressão (4.58)
da energia cinética via qualquer uma das duas
relações (4.51) e (4.53). Escolhemos a primeira.
Caso tivéssemos escolhido a segunda relação, o ten-
sor de inércia I continuaria a ter a mesma forma
(4.68), com as coordenadas xi representando o ve-
tor posição rc no referencial não-inercial. Neste
referencial não-inercial, solidário ao corpo ŕıgido,
o tensor momento de inércia é independente do
tempo. Isto nos mostra que mesmo não servindo
para fazer dinâmica, este referencial não-inercial é
útil para calcularmos as componentes do tensor de
inércia de forma independente do tempo. Esta ob-
servação será muito útil logo adiante.
Com o aux́ılio do tensor de inércia, a expressão

(4.67) pode ser re-escrita ainda numa forma mais
compacta,

T =
1

2
ω · Iω =

1

2
ωTIω. (4.69)

Na primeira forma (primeira igualdade), o tensor
de inércia I atua sobre o vetor velocidade angular
ω para produzir um novo vetor L = Iω cujo pro-
duto escalar com ω nos dá a energia cinética (4.69).
Na segunda forma (segunda igualdade), o vetor ve-
locidade angular ω é interpretado como uma matriz
coluna e ωT é a matriz transposta3, ou seja, uma

3A transposição é uma operação que troca linhas por co-
lunas em uma matriz.

matriz linha. A expressão (4.67) ou (4.69) para a
energia cinética rotacional está nos informando que
o tensor de inércia I está fazendo aqui o papel do
nosso momento de inércia definido em (4.8).
Mas não aprendemos que o momento de inércia

definido em (4.8) é um escalar (um número)? Sim,
de fato! Mas aqui ele é uma matriz. Logo abaixo
mostraremos como estas duas informações podem
ser reconciliadas. Aguarde apenas um instante.
Mas no momento, o (tensor) momento de inércia
é uma matriz simétrica. Esta é a primeira vez
que uma entidade f́ısica é representada matema-
ticamente por uma matriz, dáı a importância de
matrizes.
E o momentum angular? Ele é o resultado da

ação do tensor de inércia sobre o vetor velocidade
angular? Sim, de fato,

L = Iω (4.70)

é o vetor momentum angular. Note que ao
contrário do caso particular que estudamos anteri-
ormente, este vetor momentum angular (4.70) não
é, em geral, necessariamente paralelo ao vetor ve-
locidade angular. Mais surpresas virão com exem-
plos.

Uma observação importante antes de passarmos
aos exemplos: note que a energia cinética é sempre
positiva, T > 0 (o caso T = 0 não tem qualquer
importância; repouso). Isto significa que o vetor
L = Iω nunca poderá ser ortogonal ao vetor veloci-
dade angular ω e nem pode ser nulo, Iω ̸= 0. Con-
sequentemente, a matriz I possui uma inversa, pois
Iω = L com L ̸= 0 implica em ω = I−1L (Faça o
Exerćıcio 11). Portanto já conhecemos duas propri-
edades elementares da matriz momento de inércia:
(1) ela é simétrica e (2) ela possui uma inversa.
Como será visto no curso de Álgebra Linear, estas
duas propriedades garantem que esta matriz pode
ser re-escrita numa forma diagonal (com todos os
elementos fora da diagonal iguais a zero), em ou-
tras palavras, ela pode ser diagonalizada. Vejamos
tudo isto através de um exemplo.
Vamos considerar um corpo ŕıgido na forma de

um cubo de arestas de comprimento l, conforme
indicado na Figura 4.7. Por pura simplicidade,
iremos calcular o momento de inércia no referen-
cial solidário do cubo (embora estejamos usando a
mesma notação do referencial inercial; outra como-
didade). Também para simplificar um pouco mais,
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vamos supor uma densidade volumétrica constante,
ρ = M/l3, com M sendo a massa total do cubo.
Como o sistema cartesiano é o que se adapta melhor
à simetria do cubo, então o volume infinitesimal é
dV = dxdydz e dm = ρdV .

O

A

x

y

z

Figura 4.7: Corpo ŕıgido na forma de um cubo de
arestas de comprimento l. Um dos eixos principais
do momento de inércia passa pela origem e o ponto
A (diagonal do cubo).

As componentes do tensor momento de inércia
são calculadas através da definição (4.68). Natural-
mente a integral em (4.68) deve ser efetuada sobre
toda a região contendo massa, ou seja, dentro do
cubo. Assim, teremos três integrais, uma em cada
direção. Cada uma destas integrais está definida
no intervalo fechado [0, l], pois um dos vértices do
cubo está na origem do nosso sistema de coordena-
das, como pode ser visto na Figura 4.7.
Por exemplo, para a componente I11, temos

I11 =

∫
dm

[
(x2 + y2 + z2)δ11 − x2

]
=

M

l3

∫ l

0

dx

∫ l

0

dy

∫ l

0

dz (y2 + z2), (4.71)

a qual contém duas partes,

I11 =
M

l3

∫ l

0

dx

∫ l

0

dz

∫ l

0

y2dy

+
M

l3

∫ l

0

dx

∫ l

0

dy

∫ l

0

z2dz

=
M

l3

(
l2
l3

3
+ l2

l3

3

)
=

2

3
Ml2. (4.72)

Por simetria, devemos ter I11 = I22 = I33 (Faça o
Exerćıcio 12). Similarmente, para o elemento I12,
temos

I12 =

∫
dm

[
(x2 + y2 + z2)δ12 − xy

]
=

M

l3

∫ l

0

dx

∫ l

0

dy

∫ l

0

dz (−xy)

= −M

l3

∫ l

0

xdx

∫ l

0

ydy

∫ l

0

dz

= −1

4
Ml2. (4.73)

novamente, por argumentos de simetria, devemos
ter I12 = I13 = I23 (Faça o Exerćıcio 12). Assim, o
tensor de inércia é representado no referencial so-
lidário ao cubo pela matriz simétrica

I = β

+8 −3 −3
−3 +8 −3
−3 −3 +8

 , β =
1

12
Ml2. (4.74)

Note que esta matriz é simétrica e possui determi-
nante diferente de zero, portanto possui uma in-
versa (calcule esse determinante e a inversa; veja
também o Exerćıcio 13).

Mencionamos que a matriz representando o ten-
sor de inércia pode ser re-escrita numa forma di-
agonal. Como isto é feito? Para diagonalizarmos
a matriz (4.74), primeiro devemos responder à se-
guinte pergunta. Existe números λ e vetores u que
satisfazem (matricialmente)

Iu = λu ou
(
I− λ1

)
u = 0, (4.75)

na qual 1 é a matriz identidade? Isto é na ver-
dade um sistema de três equações lineares para
as três componentes do vetor u como incógnitas,
para cada posśıvel valor do número λ. O problema
é que este número λ também é desconhecido. A
solução vem junto com o problema, pois este sis-
tema de equações lineares é homogêneo. Aprende-
mos (ou iremos aprender, isto não importa aqui)
que um sistema homogêneo admite uma solução
não-trivial (diferente de zero) somente quando o
determinante da matriz

(
I − λ1

)
for igual a zero

(Faça o Exerćıcio 14),∣∣I− λ1
∣∣ = (λ− 2β)(λ− 11β)2 = 0. (4.76)

Este polinômio em λ é conhecido por polinômio ca-
racteŕıstico. Assim, é posśıvel somente a existência
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de três valores para λ, λ1 = 2β, λ2 = 11β e
λ3 = 11β. Estes valores são conhecidos como au-
tovalores da matriz (4.74). Quando os autovalores
aparecem repetidos, como λ2 e λ3, eles são deno-
minados de degenerados. O número de autovalores
iguais é o grau da degenerescência. Neste caso, te-
mos uma degenerescência de grau dois.
Conhecendo os posśıveis valores de λ (os auto-

valores), podemos determinar as componentes dos
vetores u para cada valor de λ. Isto é feito subs-
tituindo os valores dos autovalores λ de volta em
(4.75). Estes vetores u são denominados de au-
tovetores. Como o sistema é homogêneo, haverá
pelo menos uma componente destes vetores que
não poderá ser determinada. Quando há degene-
rescências, o número de componentes indetermina-
das é igual ao grau da degenerescência. Muito bem,
ao executarmos este procedimento, teremos (Faça
o Exerćıcio 14)

u1 = α1(1, 1, 1),

u2 = α2(−1, 0, 1),

u3 = α3(−1, 1, 0).

(4.77)

Estes vetores satisfazem (4.75) para quaisquer va-
lores das constantes α, e são denominados de auto-
vetores.
Note que a estrutura geral em (4.75) é a ação

do tensor de inércia em um de seus autovetores
resultando no mesmo autovetor multiplicado pelo
autovalor correspondente. Este tipo de estrutura,
denominada de equação de autovalor–autovetor, tem
um papel fundamental em ciências exatas em geral
(mais detalhes no curso de Álgebra Linear).
Evidentemente, como os autovetores u2 e u3 cor-

respondem ao mesmo autovalor λ = 11β, então po-
demos usar qualquer combinação linear de u2 e u3.
Esta observação é muito útil para escrevermos uma
matriz ortogonal4 U que diagonaliza o tensor de
inércia (4.74), ou seja,

ID = U−1IU =

2β 0 0
0 11β 0
0 0 11β

 . (4.78)

A receita para encontrarmos esta matriz ortogonal
U é simples: ela é formado pelos autovetores do

4Uma matriz U é denominada de ortogonal quando a sua
inversa U−1 for igual a sua transposta UT, isto é, U−1 =
UT. Em outras palavras, é muito fácil calcular a inversa de
uma matriz ortogonal.

tensor de inércia. Os autovetores (4.77) formam as
colunas da matriz ortogonal U. No entanto, temos
um probleminha: os autovetores escritos na forma
(4.77) não formam uma matriz ortogonal (Faça o
Exerćıcio 15). Isto se deve ao fato de haver uma
degenerescência de grau dois. A solução é formar
combinações lineares dos autovetores degenerados,

u′
2 = a1u2 + a2u3, u′

3 = b1u2 + b2u3, (4.79)

e determinar os valores das constantes a e b que
tornam a matriz formada por estes novos autoveto-
res uma matriz ortonormal. Uma posśıvel escolha
é a1 = −1/

√
2, a2 = 0, b1 = 1/

√
6 e b2 = −2/

√
6.

Com esta escolha, teremos

U =


1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

0 −2√
6

1√
3

−1√
2

1√
6

 . (4.80)

Note que normalizamos o autovetor u1 antes de
usá-lo. Esta matriz é ortogonal e diagonaliza o
nosso tensor de inércia (4.74) de acordo com a re-
ceita (4.78) (Faça o Exerćıcio 15).
Uma matriz ortogonal tem uma outra proprie-

dade igualmente importante: ela deixa o módulo
de qualquer vetor inalterado. Por exemplo, calcule
a ação da matriz (4.80) no vetor velocidade angular
(visto como uma matriz coluna)

ω =

ω1

ω2

ω3

 , ω′ = Uω. (4.81)

Agora calcule o módulo ao quadrado deste novo
vetor ω′,

ω′ · ω′ = ω′Tω′ =
(
Uω

)T
Uω

= ωTUTUω = ωTω = ω · ω, (4.82)

na qual fizemos uso da propriedade de ortogona-
lidade UT = U−1. Portanto este resultado nos
mostra que uma matriz ortogonal sempre deixa o
módulo de um vetor invariante.
Em mecânica, os autovetores (4.77) ou (4.80) de-

finem novos eixos mutuamente perpendiculares, os
quais são denominados de eixos principais do ten-
sor de inércia. Os autovalores são os momentos de
inércia principais, I1 = 2β e I2 = I3 = 11β. Há
situações em que os três momentos de inércia prin-
cipais são iguais e é neste caso (degenerescência tri-
pla) que o momento de inércia pode ser considerado
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um número, como suposto no ińıcio da nossa dis-
cussão sobre a dinâmica do movimento rotacional
(Faça o Exerćıcio 16).
A fim de calcularmos a energia cinética rotacio-

nal e o momentum angular mais facilmente para o
sistema mostrado na Figura 4.7, vamos supor que o
cubo esteja girando em torno do eixo x com uma ve-
locidade angular de módulo ω, isto é, ω = (ω, 0, 0).
Neste caso, a energia cinética (4.69) e o momentum
angular (4.70) são,

T =
1

3
Ml2ω2,

L = Ml2ω(2/3,−1/4,−1/4),
(4.83)

respectivamente (Faça o Exerćıcio 13). O ângulo
entre ω e L é

cosα =
ω · L
ωL

=
8√
82

⇒ α = 27, 94◦. (4.84)

Caso tivéssemos escolhido o vetor velocidade na
direção de um dos eixos principais, por exemplo,
na direção de u1 (a diagonal do cubo passando pela
origem), então ω e L seriam paralelos.

4.6.3 Momentum angular e torque

Resta agora rediscutirmos as equações de movi-
mento τ = L̇. Elas continuam válidas? O torque τ
e o momentum angular L ainda continuam sendo
calculados pelos produtos vetoriais τ = r × F e
L = r × p? Quem é o ponto de referência? Para
calcular o torque via r× F e usar a segunda lei de
Newton F = mr̈ simultaneamente, o ponto de re-
ferência deve ser sempre um ponto inercial, como a
origem do referencial inercial O, por exemplo, pois
a segunda lei de Newton na forma F = mr̈ só é
válida num referencial inercial. Vale lembrar que
todas as derivadas temporais nesta sub-seção (ape-
sar da notação) são feitas no referencial inercial.
Seja r o vetor no referencial inercial O indicando

a posição do elemento de massa dm no interior de
um corpo (não precisa ser ŕıgido). Então, o momen-
tum angular resultante, devido aos momenta linea-
res dm ṙ de cada massa dm, calculados em relação
à origem do referencial inercial O, é

L =

∫
dm r× ṙ. (4.85)

Vamos supor também a presença de um segundo re-
ferencial Oc, desta vez solidário ao corpo. Pode ser

localizado no centro de massa, por exemplo. Seja
u o vetor posição do elemento de massa dm neste
referencial Oc (fixo no corpo) e R o vetor posição
do referencial Oc em relação ao referencial inercial
O. Então r = R + u (faça um diagrama). Assim,
o momentum angular (4.85) pode ser reescrito na
forma

L = R× (MṘ) +

∫
dmu× u̇

+R× (

∫
dm u̇) + (

∫
dmu)× Ṙ. (4.86)

Este resultado ode ser simplificado tremendamente
caso a origem do referencial Oc esteja no centro de
massa, pois podemos usar a propriedade (4.43) (e
a derivada dela). Neste caso especial, o momentum
angular (4.86), calculado no referencial inercial O,
simplifica para

L = R× (MṘ) + Lc, Lc =

∫
dmu× u̇, (4.87)

onde Lc é o momentum angular do corpo em
relação ao centro de massa (com a velocidade u̇
medida no referencial do centro de massa).

Lembrando que as forças internas não contri-
buem para o torque resultante, então o torque re-
sultante τ devido ao torque provocado pelas forças
externas dm r̈ agindo em cada massa dm, calculado
em relação à origem do referencial inercial O, é

τ =

∫
dm r× r̈. (4.88)

Este torque pode ser re-escrito na seguinte forma:

τ =

∫
dm r× r̈ =

d

dt

∫
dm r× ṙ = L̇. (4.89)

Portanto, as equações que governam o movimento
de rotação continuam sendo τ = L̇. Certamente já
esperávamos por este resultado, pois tanto o mo-
mentum angular (4.85) quanto o torque (4.88) estão
sendo calculados em relação a um ponto inercial
(em repouso ou em movimento uniforme), onde a
segunda lei de Newton assume sua forma mais sim-
ples. No entanto, há uma grande surpresa quando
escrevemos o torque em relação à origem do refe-
rencial (não-inercial) Oc solidário ao corpo, intro-
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Caṕıtulo 4. Rotações 4.6. As equações de Euler

duzindo r = R+ u,

τ c =

∫
dmu× r̈ =

∫
dmu× ü

+ (

∫
dmu)× R̈. (4.90)

Note que dmr̈ é a força no elemento de massa dm
e u é o braço desta força para calcular o torque em
relaçã à origem do referencial não-inercial Oc. Note
também que τ c ̸= L̇c, com Lc definido em (4.87).
Podemos até argumentar que este resultado já era
esperado, pois o torque está sendo calculado num
referencial não-inercial. A grande surpresa é que
a relação τ c = L̇c é válida num referencial não-
inercial com sua origem no centro de massa! De
fato, para o centro de massa, o último termo em
(4.90) se anula devido à propriedade (4.43). Isto
será muito útil logo a seguir.

4.6.4 As Equações de Euler

O único inconveniente em τ = L̇, com L = Iω,
é que o tensor de inércia calculado no referencial
inercial O depende também do tempo e isto pode
dar uma forma complicada para as equações de mo-
vimento. A solução deste problema está na relação
(4.54), a qual será usada para calcularmos o torque
com o momentum angular escrito no referencial gi-
rante (onde o tensor de inércia é independente do
tempo). Assim,

τ =
dL

dt
= ω × L+ L̇. (4.91)

Desta forma, podemos re-escrever (4.91) sem a pre-
sença do momentum angular,

τ = ω × Iω + Iω̇. (4.92)

As três equações de movimento contidas em (4.92)
são conhecidas como equações de Euler. Elas de-
sempenham o mesmo papel da segunda lei de New-
ton para as translações (Faça o Exerćıcio 17). Não
devemos esquecer que tudo que está no lado di-
reito em (4.91) deve ser calculado no referencial
não-inercial.
Podemos notar em (4.92) que somente quando

o vetor velocidade angular ω for paralelo ao vetor
momentum angular L, isto é, quando ω for propor-
cional a um dos autovetores do tensor de inércia I,

pois L = Iω, é que teremos a expressão τ = L̇ = Iω̇
com a qual estávamos acostumados. Além disto,
devemos nos lembrar que o tensor de inércia nesta
expressão é calculado no referencial solidário ao
corpo ŕıgido, onde ele é independente do tempo,
e que o torque τ está sendo observado no referen-
cial inercial. Apenas o lado direito de (4.92) é que
está sendo calculado no referencial não-inercial.
Não seria interessante se pudêssemos calcular o

torque em (4.92) também em relação a algum ponto
especial no referencial do corpo ŕıgido? Isto ajuda-
ria muito em situações em que o centro de massa
do corpo ŕıgido está em movimento. De fato este
ponto especial existe: ele é o centro de massa. Re-
veja a discussão no final da subseção anterior. Por-
tanto, podemos continuar usando τ = L̇, com L
e τ calculados em relação ao centro de massa, in-
dependentemente do centro de massa estar acele-
rado ou não. Isto significa que até mesmo o lado
esquerdo de (4.92) pode ser calculado no referen-
cial não-inercial do corpo ŕıgido, mas este torque
só pode ser calculado em relação a um ponto: o
centro de massa (viva o centro de massa!).
O fato de podermos calcular tanto o torque (em

relação ao centro de massa) quanto o tensor de
inércia no referencial do corpo ŕıgido nos permite
aplicar a segunda lei de Newton com facilidade,
por exemplo, a um corpo rolando em um plano in-
clinado, onde o centro de massa certamente está
acelerado. É por isto que, em geral, as equações
(diferenciais) de Euler devem ser resolvidas junta-
mente com as equações (diferenciais) provenientes
da segunda lei de Newton para o movimento trans-
lacional do centro e massa.
Antes de alguns exemplos, uma observação sobre

a taxa de variação da energia cinética (4.69) no
tempo, ou seja, potência instantânea. Com o tensor
de inércia calculado no referencial do corpo ŕıgido,
a derivada de (4.69) é

Ṫ =
1

2

(
ω̇ · Iω + ω · Iω̇

)
= ω · Iω̇, (4.93)

na qual a última igualdade é posśıvel somente por-
que o tensor de inércia I é representado por uma
matriz simétrica e o produto escalar também é
simétrico (repita este procedimento usando a repre-
sentação matricial do vetor velocidade angular). O
resultado em (4.93) é idêntico a ω · τ ,

Ṫ = ω · Iω̇ = ω · τ . (4.94)
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Esta expressão para a potência do movimento ro-
tacional é análoga à expressão v ·F para a potência
no movimento translacional.
Vejamos alguns exemplos (simples) de como po-

demos utilizar as equações de Euler (4.92). Va-
mos considerar inicialmente um corpo ŕıgido livre
de torques. Esta situação é análoga à situação em
que um corpo está em queda livre. Vamos supor
também que o nosso corpo ŕıgido esteja girando em
torno de um de seus eixos principais, ou seja, vamos
considerar que o vetor velocidade angular seja pa-
ralelo a um autovetor qualquer do tensor de inércia.
Se o torque resultante é nulo, τ = 0, e se ω for para-
lelo a I, então a equação de Euler (4.92) nos diz que
o vetor velocidade angular é constante no tempo,
ω̇ = 0, pois o tensor de inércia já é constante no
tempo e Iω = λω, com λ constante. Caso o corpo
ŕıgido não esteja girando em torno de um de seus ei-
xos principais, isto é, caso ω não seja mais paralelo
a I, então o vetor velocidade angular não será mais
constante no tempo, pois teremos ω× Iω+ Iω̇ = 0
de (4.92). Note que nestes dois casos o vetor mo-
mentum angular no referencial inercial é constante
no tempo, pois o torque resultante é nulo.

F

ṙ

Rk̂

r
O

k̂

ĵ

î

CM

Figura 4.8: Esfera rolando em um plano horizontal
sem deslizar. O referencial O é inercial.

Como um segundo exemplo, vamos considerar
um corpo ŕıgido com uma distribuição uniforme de
massa M na forma de uma esfera de raio R. O
momento de inércia desta esfera, em torno de seu
centro de massa, isto é, com a origem do referencial
não-inercial colocada no centro de massa, é propor-
cional à identidade, I = I1, ou seja, os autovetores
do tensor de inércia são triplamente degenerados
(veja o Exerćıcio 16). Vamos supor também que
esta esfera esteja rolando, sem deslizar, sobre um
plano horizontal. Em prinćıpio, podemos imaginar
a necessidade de uma força externa F = (Fx, Fy, 0)
paralela ao plano horizontal para manter a esfera

rolando. Vamos supor que esta força seja constante
e esteja sendo aplicada na parte superior da esfera
conforme mostrado na Figura 4.8. Então esta força
resultante produz um torque em torno do centro de
massa da esfera,

τ = Rk̂ × (Fxî+ Fy ĵ) = RFy î+RFxĵ

= ω × Iω + Iω̇ = Iω × ω + Iω̇ = Iω̇, (4.95)

onde aproveitamos também para usar as equações
de Euler (4.92). Note que estamos usando o fato de
podermos calcular inclusive o torque no referencial
da esfera, desde que a origem esteja no centro de
massa.

Re-escrevendo (4.95) em termos de componentes,
temos

Iω̇x = RFy, Iω̇y = RFx, Iω̇z = 0. (4.96)

Além desta equações, temos que considerar o movi-
mento de translação do centro de massa da esfera.
O movimento de translação do centro de massa obe-
dece a segunda lei de Newton F = M r̈, ou seja,

Fx = Mẍ, Fy = Mÿ, z̈ = 0. (4.97)

De fato, temos de escolher z = R para que a es-
fera permaneça no plano XY (horizontal). Não de-
vemos esquecer que a condição de rolamento sem
deslizamento impõe condições de v́ınculos na velo-
cidade do centro de massa,

ṙ = −Rk̂ × ω = −Rωy î−Rωxĵ, (4.98)

ou seja

ẋ = −Rωy, ẏ = −Rωx, ż = 0. (4.99)

Ao invés de tentarmos resolver as equações aco-
pladas (4.96), (4.97) e (4.99) formalmente, pode-
mos improvisar. Por exemplo, podemos derivar as
equações de v́ınculos (4.99) no tempo e eliminar as
derivadas das componentes da velocidade angular
usando (4.96) e, finalmente, eliminar as componen-
tes da força usando (4.97), para obtermos

ẍ = −Rω̇y = −R2

I
Fx = −MR2

I
ẍ

⇒ ẍ = 0 ⇒ ω̇y = 0, (4.100)

ÿ = −Rω̇x = −R2

I
Fy = −MR2

I
ÿ

⇒ ÿ = 0 ⇒ ω̇x = 0. (4.101)
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Pronto, temos o que procurávamos: r̈ = 0, movi-
mento retiĺıneo para o centro de massa, e ω̇ = 0,
movimento uniforme para o vetor velocidade angu-
lar. Vamos às surpresas. Primeiro, note que a com-
ponente ωz não precisa ser nula, como podeŕıamos
esperar. Segundo, note que não há necessidade de
uma força externa para manter a esfera rolando.
Para que ela permaneça rolando, basta ter uma ve-
locidade angular inicial. Esta situação é comple-
tamente análoga ao movimento uniforme do centro
de massa. Basta haver inércia (massa ou momento
de inércia) para haver movimento.

4.6.5 Exerćıcios
Exerćıcio 8
Faça A = ω em (4.54) e mostre que ω̇ = ω̇c. Use
as propriedades do produto vetorial. Use também
o fato de que ω é o mesmo nos dois referenciais.

Exerćıcio 9
Efetue as somas em (4.60) explicitamente e mostre
que (

ω × r
)
1
= ω2x3 − ω3x2, (4.102)(

ω × r
)
2
= ω3x1 − ω1x3, (4.103)(

ω × r
)
3
= ω1x2 − ω2x1, (4.104)

conforme previsto pelas propriedades do produto
vetorial (equivalente ao uso de determinantes).

Exerćıcio 10
Verifique explicitamente a propriedade (4.64). Efe-
tue também explicitamente as seguintes somas:

3∑
k=1

3∑
s=1

δjrδksxkxs = δjr

3∑
k=1

xkxk = δjrr
2,

(4.105)

3∑
k=1

3∑
s=1

δjsδkrxkxs = xjxr. (4.106)

Exerćıcio 11
Mostre que a energia cinética (4.69) pode ser re-
escrita nas seguintes formas:

T =
1

2
ω · Iω =

1

2
ω · L =

1

2
LI−1L, (4.107)

onde L é o momentum angular (4.70).

Exerćıcio 12
Use a definição (4.68) para calcular todos os seis
elementos do tensor de inércia para o cubo descrito
na Figura 4.7 e no texto ao lado da figura. Compare
seus resultados com (4.72) e (4.73).

Exerćıcio 13
Use ω = (ω, 0, 0) e o tensor de inércia (4.74) para
determinar a energia cinética (4.69) e o momen-
tum angular (4.70). Recalcule também a energia
cinética usando as expressões em (4.107). Calcule
também o ângulo entre ω e L. Faça um dese-
nho (bem feito) mostrando estes dois vetores jun-
tamente com o cubo da Figura 4.7 e o respectivo
sistema de coordenadas.

Exerćıcio 14
Calcule o polinômio caracteŕıstico da matriz (4.74)
e mostre que ele pode ser fatorado como mos-
trado em (4.76). Encontre o autovetor u1 (deter-
mine suas componentes) correspondente ao autova-
lor λ1 = 2β, Iu1 = λ1u1. Normalize este autovetor,
isto é, imponha que u1 · u1 = 1. Isto determina a
constante arbitrária α1 (α1 = 1/

√
3).

Exerćıcio 15
Normalize os três autovetores apresentados em
(4.77) e construa uma matriz U contendo estes au-
tovetores normalizados como colunas,

U =


1√
3

−1√
2

−1√
2

1√
3

0 1√
2

1√
3

−1√
2

0

 . (4.108)

Mostre que esta matriz não é ortogonal, ou seja,
U−1 ̸= UT. Mostre que a matriz definida em (4.80)
é ortogonal. Mostre também que esta matriz (4.80)
diagonaliza o tensor de inércia (4.74) segundo a
prescrição (4.78).

Exerćıcio 16
Determine o tensor de inércia (4.68) de uma esfera
maciça de massa M , densidade uniforme e raio R.
Coloque a origem do referencial no centro da esfera.

Exerćıcio 17
Escreva explicitamente as três equações de movi-
mento que estão contidas na relação vetorial (4.92).
Use o tensor de inércia na forma diagonal e deixe as
expressões em termos das componentes do torque,
do tensor de inércia e do vetor velocidade angular.
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