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Subconjuntos no plano complexo

Definicao 2 1. Sez, € C er = 0, 0 conjunto
D(zpr)={z€Ci|lz—z| <}
¢ chamado de disco aberto centrado em z, e de raio T = ().
2. Se z, e Cer >0, o conjunto
Dizpr]| ={z€C; |z — z,| <7}
é chamado de disco fechado centrado em z, e de raio v = 0.

3. Um ponto z, € X C C € chamado ponto interior de X se existir r = 0 tal que D(z,,7) C
X.

4. Dizemos que X C C € aberto se todo x € X € ponto interior de X.

o ]

. Dizemos que X C C € fechado se o seu complementar for aberto.

6. A fronteira de X C C, denotada por 0X, € formada por todo ponto z € C tal que z
nao € ponto interior de X e z também nao € ponto interior do complementar de X.
FEquivalentemente, z € 90X se e somente se para todo v > 0, evistem zy € X € 2 no
complementar de X tal que zy,z0 € D(z, 7).

Exemplo 12 O disco aberto é um exemplo de conjunto aberto, bem como uma reuniao qualgquer
de discos abertos.

Exemplo 13 O disco fechado é um exemplo de conjunto fechado, bem como uma intersec¢ao
qualquer de discos fechados.



Geometria Analitica no plano complexo

Exemplo 14 Considere a equagao geral da reta no plano cartesiano dada por ax +by+ec =10,
LI . - .

a’ + b > 0. Enfatizamos que as constantes a,b e ¢ sdo mimeros reais e que um ponto que estd

sobre esta reta tem coordenadas reais. Mostre que a esta equagao pode ser escrita na forma

az+az+5=0
onde z=z+iy, r,ycReacC gk

Lembre que 2z = z+Z e 2iy = z —Z. Com 1sto, vemos que um ponto z = x + iy esta sobre
a reta dada se e somente se

z—l—?_'_ér:—f_'_ U@a—bfé _|_a—|—bé_+ 0
a c= z z+c=0,
2 2i 2 2 '
que esta na forma desejada. L]

Exemplo 15 Mostre que o circulo C(z,,7) = {z € C; |z — z,| = r} pode ser escrito como
Zt+azt+az+5=10
ondea €C e 7 € R.
Temos
z—z|=re|lz—zll=rte (z-2)z—2)=r e (z—2)(FZ-%) =r’

& 2T —Tozr — 2T+ |22 — 12 =0,

que esta na forma desejada.



Geometria Ana

itica no plano complexo

Exercicio 4 Descreva geometricamente o conjunto R = {z € C;Rz > F(z + 1) }. {==z
Colocando z = x+iy, x.y € R, temos que 1 = Rz e y = (2 + 1) e, assim, z € I se e somente >y
se r = y. Desta forma, R representa o semiplano fechado determinado pela reta z = y que

contém o ponto (1,0).

Y
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Exercicio 5 Descreva geometricamente o conjunto R = {z € C; Rz =1}

Colocando z = = + iy, z,y € R, temos que Rz* = x> — y? e, portanto,

2 - 2 2 .
R=1=z2"—y =1, que representa uma hipérbole.

=i| 9},

Exercicio 6 Descreva geometricamente o conjunto R = {z € C; |25

Colocando z =z + iy, z,y € R, temos que z € R se e somente se

lz—i| =2]z+i|l e V2+(y—-12 =2V + (y+ 12 e+ (y—1)2 =422 + 4(y + 1)?
. oy 2 .
¢>31‘.2—|—3y9—|—1[]y+3:ﬂ<¢rg+yg+%y—l—l:Uf:;‘mr.g-l—(y—l—%) —I—l—%:i}
_19 5\* 16
&I+ y+3 =3

isto é, R = C(—ig, 3), o circulo centrado em —i3 com raio —;

] 1



Algumas funcdes elementares complexas (de variavel complexa)

Seja ) um subconjunto de C. Uma funcao f a valores complexos sobre ) é uma relagao
que a cada z € D associa um tunico elemento de C, denotado por f(z). Usaremos a notagao
F' : D — C, para representar uma funcao definida em IJ que toma valores em C. As funcoes

2= Rf(2) e 2= 3f(2)

sao chamadas de partes real e imaginaria de f, respectivamente. Usando a identificacao z =
T+ iy = (z.,y), r,y € R, podemos definir as fungoes u,v : D — R por

u(z,y) =Rf(z+iy) e  v(z,y) =3f(z+iy).

Note que u e v sao fungoes de duas variaveis a valores reais.
Exemplo 16 Fizados ag,...,a, € C, definimos
f(z) =ag +ajz+---+apz", z € C,
que € chamada de funcao polinomial. Os nidmeros ay, . . ., an sao chamados de coeficientes de
f.
Exercicio T Mostre que se f € uma funcdo polinomial com coeficientes reais entao f(z) = f(T).
Em particular, f(z,) = 0 se e somente se f(Z;) = 0.

Exemplo 17 Seja f(z) = 22 — 3iz — 2. Note que f(i) = —1+3 -2 =0 mas f(i) = f(—i) =
1-3-2=—6£0.



Algumas funcdes elementares complexas (de variavel complexa)

Exemplo 18 Se p e q sao funcées polinomiais, definimos a fungdo racional h(z) = p(z)/q(z)
para todo z € C tal que g(z) # 0. Mais adiante veremos que para cada funcdo polinomial,
digamos q, existe somente um nimero finito de nimeros complezos satisfazendo g(z) = 0.

Exercicio 8 Seja f(z) = 1/z definida para z # 0. Encontre as partes real e imagindria de f.

Colocando z = =z + iy, z,y € R, temos Exercicio 9 Seja

Lz —1
1z T v h{z}:{1+?}z—, z # —1.

: +1
== — I . . . . ¥ . - -
2 g2 g2 z2 + 42 Mostre que imagem imagem do conjunto S = {cosf +isenf, —m < 8 < 7w} € 0 eiro real.

z |z

Assim, as partes real e imaginaria sao dadas, respectivamente, por Note que S € o circulo centrado na origem de raio um do qual foi excluido o nimero —1. Para

. y —m < # < 7 temos

u(r,y) = — o v(r,y) = (z,y) # (0,0).

T +y2 _-_1'.2-|-y2"

cosf +i(senf — 1)

1+ cosfl +isenf

_ +é}z3058+i[s{?r19 —1) _ 1+ costl —isen#
1 +cosfl +isentl 1+ cosf —isend

:(1+E_jl+cros€—ser19+i(—l+Sﬂr13—c‘-::-s€]

2(1 + cosf)

1+ cosf —senf

1+ cosf —sent _ .
2(1 + cos ) (1+i)(1 —1) 1+ cos#d <

hicosf +isenfl) = (1 + i)

Além do mais, usando L'Hospital para fun¢ao de variavel real, temos

1+ cost —senf . —senfl —cosf ,
im _ = lim = lim (1 +cotgf) = —oc
f—m+ 1+ cosd f—m+ — sen O+
e
. 1 —cosf —senf . —senf —cosf ) .
lim _ = lim = lim (1 + cotgl) = +oo
f—m— 1+ cosé f—m— — sen f—m—

e como @(#) = h{cost + isen#), é uma fungao continua de —7 < f < 7, vemos que a imagem
de 5 pela fungao h é todo o exo real. ]



Funcao exponencial de variavel complexa

Prova:

Definigao 3 Definimos a funcao exponencial por 1. Escrevendo z; = x; +1iy;, zj.y; € R, 7 = 1, 2, e utihzando a formula para o produto (veja

), obtemos
expz =€ (cosy +iseny), onde © = Rz, y = Iz )

- exp(z1 + 22) = exp(zy + 79 +i(y1 + y2)) = €™ 7 (cos(y1 + yo) +isen(y; +y2))
Proposicao 8 Mostre que

1. exp(z; + z0) = exp z; exp za para todo zy, zo € C; = [e™(cosyy + iseny)][e™ (cos yp + isenys)] = exp z; exp zp;

i . . S L _ g .
5 2. basta notar que |cosy +iseny| =1e ™ = 0;

i

exp z| = ™ para todo z € C; em particular exp z # 0;

S, 3. ¢ xpz # 0, tod Z, temos
3. (exp z)" = exp(nz) para z € C e n inteiro; como exp z # ), para todo n € eInos

4. expT =eXp z; (exp z)" = (e"(cosy + iseny))" = €™ (cos(ny) + isen(ny))
e -t ] = exp(nz + iny) = exp(nz);
5. Se z € real entao

) exp(iz) + exp(—iz) 4. escrevendo z =z + iy, =,y € R, temos
expz — ¢, Cosz = ' 5 e
TXp Z = e¥(cosy +iseny)
exp(iz) — exp(—iz)
sen z = 5 : = e*(cosy — iseny) = e*(cos(—y) + isen(—y)) = exp(z — iy) = exp=.
5. Se z é real entao Iz =0, z = Rz e pela definicao de exponencial, temos
exp z = e (cos(Fz) + isen(Fz)) = € (cos0 + isen) = e°.
Como z é real também temos R(iz) = R(—iz) = 0 e J(iz) = z = —F(—iz). Assim

{exp{éz} = cos z +isen z {r:(}sz — xpliz)texp(—iz)
@

— ﬂpii:}—gixpi—%:}_

exp(—iz) = cos(—z) +isen(—z) = cosz —isenz



Funcdes de variavel complexa

Definicao 4

cos 2 — exp(iz) + exp(—iz) . cen - — exp(iz) — _uxp{—-zr:].

2 21

z e C.

Proposicao 9 Para todo z, z1, 20 € C, temos

S. CO8 z — cO8 2,
1. cosz =cosxcoshy —isenxsenhy, onde r = Rz e y = Fz; _
9. senz = senz;

e

sen z = senx coshy + icosrsenhy, onde r = Rz e y = Iz
10. cos(—z) = cos z;
2

- 3
3. |cosz|? = cos’x + senh”y, onde r = Rz e y = Iz

11. sen(—z) = —sen z;
¥

4. |senz|? = sen’z + senh”y, onde z = Rz e y = Iz, _

12. cos(zy + z3) = €08 21 COS Zp — SEN Zq SEN Zy;
5. cosz =0 se e somente se z = 5+ km, k € Z;

13. sen(z; + 2z0) = sen z; cos 2o + Sen 2o COS 2]
6. senz = 0 se e somente se z = km, k € I

14. cos(z; — za) = cos z1 cos z3 + sen z; sen za;

2

o
7. cos” z +sen”z = 1;

15. sen(z1 — za) = sen z1 cOS z2 — SeN 23 COS 21;
16. cos(z + 2m) = cos z;

17. sen(z + 27) = sen z.



Funcdes de variavel complexa

Definicao 6 As funcoes complexas seno e cosseno hiperbilicos sao definidas por:
exp z — exp(—z) exp z + exp(—z)
senh z = e cosh z = :

2 2

Deixamos como exercicio a verificagao da seguinte

Proposicao 10 Temos
1. cosh®? z — senh® z = 1, para todo z € C;
2. | cosh z|? = senh® z + cos®y, para todo z =z +iy € C, z,y € R;
3. | senh z|2 = senh® z + sen?y, para todo z =z +iy € C, =,y € R;
2k+-1

4. coshz =0 se e somente z = =5—mi para algum k € Z;

5. senh z = 0 se e somente z = kmi para algum k € Z.



Funcdes de variavel complexa — limite e continuidade

Definicao 7 Sejam f : D C C — C e z, € C. Dizemos que existe o limite de f em z, se existir
L € C tal que para cada £ = 0 existir & > 0 tal que

zeD 0<|z—z|<d=|f(z) - L| <=

Deixamos como exercicio a verificacao de que se existir L € C satisfazendo a definigao acima,
ele € o unico. Neste caso, usaremos a notacao

L = lim f(z).

:_.":g-

(Geometricamente, a existéencia do hmite de f em z, significa que dado qualquer disco C
centrado em L, é possivel encontrar um outro disco centrado em z, cujos pontos distintos de
z, € que estao em [) sao mandados por f em C'



Funcdes de variavel complexa — limite e continuidade

Exemplo 21 Verifique que

(1) hm a = a,a constante (11) lm z = z, (1) lmz =7,
Z—rZo Z—¥Zo Z—rZo
Seja £ = (.
(1) Tome & = 0 qualquer e dai |a —a| =0 < ¢
ii) Tome § = £. Dai, sempre que |z — z,| < 4 temos |z — z,| < d = ¢.

(
(111) Tome & = £. Dal, sempre que |z — z,| < 4 temos |7 —Z;| =
(iv) Tome 6 = &. D, sempre que |z — z,| < d temos ||z] —

Proposicao 11 Sejam f, g funcées tais que existem lim,_,. f(z) e lim,_,

1. Para quaisquer o, 3 € C temos

Iim (af(z) +

Z—rZo Z—¥Zo Z—rZo

e

lim f(z)g(z) = lim f(z ]lim g(z);

Z—Zg Z—Zn Z—rZo

3. Selim, ., g(z)# 0 entdo

f(z) _ limss, f(2)
M) T g(2)

Bg(z)) = a lim f(z) + 3 m g(z);

(iv) lim |2 = [z

|7—z9|—|?—zo| =

.. g(z). Temos

L]

z) — L| < 1 sempre que 0 < |z — z,| < 4;. Segue que
|f(2)| < |f(z) — LI+ |L] < 1+ |L]

Usando a definicao de limite, existe dy > 0 tal que

tal que

e

|f(z) = L] < m

Também, existe d3 > 0 tal que

sempre que 0 < |z — z,| < do.

2(1 |L|)

Coloque 4 = min{éy, ds, d3}. Se 0 < |z — z,| < § entao
|f(z)g(z2) — = [f(2)(g(2) — M) +J"l'f(ffff) —L)| < |ff-’-’)||9'{z} -
< (1 +1[L)

l9(z) — M| <

sempre que 0 < |z — z,| < 4s.

m

2(1 ILI TR M))

2. Coloque L =lim,_,,, f(z) e M =lim,_,,, g(z). Usando a defini¢ao de limite, tome §; > 0

f(z) =L



Funcdes de variavel complexa — limite e continuidade

Exemplo 22 Como jd vimos que hm, .. z = z, seque da proposi¢ao anterior que se f(z) é

uma fungao polinomial que hm,_,. f(z) = f(z,). Além do mais, se g € também polinomial com

q(z,) # 0 entao
f{(:} o f'[zﬂ]

Iim — .
=20 g(z)  g(z)

[ IS |

Exercicio 10 Encontre, se possivel, lim, g

L

Note que sobre se z # 0 é real temos Z = 1 e se z # 0 é imaginirio puro temos Z = —1.
Como todo disco centrado na origem possul niimeros real e imaginario puro, concluimos, pela

unicidade do limite, que nao existe lim,_,q =. []

ba | ka]

Proposicao 12 Sejam f: D C C — C, u e v as partes real e imagindria de f e z, = z,+1y, €
C. x5y, € K. A fim de exista o limite de f em z, € necessdrio e suficiente que existam os limites
deuw e v em (x,,1,). Em caso afirmativo, vale

Im f(z)= lm w(r,y)+i lm o(zy).

Z—+Zo (z.v)—={(Zo.0s) (z.y)=(Tova)

Exemplo 23 Utilizando a proposicao acima e observando as partes real e imagindria das
fungées exponencial, seno e cosseno, vemos que se z, € C entao

(1) hm = exp z, (i1) lim sen z = sen z, (ii1) lim cos z = cos z,.
Z—+Zo Z—+Zg Z—+ 2o



Funcdes de variavel complexa — limite e continuidade

Definicao 8 Sejam f: D CC — C ez, € D. Dizemos que f € continua em z, se

hm f(z) = f(z).

Z—r Iy
Dizemos que f € continua em D se [ for continua em todos os pontos de D.

Observacao 6 Segue da proposicao 11 que se f e g sao continuas em z, entao para quaisquer
a, 3 € C que af + 3g € continua em z,. Além do mais, o produto fg é continuo em z, € o

mesmo vale para f/q desde que g(z,) # (.

Observacao T Segue da proposicao 12 gque uma condigao necessaria e suficiente para que f
seja continua € que as suas partes real e imagindria sejam continuas.

Exemplo 24 A funcio f(z) = Z é continua para todo z # 0. Proposigao 13 Sejam f: D CC —+Q CCeg:Q — C. Se f € continua em z, € D e g é
continua em (, = f(z,) entdo a composta go f : D — C também € continua em z,.
Basta notar que se z, # 0 entao

Prova: Dado £ > 0, pela continnidade de g em (,, existe 4; tal que
19(¢) — 9(Go)| = 19(¢) — g(f(z0))] <& sempre que [ — (o| < 61 (8.1)

Por outro lado. existe § = 0 entao

f(2) = Gl = If(2) — f(z)| <81 sempre que |z — 2| < 4.

z lhm...=T I
Im = = ———— = — = f(z).
zoze 2z lImMa,, = zZ, f(z)

Z—¥Zo

Combinando a desigualdade acima com 8.1, obtemos que

9(f(2)) —9(f(z))| <& sempre que |z — z,| < 4.



Funcdes de variavel complexa — derivacao

Definicao 9 Sejam D C C um aberto, f: D — C e z, € D. Dizemos que [ € derivdvel em z,
se o sequinte limite existir
1_1_”1 f{‘) B f{'*ﬂj

o -
& Fep Z — Zp

ou equivalentemente, caso erista

lim f{zo + h] - f(:a}
h—0 h '

Em caso afirmativo, escreveremos

fx[:o] B f{) — f{:o] — bm f{za + h) — f[:a}

Z—Zo z — Zp h—0 h

e diremos que ['(z,) € a derivada de f em z,.

Observacao 10 Note que f'(z,) € a derivada de f em z, € D se e somente se para qualquer
£ > 0 existir & > 0 tal que

1f(2) — f(z0) — f(20)(2 — 20)| < €|z — 2 sempre que |z — zp| < 4,
ou equivalentemente,
|f(zo + h) — flz) — f(zo)R| < g|h] sempre que |h| < 6.

Proposicao 14 Se f: D — C € derivdvel em z, € D entao f € continua em z,.



Funcdes de variavel complexa — derivacao

Proposicao 14 Se f: D — C € derivdvel em z, € D entao f € continua em z,.

Prova: Note que
Exemplo 25 Mostre que f(z) = az + 3 € derivdvel para qualquer z, € C e f'(z) = a.

lim (f(2) — (z0)) = lim LT, )
- Temos ; . ]
lim M Iim (z — z,) = f'(z,) -0 =10, lim f(2) — 1z = lim — + 58— (% +5) — lim a{z; —
Z—Z, Z— Zg Z—¥Z, Z—¥Za & — Zp Z—¥Zo Z— Zp Z—Zo Z— Zp
ou seja,
lim f(2) = f(z0).
Proposicao 15 Sejam D C C um aberto, z, € D e f,g: D — C. Se f e g sao derivdveis em
zZy entao
1. (af + Bg)(z) = af'(z) + Bg'(z), onde a, 5 € C;
Exemplo 27 Se f,(z) = z" n € N entdio fi(z) =nz""".
2. (f - 9)(20) = f'(20)g(20) + f(2)g'(20); : , | o : ;
De fato, do exemplo 26 obtemos f{(z) = 1 e por indugao, se assumirmos que f, (z) =
; ! zo 2o )—fl2a)0' (20 o n—2 - o - S .
3. (-gi) (z0) = & JEE[Q{J:D{]EQ 10z)  desde que g(zo) # 0. (n — 1)z""* entao pela proposigao anterior,

filz)=(-2"Y=1-2"14+z-(n—1)2""2=nz""\.

Exemplo 28 Se f(z) =ag+ a1z + --- 4+ anz" entdo f'(z) = a; + 2a9z + - -- + nayz""L.

—n

Exemplo 29 Se gu(z) = 2" n € N entio g,(z) = —nz "' para todo z # 0.



Funcdes de variavel complexa — derivacao

Teorema 1 Sejam D C C um aberto, zo = o +1yo € D, zo,y0 € R, f: D — C, ulx,y) =
Rf(z) ev(z,y) = If(z). Se f € derivdvel em z, entdo eristem as derivadas parciais de u e v
em (xo,yo) e elas satisfazem

8yl v e v
— 0 a T — G'.. @ — J'D!' o — Cl-'l- al- 9.1
5= (%o, Yo) ayf_r Yo) € ﬁy[l Yo) = —5=(0, Yo) (9.1)
Aléem do mais,
u v v o
' o] — =\ Tos Yo . Loy UYo) = o Yol — 1 Loy Yo)- 9.2
F(z0) = 5 (Tor9o) + i (70, Yo) = 5 (Tor o) — 15 (o Yo) (9-2)

Observacao 11 As equacoes 9.1 sao chamadas de equagoes de Cauchy-Riemann. Embora a
parte real e a parte imagindria de uma funcao f devam satisfazer estas equagoes para que exista
a derivada de f, a simples verificacdao de 9.1 nao é garantia da existéncia de f' como mostra o
sequinte exemplo.

Exemplo 30 A funcao

S |:T|5-T:- J:"EZ#[]
f{-e]—{& o

nao € derivavel em z = 0 mas as suas partes real e imagindria satisfazem as equagoes de
Cauchy-Riemann em z = (.



Funcoes de
variavel
complexa,
derivacao

Exemplo 31 A fungdo exponencial € derivdvel em qualquer z € C e exp’(z) = exp z.

Como u(z,y) = Rexpz = eTcosy e v(z,y) = Fexpz = e"seny sao funcoes de classe C7,
para mostrar que a exponencial é derivavel, resta mostrar que elas satisfazem as equacoes de
Cauchy-Riemann. De fato,

Ou a . . a . v
a{r y) = E(E cosy) = e cosy = a—y{e seny) = a—y{r,y]

Ou 8, a dv
ﬂ—y[a‘.,y} = a{er cosy) = —e' seny = —a[er seny) = E[a‘.,y].
Além do maas,
r {? - T - T I b
exp'(z) = ﬁ—e:{p{r +iy) = 5—{(—‘ cosy +ie"seny) = " cosy + ie” seny = exp z.
i T
O
Exemplo 32 Temos sen’ z = cos z para todo z € C.
Pelo item 2 da proposicao 9 temos que u(r,y) = Rsen z = senxcoshy e v(x,y) = cosrsenhy
sao de classe C'! e satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann, pois
o J d v
i{.'1: y) = —(sen x coshy) = cosrcoshy = —(cosrsenhy) = —l[r y)
Or Or : )
) 0 0 0 0
,—u[i‘., y) = —(senxcoshy) = sen rsenhy = —(cosrsenhy) = —1[1 ).
Oy Ay Oz Oz
Aléem do mais,
sen’(z) = 5—{scr1 xcoshy + icoszsenhy) = cosx coshy — isenrsenhy = cos z
T
pelo item | da proposigao 9. L

Exercicio 11 Mostre que cos' z = —sen z para todo z € C.



Equacdes de Cauchy-Riemann na forma polar

Proposicao 16 Sejam D C C um aberto, z, € D, z, = 0e f : D — C, u = Rf, v =
Sf. Suponha que u e v sejam de classe C*. Entdo, u e v satisfazem as equacées de Cauchy-
Riemann em z, = r.e'%, se e somente se as funcoes U(r,0) = u(rcosf,rsenf) e V(r,0) =
v(rcosf,rsenf), definidas numa vizinhanca de (r,,0,), satisfazem as equacoes

ou 10V 1 oU oV

E(T"ﬂ, Qﬂ} — Ea—('?"g: gg} e EE(T‘G: gg} — —E('}“ﬂ, 9{3}. (93)
Além do mais, em caso afirmativo tem-se
, ‘ ou oV
f'(z,) = (cosb, —isend,) (E(rm 0,) + EE(T,J; Hﬂ}> . (9.4)

47



Funcdes analiticas de variavel complexa

Definicao 10 Sejam D uwm aberto, z, € D e f: D — C. Dizemos que [ € analitica em z, se
a f for derivavel em todos os pontos de algum disco aberto centrado em z,. Dizemos que f é
analitica em D se f for analitica em todos os pontos de D.

Uma funcao analitica em C € chamada de fung¢ao inteira.

Observacao 14 Usa-se também o termo holomorfa como sinonimo de funcao analitica.

Exemplo 33 As fun¢oes polinomiais, exponencial, seno e cosseno (trigonométricos ou hi-
perbdlicos) sao exemplos de fungoes inteiras, pois sao derivaveis em todo ponto de C.

Exemplo 34 Como toda fun¢ao polinomial possui apenas um niumero finito de zeros, podemos
ver que as funcoes racionais sao analiticas em todos os pontos onde estao definidas.

Exemplo 35 A funcdo f(z) = |z|? sd € derivdvel na origem. Logo, ndo € analitica em nenhum
pomnto.

Proposicao 17 Se [ e g sao analiticas em z, entao as sequintes funcoes também o sao:
1. af + Bg onde a0, 3 € C;

2. fg 5. f/g desde que g(z,) # 0.



Funcdes analiticas de variavel complexa

Proposicao 18 (Regra da Cadeia) Sejam D,Q) C C abertos, f: D —+Q eg:Q — C. Se f
€ analitica em D e g € analitica em () entao a composta go [ : D — C também € analitica em

D e vale
(g0 f)(2) = g'(f(2))f (),  para todo z, € D.

As funcoes analiticas possuem uma propriedade geométrica bem interessante como pode ser
vista no teorema a seguir.

Teorema 3 Sejam D © C um aberto e [ : D — C wma analitica tal que f'(z) # 0. Sejam
u==Rf ev=5f Entao as curvas de nivel de u e v se cruzam ortogonalmente.

Prova: Como f’ # 0 entao os vetores gradientes Vu e Vv sao nao mlos e por um resultado de
Calculo 11, temos que Vu e Vv sao ortogonais as curvas de nivel de u e de v, respectivamente,
Porém, pelas equagoes de Cauchy-Riemann,

Ou Ou v v
Vi=|——]|=|—.—|.
dr’ dy dy Oz
Assim,

Ou Ou v v B dv  Ov dv Ov B Ovdv Ovidv 0
dr oy ) \ox dy )/ \\dy 8z) \oz dy)/ Oydx Ozdy




Funcdes analiticas de variavel complexa

Exemplo 36 Considere f(z) = 2%, z # 0. Como f'(z) = 2z # 0 vemos que as curvas u(z, y) =
Rf(z) =z —y* =c¢; ev(z,y) = Sf(2) = 2zy = ¢y se cruzam ortogonalmente. Note que estas

curvas sao hipérboles.

_ S5 e
37 ]
] 27
24 ¥ -] .
v 1 ]
- ]
LEn ]
] : 1
] ] ] ] -
B BN RSnaE 3 1 3 2 1.: 112 3
] — _1_'
~H ] R
=2 _E_
13 B

Figura 10.1: 22 — 4> =¢; e 22y = e Figura 10.2: e cosy = ¢y e e¥seny = oy

Exemplo 37 Considere f(z) = €*. Como f'(z) = € # 0 vemos que as curvas u(x,y) =
Rf(z) =eTcosy =c1 ev(zr.y) = 3f(2) = e*seny = o se cruzam ortogonalmente.



Funcdes de variavel complexa - exercicios

2 —
1. Calcule os limites: a) limZ*- b) lim Y222
z>1 Z71 z—0 2z
—2i 2
2. Determine as derivadas: a) f(z) = =2 b) f(z) = (z—iV3) (2iz+1)3
2z+i

3. Demonstre: a) seniz=isenhz b) cosiz = coshz



Funcdes multivalentes: raiz n-ésima

Como veremos a situacgao no complexo tera de ser tratada de modo diferente. O primeiro
aspecto a ser observado é que a equagao z" = z, sempre possui solugao e, na verdade, se z, # 0,
ela possu1 n solugoes distintas. Esta ocorréncia de solugoes se assemelha ao caso real em que n
é par, quando fizemos uma escolha sobre qual raiz seria escolhida. No entanto, a escolha aqui
deveria ser feita entre as n solugoes existentes.

O outro aspecto a ser considerado decorre do modo como expressamos as raizes n—esimas
na forma polar. Relembrando, se expressarmos z, = 1,6 entao as n raizes n—ésimas de z,
sao dadas por

e = o7 (1:1::5 (ﬂ) 4 isen (ﬂ)) = % p 0 p_ 1,
T T
(11.1)

Fixemos por enquanto uma destas raizes e a denotemos por {/z. Como a expressao
7= reB = yfreerumm

envolve #, o argumento de z, devemos verificar se ela nao se altera quando o argumento é
trocado por # 4 2mm, pois esta mudanca nao altera o niumero complexo z. Isto claramente nao
OCOTTE POIs

{/'Fei[|5'+2k1rr]fﬂ 7‘4_ {_//FE'il[E'+Em?T+EJ:ﬂT}J-"n



Funcdes multivalentes: raiz n-ésima

se m nao for um multiplo de n. Para se ver livre deste inconveniente podemos himitar a vanacao
do argumento de z tomando, por exemplo, —m < # < 7. A fim de simphficar a notagao, vamos
escolher a raiz correspondente a & = 0 na equacgao 11.1. Note que se z, & um numero real
negativo entao duas maneiras de representd-lo na forma polar com sao |z,|e ™™ e |z,|e’™. Embora
a primeira destas representacoes nao esteja dentro do que impusemos para a variagao de 6, ela
pode se escrita como

e = i,

im /|z|e? = Wre in
B— —m+

enquanto que 'z, = {/|z,/e™ = m i+. Desta forma, a escolha que fizemos deixa des-
continua a fungao raiz n—eésima nos pontos z € R, z < 0. Na verdade, qualquer outra escolha
para k em 11.1 produziria o mesmo efeito. Além do mais, se a restricao no argumento fosse
determinada pela variacao 6, < 6 < 6, + 27, onde 6, € K, a nova definicao de raiz n—ésima
apresentaria descontinuidade no raio {re'e;r = 0}.

o | o1

ZolE

Assim,



Funcdes multivalentes: raiz n-ésima

Antes de apresentarmos a definicao defimtiva do que pretendemos dizer por funcao raiz
n—ésima note que os 1inicos valores possiveis para Ve®/™ quando @ varia sao aqueles apresen-
tados em 11.1. com # = 0, e r = rp. Geometricamente, tomando z € C, escolhemos um de seus
argumentos e apos isto, rotacionamos os pontos do plano no sentido anti-horario por um angulo
de 27r. Com 1sto, a imagem do ponto z pela rotagao colncide consigo proprio, porém a expressao
Vel passara para Vell®T27/m A plicando mais uma rotacao como a anterior obtemos o novo
valor de Veilt+47+0)/n Desta maneira, apés n destas rotacoes o resultado serd Vel(2m+8)/n gque
é igual a Vef/m,

Defimmos a fungdo multivalente raiz n—eésima, &, como sendo a relagao que a cada 2
assocla todas as n raizes dadas como em 11.1. Vale a pena salientar que uma funcao multivalente
nao & uma funcgao no estrito senso da definicao de fungao, ja que associa a um elemento do sen

dominio mais de um valor.



Funcdes multivalentes: raiz n-ésima

Considere agora a funcao
Ri(z) = Rk*re «/_F n B, < 8 < 0, + 27

que coincide com um dos valores possivels para a ralz n—eésima. As suas partes real e imaginara
sa0 dadas, respectivamente, por

0 + 2kn 6 + 2kn
Ulr,8) = {‘f?ms% o Vir,0) = %sen%
sao funcoes de classe C'! para r > 0 e satisfazem
al 1 vy 042k 11 . O0+4+2kx 10V
5 —(r.f) = —r% 08 ———— = ——T7 Cos ——— = ;ﬁ[r A)
e
av 1 1, O+2km 11 1+ O+2kn 10U
. —(r.f) = —rsen ——— = ——rW sen ——— = —;E[r A)

que sao as equagoes de Cauchy-Riemann na forma polar. Logo, Hj é analitica e é chamada
de um ramo da funcao (multivalente) raiz n—ésima e também é denotado por ¢/~ Quando
tomamos #, = 0 e &k =0 o ramo é chamado de ramo principal.



Funcdes multivalentes: logaritmo

Vamos definir o logaritmo de um nimero complexo z, log z, através da relagao
w=logz & z =expw.

Note que log z nao é definido quando z = 0, pois ja vimos que a fungao exponencial nunca se
anula. Outra observagao pertinente é que como a exponencial complexa é uma funcgao periodica
de periodo igual a 27i (exp(z + 27i) = exp z), a expressao z — expw nao define w de maneira
unica a partir de z. Com efeito, se para um dado z encontrarmos w tal que z = expw entao
para todo k € Z os nimeros wy, = w + 2kmi também satisfazem z = exp wy. Desta maneira, o
logaritmo também deve ser definido como uma funcao multivalente.

Representando z # 0 na forma polar re® e se w for um dos valores de log z entao

P —expwe ™ =r e Jw=~0+2kn,

z=expw < 1€’

ou seja, a parte real de w é o logaritmo real de r = |z| e a sua parte imaginaria é um argumento
qualquer de z. Assim,

logz =log|z| +iargz (11.2)

onde o logaritmo que aparece no lado direito da igualdade acima é o logaritmo (natural ou
neperiano) real.

Note que o argumento da variavel z é também uma fungao multivalente e, assim, devemos
encarar a expressao 11.2 como uma igualdade de conjuntos, ou seja, para cada z # 0, log z
representa todos os niimeros complexos da forma log |z| +i(arg, z + 2k7w), com k € Z e argez é
um argumento de z, fixado.



Funcdes multivalentes: logaritmo

Exemplo 40 Calcule log i.

Temos Ak 4 1 Ak 41
. . T AR+ VAR T
logi = log |i| + i (——I—Qf.:?:):k:ugl—ki =1 T, kel
| 2 2 2
Exemplo 41 Culcule log z se 3z =10, z # (.
Temos z = |z| se z > 0 ou z = |z|e'™ se z < 0. No primeiro caso

log z = log |z| + 2kmi.k € Z

e no segundo.
log z = log |z| + (2k + 1)mi, k € Z.



Funcdes multivalentes: logaritmo

Quando restringimos a variagao do argumento em um intervalo (6,, 6, + 27|, vemos que a
representacao 11.2 fica definida de maneira unica para todo z # (. Porém, como no caso da
ralz n—eésima a funcao deixa de ser continua sobre os pontos do raio R, = {re'>;r > 0}. No

entanto, se considerarmos a restricao do argumento ao intervalo aberto (f,, 0, + 27) vemos
que as partes real e imaginaria do logaritmo sao dadas na forma polar por U(r,f) = logr e
V(r.f) = 8, respectivamente. Como ja vimos no exercicio 12, estas funcoes sao de classe C'!
e satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann na forma polar e, portanto, a funcao logaritmo
quando restringirmos o argumento da variavel a um intervalo do tipo (#,, #, + 27) é analitica
em todo o plano menos o raio R,. Cada uma destas restricoes € chamada de um ramo da funcao
multivalente logaritmo. No caso em que tomarmos #, = —m, diremos que o ramo tomado é o
ramo principal e o denotaremos por Log .



Funcdes multivalentes: logaritmo

Exemplo 42 Seja f(z) = log z um ramo do logaritmo. Calcule log’ z.

Se z=re?, r> 0,6, < <68, + 27 entao, tomando log z = log r + if e usando 9.4, obtemos
O tl-
; [0 0 —ip 1 1 1
log'z =€ —logr+i—0 ) = == = = -
O dr r re z
[]

Exemplo 43 Calcule Log(1 + 7).

- 'y - .
Escrevendo 1+ i = v/2¢™/*, obtemos de imediato que

Log(l+1i) =logv2 + ag
]

Proposicao 20 Se z; e 2y sao nao nulos entao as sequintes iqualdades de conjuntos sao validas:

1. log z120 = log z; + log zy;

2. log 2L = log z; — log 2s.

Zo



Funcoes multivalentes: Poténcia

Se z # 0 e a € C definimos

z" = exp(alog z).

Dependendo do expoente o a fungao z +— z® é multivalente. No entanto, quando o« = n € Z a
definicao acima coincide com aquela que ja haviamos dado para z". De fato, se z = re’, r > 0.
temos

E}ip[n 1Dg } = {*I{p{ﬂ-ﬂﬂg r—+ ?{3 + Eﬁﬂ']]] = E*J{p{ﬂ- lﬂg ?‘) EKp[iHEE + Zkﬂ']}
infl ifyn n
e —_ {.J,-.E,. ] —_—

= 1

= exp(log r") exp(infl) exp(2knmi) = r"

que € independente de k € Z.

Quando a = %, n € M, a definigao acima também coincide com a da funcao multivalente

raiz n—esima. De fato,

1 1 1 6+ 2kn
2m = exp (— log ::) = exp (—1 (logr + (8 + Zk;’r})) = exp (_— log r) exp (IL)

Tt Tt

0 + 2km 842k
= exp (lﬂg T%) exp (?L) e

T

el

Note que em geral quando tomamos um ramo do logaritmo a funcao f(z) = z® com esta
restricao é chamada também de ramo. Note ainda que este ramo é uma fungao analitica pois
é composigao de duas fungoes analiticas. No caso de tomarmos o ramo principal do logaritmo,
o ramo da fungao poténcia também sera chamado de principal.



Funcoes multivalentes: Poténcia

Exemplo 44 Seja f(z) = 2" um ramo da funcdo poténcia. Calcule f'(z).

Fixe um ramo do logaritmo com r > (e 8, < # < #, + 27, dado por log z = logr + i(# + 2kmw).
Podemos usar a regra da cadeila para obter

| ; 1 exp(alog z)
/() = exp(alog(2))alog'z = exp(alog(2) Ja< = a——m==s

= aexp(alog z — log z) = avexp((a — 1) log z) = @z,

1 1

onde deve ser entendido que z* " é o ramo da funcao multivalente z +— 2z " com r = 0 e

B, <0 <f,+2m.
Exemplo 45 Encontre todos os valores de i'.

Temos

i' =exp(ilogi) = exp (-i (lﬂg |i| +1 (% + Ek;’r))) — exp <_4k; lﬂ) _ o

com k € Z. Note que todos os valores de ' sao reais. L]



Funcoes multivalentes: Poténcia

Observacgao 15 Algumas propriedades algébricas que sao validas para potenciacao real perdem
a veracidade no caso complero. Vejamos duas delas.

1.

2.

Nio é verdade que sempre que z # 0 e o, B € C tem-se 2°7° = 22" nem mesmo no
sentido de igualdade de conjuntos. Basta tomar z = 1, a« = 3 = % e 0s dois valores
distintos para 2% um igual a —1 e o outro igual a 1. Dai 133 = 1! = 1 mas 1717 =
(—1)1 = —1.

Néo ¢ verdade que sempre que z 2 0 e a, 3 € C tem-se (2*)° = 2z, nem mesmo no
sentido de igualdade de conjuntos. Basta tomara =pe N, p > 2, e = an* nele

L o L 1
dai vemos que (zP)"F representa np niimeros distintos enquanto que z'7F = z% representa

apenas n numeros distintos.

No entanto vale a sepuinte propriedade cuja demonstracao é deixada como exercicio.

Proposicao 21 Se z1 e zo sao nao nulos e o« € C entao vale a sequinte iqualdade de conjuntos

(z120)" = 27 25.



Curvas no plano complexo

Definicao 13 Uma curva no plano complexo € uma fun¢ao continua v : [a,b] — C, isto €, as
fungdes de uma varidvel real Ry, 3 : [a,b] = R sdo continuas. Dizemos que a curva € simples
sea <t < s <bimplicar em ~(t) # v(s). a menos que t = a ¢ s = b. Dizemos que a curva é

fechada se v(a) = ~(b).

Exemplo 46 ~(t) = cost+isent, t € [0,2n] representa o circulo unitdrio centrado na origem.
Fsta curva € simples e fechada.

Exemplo 47 A cardidide y(#) = (_%+{:ﬂs f)et = [%—H‘r:rs 6) c‘uaﬁ'+i[%—l—f{}5 B)senf, 0 <6 <27
¢ exemplo de uma curva fechada que nao € simples.

Y
// et
4 "y
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i *,
N ™,
e 1
s ]
Y A
|
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Curvas no plano complexo

Exemplo 48 ~(t) = zp+ (21 —z)t, 0<t <1, z5.2y € C. 2z # 2. representa o segmento
no plane complero cujas extremidades sao zy e z;. Note que esta curva € simples mas nao é

fechada.

Definicao 14 Considere uma curva v(t) = x(t) +iy(t), =(t),y(t) e R, a <t <b. Dizemos
que vy € suave se as fungoes de valores reais x,y : [a,b] — R possuem derivada continua. O
vetor v'(t) = 2'(t) + iy'(t) € chamado de vetor velocidade ou tangente d curva v em ~(t). Se
v'(t) # 0 para todo a <t < b, dizemos que v € uma curva reqular.

Exemplo 49 Todas as curvas dos exemplos anteriores sao evemplos de curvas suaves e regu-
lares. Vejamos mais especificamente o exemplo {7. Neste caso temos

v'(8) = —senﬁ'eﬁﬂ—ki(é —I—c::rsﬂ) e = " (—senﬂ—ki (é—kmsﬂ)) :

Como €® £ 0, vemos que v'(8) = 0 se e somente se — sen E?-I—i{% +cosfl) =0, ou seja, sentl = ()
e cosfl = —%, o que € impossivel. Logo, v'(#) # 0 para todo 0 < # < 2.



Curvas no plano complexo

y . ¢ e ' 7
Exemplo 50 Considere a curva ~(t) = A <t < 1. Esta curva € suave mas como
v'(0) = 0, nao € regular.

Figura 12.2: Curva nao recular
o o

Definigao 15 O trago de uma curva 7 : [a,b] — C € a imagem desta curva.
Observagao 16 Muitas vezes usaremos a palavra curva significando, na verdade, o seu trago.

Exemplo 51 As curvas y(t) = e®, 0<t <2m eF(t) =e*, 0 <t <7 possuem o mesmo
traco. Qual?

e



Curvas no plano complexo

O exemplo anterior serve para ilustrar que o mesmo trago pode ser percorrido de formas
diferentes. No entanto, naquele exemplo, temos (t) = v(2t), 0 <t < 7w e percebemos que o
que ocorreu fol1 uma mudanga de parametro da curva ~. Isto sugere o seguinte:

Definigao 16 Seja v : |a,b] - C uma curva suave. Seja ¢ : [c,d] — |a,b] uma fun¢do suave
cuja inversa ' : [a,b] — [c, d] também é suave. Diremos que ¢ € wma mudanca de pardmetro
e¥(t) =v(p(t)), c¢<t<dé uma reparametrizacao da curva .

Observagao 17 Se ¢ : [c,d] — [a,b] é uma mudanca de parametro entao temos @'(t) < 0 para
todo t € [c,d] ou ¢'(t) = 0 para todo t € [c,d]. No primeiro caso, p(c) =b e @(d) = a; jd no
sequndo, p(c) =a e ©(d) =b.

Exemplo 52 Seja v : [a,b] — C wma curva suave. Considere ¢ : [a,b] — [a,b] dada por
p(t) =a+b—t. Vé-se que v € uma mudanca de parametro e ¥(t) = y(la+b—1t), a<t<bh
é uma reparametrizacao de . Note que essa mudanca de parametro inverte a ordem sobre a
qual o traco de ~ € percorrido.

Exemplo 53 Considere v(t) = cost +i2sent, 0 <t < 2. O traco desta curva é uma elipse
{(z,y) e R?%; z?+ 3’; = 1} que € percorrido no sentido anti-hordrio. Fazendo-se a mudanga do
exemplo 52 obtemos Y(t) = v(04+27—t) = vy(27r—t) = cos(2r—t)+i2sen(27—t) = cost—i2sent
que representa a mesma elipse, porém percorrida no sentido hordrio.



Curvas no plano complexo

As vezes nos deparamos com tracos de curvas que sao mais facilmente parametrizaveis por
partes, ou seja, sabemos parametrizar partes de um trago da curva e queremos, a partir dai,
parametrizar todo o trago. Neste caso, precisamos saber como proceder para colar estes pedagos
(arcos) da curva. Vejamos como fazer. Considere duas curvas v : [a,b] = Ce v : [e,d] = C
tais que v1(b) = ya(c).

Definimos ~ : [a,b+d — ¢] — C por
y(t) = {n”(t}' eastsh (12.1)

va(t + ¢ — b), seb<t<b+d-—c

Note que a condigao v, (b) = va(e) assegura a continunidade de «. No entanto, mesmo que 4
e 3 sejam suaves, podemos ter que nao exista a derivada de v em ¢ = b. Observe que o trago
de v é a renmao dos tragos de v e s.

Definicao 17 A curva ~ dada por 12.1 € chamada de justaposi¢ao das curvas v e ~ya.

Definicao 18 Sejam ~; @ [a;,b;] = C,j=1,..., n, curvas suaves tais que y1(by) = valaa), . ...

Yuo1(bn_1) = ymlan). A justaposicao das curvas y1,7%a....,Vn € chamada de caminho.

Observacgao 18 As definicoes de caminhos fechados e simples sao andlogas as definigoes usa-
das para curvas.

Definicao 19 Um contorno € um caminho fechado e simples.



Curvas no plano complexo

Exemplo 54 A justaposicao das curvas y(t) =, 0 <t <1, w(t) =1+, 0<t <
1, w(t)=1—t+i(l—t), 0<t <1, € o caminho cujo traco representa o triangulo de vértices
0, 1 e 1+1. Este caminho € ezemplo de um contorno.

Teorema 4 Todo contorno v divide o plano em duas regioes conexas disjuntas Xy e Xo com
as sequintes propriedades:

1. 90X, = 0X5 = traco de ~; F/

2. Xy € limitada;

|
3. Xa € ilimitada; || \ —— -
| _>'

A regiao X; é chamada de interior da curva -. |

—



Integracao de funcdes complexas

Definicao 20 Seja g : [a,b] — C uma curva (continua) com u(t) = Rg(t) e v(t) = Sg(t). A
integral de g sobre [a,b| € definida por

_/jﬂ'[i}dt = ./:] u(t) dt +i_[:i|[t} i

Observagao 19 R ["g(t)dt = [*Rg(t)dt e S [ g(t)dt = [ Ig(t) dt.
Proposigao 22 Se f,g: [a,b] — C sao continuas e o € C entao
b b b
1P + g0)dt = [2 F(e)de+ [ g(t) dt:
2, ff af(t)dt = a ]:' f(t)dt;
& b b
5. |[) F@yde| < [} 1f(0)] dt.



Integracao de funcdes complexas

Definicao 21 Sejam v : [a,b] = @ C C wma curva suave e f: 0 — C uma fungdo continua.
A integral de linha de f sobre a curva ~ € definida por

[ f(z)dz = _/: fly(t))y'(t) dt

Note que g(t) = f(~(t))+'(f) € uma curva continua se f e v sao como na definicao acima.
Se colocarmos u = Rf, v =3 f, 2 = Ry e y = F entao

f f(z)dz= [ o) () dt =

b
= [ [ual@),y(0)) + i e(0), y (O (0) + i/ (1)t =

of L

b b
= / [u(x(t), y(t))2' () — v(z(t), y(t))y'(t)] dt + i [ [w(z(t), y(£))y'(t) + v(=(t), y(t))2'()] dt =

— /ud;{: — trdy + 1 ['I'EEI + Udy,

onde as ultimas integrais sao integrais de linha como visto em Calculo 111



Integracao de funcdes complexas

Proposigao 23 Se fi, fa: Q@ C C — C sao continuas e 7y : [a,b] = C € suave entao

[[ﬂq_ﬂ (z) + agfo(z)] dz = ay [fl{z} dz + g [f;(] dz, onde ay.a9 € C.

Prova: Colocando u; = Rf;, v; = 3 f;, §; = Re; e §; = Jay, 7 = 1,2, obtemos
a1 fi + agfo = (B + 101 )(ug +dvy) + (Bo +idg)(ug + dve) =
= [uy — vy + Pausg — dovg + '1:{311-‘1 + dyuy + Pave + dous).

Assim, usando as propriedades de integral de linha como visto em Calculo 111,

/[e:rlfl{:] + ap fo(z)] dz = /[,5’1-1“ — 0101 + Paug — dogldx — [Byvy + Syuq + Favg + dous|dy+

wf Y ot Y
i i

+ 2 /[j] 1+ Ay + ISQ’L-‘Q + Eg'ug]d:t.' + [.r'jjlu'l — vy + ﬁg'ﬂ-g — ﬁg’t’g]dy —

= (B + f-él}[-uldr — wydy + 1 /L‘] dr + uydy + (Fa + ids) [ usdr — vody + i [-llgd:r: + ugdy =

ot Y of Y ot Y =
i i i i

= [ fi(z)dz + as [ fa(z) dz.



Integracao de funcdes complexas

Proposigao 24 Sejam f : 2 C C— C uma fungdo continua, e v : [a,b] —  curva suave. Se
@ : [e,d] = [a,b] € uma mudanca de parametro e y2 é a reparametrizagio de vy, obtida através

de © entao
f(z)d |, f(z)dz, sep é crescente,
z)dz =<
I J

— |, f(z)dz, se @ é decrescente.

Prova: Provaremos apenas o caso em que @ é decrescente. O outro caso é deixado como

exerciclo.
Como 72(t) = 71(p(t)), temos 1(t) = 71(p(t))¢'(t). Como ¢ é decrescente, @(c) = b e
@w(d) = a. Assim, fazendo a mudanca 7 = (t). obtemos

d
[ 1@ = [ s dt=[ Fon(e®)((®)¢/ (1) dt =

:/:f{n,-,( W, (r)dr = — [f{m ff

Prova:



Integracao de funcdes complexas

Exemplo 55 Sen € Z, calcule
/{z — zp)" dz,

onde 7(t) =+ Re", R>0,0<t<2men € Z.

Observe que o traco de + é o circulo centrado em z de raio R. A funcao f(z) = (z — z)"

é continua (mesmo quando n é negativo) em ) = C\ 0. Como +/'(t) = Rie" e z — zp = Re",
temos

2 2w
/f(_-’:] dz = [ [Re™|" Rie" dt = / R ettt gt
oy S0 10

- . . 2w . .
Se n = —1 entao a integral acima se reduz a [, idt = 2mi.
Se n # —1 entao

2
[f{z} dz = / R"Yifcos((n + 1)t) + isen((n + 1)t)] dt =

10

Yar 2w
— R"tY; / cos((n + 1)t) — R™*Y [ sen((n + 1)t) dt =
Jo Jo

2

Ly

= 0.
0

N leésurl[(n + 1)t)

ﬂH__{:(}s{{-r'.t- + 1)t)
n+ 1 + BT

o n+1

/ (2 — 2)"dz = 2mi se n = —1,
J 0 sen # 1.

Assim,



Integracao de funcdes complexas

Exemplo 56 Calcule Jr’r % dz onde y(t) =2 +€",0 <t < 2.

Veja que & = (2 — 0)7! mas o centro de v é o mimero 2 (o raio é 1), ou seja, este exemplo

nao & wm caso particular do exemplo anterior.

Assim 1 é continua numa regiao contendo o trago de 7.

Sabemos que qualquer ramo do logaritmo satisfaz (log z)' = —i Como a curva sobre a qual
estamos integrando fica no semiplano r = (), tomaremos um ramo do logaritmo denotado por
log, pela restricao —m < # < 7. Desta forma, a funcao ¢(t) = log(2 4+ €"), 0 <t < 27 é bem
definida e suave.

Aplicando a regra da cadeia, obtemos

24+ et 2+ eft’

Deste modo,

A

1 Py _ie‘ii!' 2
—dz = — dt = o () dt =
,/,;z - _/D 2+ et ./u #)

0(27) — (0) = log(2 + ™ —log(2 + %) =log3 —log3 = 0.

—



Integracao de funcdes complexas

Definicao 22 Se y[a,b] — Q C C é um caminho formado pela justaposicao das curvas suaves
Ys---29n se [ 1 Q — C € continua, definimos

_£f(z}dr; :;-[ﬁ f(2)dz.

Observacao 20 A propriedade enunciada na proposicao 23 continua valida para caminhos.

Exemplo 57 Calcule [, zdz onde o trago de v € o triangulo de vértices 0, 1 e i percorrido no
sentido anti-hordrio.

Parametrizando cada um dos lados do triangulos por

1 1 1
m(t)=¢t0<t <1, [::dr::/(l—t—kit}(—l—l—i]dt:/[t—l—t}dt—l—i[(l—t—t}dt
yo(t) =1 —t+iat, 0 <t <1, o rﬂ 1 1 " v
va(t) = (1 —t)i, 0 <t <1, =—[ dt—|—i[ {1—2t]dt:—1+i[t—t2}|;:—1
J0 J0
! 1 2" 1
o o J0 J0 2 0 2

Deste modo,

1
TJ{EEZ[tiﬁzl._ 1 1
J1 Jo 2 /zdz:[zdz—l—[ zdz + zdz = =—14+==0.
LY L | o W2 o VY 2 2



Integracao de funcdes complexas

Definigao 23 Se v : [a,b] — C € uma curva suave, definimos o comprimento de y por 1
f]'
b T
' S
= / |7 () |dt. '
of | I}.E:
Se v € um caminho obtido pela justaposicao das curvas suaves vy,7, ..., Vn, definimos o S ]
SEU r.:ﬂmpﬂmenm por ] T 7
n ]
“jl - E El{'}jj 051
_j'=1 .'\\ :
. . N
Exemplo 58 FEncontre o comprimento da cardidide v(t) = (1 + cost)e™. '
Temos,

+'(t) = —sente™ +i(1 + cost)e’ = e"(—sent +i(1 + cost))

€ - /{l +cost)(l —cost)
v (t)] = v/sen2t + (1 + cost)? = V21 + cost. B Zﬁ[ \ 1 — cost dt =
Assim, devido a simetria da ::a.rdid-ide, Ny / md o5 / 1{3 o2 d
i - v 1—cost
=2 vl—l—{:(:-stfft:i*v@/ V14 cost dt = | { g
Jo Jo Se sen
=2V2 / =2v2 /
v1—cost Jo V1 —cost
zilx@/. E‘U"l—(:()ﬁf {'If:"-l‘\f@v"l—t.‘{.‘lfif;:
L0 '

— 4V2(v2 - 0) = 8.

— (‘(]‘1




Integracao de funcdes complexas

Proposigao 25 Se v : [a,b] = Q C C € um caminho e f: Q) — C € continua, entdo

'[f(g]dz
onde ~* € o traco de ~.

Em particular, se |f(z)| < M, para todo z € Q) entao,

[ f(2)dz

Exemplo 59 Utilize a proposicao 25 para obter wma estimativa da integral [ z"dz onden € Z
ev(t)=Re"™, R>0,0<t <m, |

Precisamos saber o comprimento da curva e o mdzrimo de |z"| sobre o seu traco. Ora, o
comprimento é TR e para todo 0 <t < 7, temos |(Re™)"| = R"|e™| = R". Assim,

[r*ﬂdr*
Sy

< r:réngclf(z}lf(’ﬂ,

< Me(~).

< R'7R = TR Exemplo 60 [dem para

1 it :
Observe que se n < —2 entdo [ o 1dz' onde (t) = Re®, 0<t<2m, R>L
lim [ z"dz=0.
R | Sobre o traco de v, a fungao f(z) = :_’11-_1 pode ser majorada como segue:

, 1 1 1 1
At = Re')| = < = =
|f(y(£)| = | f(Re™)| [Riett + 1] = [[Rie%t| — 1| IRT—1] T




Teorema de Cauchy-Goursat

Teorema 5 (Teorema de Green) Sejam ~v um contorno orientado no sentido anti-hordrio
e R o seu interior. Se P e Q sio funcoes de classe C' definidas em R entdo

[Pd:r:+[@dy_ [[ (E——y)drdy

Observacao 21 R = RUJR

Teorema 6 (Teorema de Cauchy-Goursat) Sejam v e R como no enunciado do Teorema
de Green. Se f € uma funcao analitica definida em um aberto contendo R entdo

-[r / Prova: A demonstracao que faremos serd somente no caso em que f é de classe O, Esta parte
é devida a Cauchy. A parte sem a hipétese de f ser de classe C! é bem mais elaborada e é
creditada a Goursat.

Coloque u = Rf e v = Ff. Aplicando o teorema de Green, obtemos

/f )dz = [udx—tdy+z[1dr—1¢dy_

ffﬁ( a; y)drdy+3[[ﬁ(%——y)drdy_
[[ (EJF—)&IfH[[H(g—i——y)dmy—g

pois, pelas equagoes de Cauchy-Riemann,

E ar € Br — E



Teorema de Cauchy-Goursat

Exemplo 61 Calcule [, ﬁdz onde v = e, 0 <t < 2.
Como o contorno 7 delimita a regido R = {z € C;|z| < 1} e f(z) = =5 ¢ claramente
analitica em R = {x € C;|z| < 1}, obtemos

1
dz =0
[FE—Q -

Exemplo 62 Calcule _f,r ﬁdz onde v =2+¢e", 0 <t < 2m.

Note que, agora, a fun¢ao f nao estd definida em toda a regiao delimitada por ~. Basta
observar que 2 € {z € C; |z — 2| < 1}.

Desta maneira, o teorema de Cauchy-Goursat nao se aplica. Devemos, assim, calcular a
integral usando apenas a definicao. Temos

2 . gt Py
[ : d:;:/ - dt:i[ dt = 2ri.
.?2_2 0 et J1

O teorema de Cauchy-Goursat se aplica a regioes mais gerais do que aquelas dadas por n-
terior de contornos. Mais precisamente, ele continua valido para regioes simplesmente conexas,

que passamos a definir.



Teorema de Cauchy-Goursat

Observacao 22 Grosso modo, um conjunto simplesmente conexro nao apresenta buracos.

Exemplo 63 Considere os conjuntos:

Dy ={zeC;|z| < 1}, Dy ={z€C;1 < |z| <3} e Dy ={zeC;0 < |z] <1}

Dy Dy Dy

Todos os trés conjuntos sio abertos e conexos. No entanto, somente [); € simplesmente
conero. Observe que embora o contorno ~(t) = 2e" esteja contido em Dy, os seu interior,
[z € C;|z| < 2} ndo estd. O mesmo acontece em Dy com o contorno y(t) = Le™.



Teorema de Cauchy-Goursat

Exemplo 64 O plano complero € simplesmente conexo.

Com esta nova linguagem, temos:

Teorema 7 (Teorema de Cauchy-Goursat) Seja D um conjunto simplesmente conexo. Se f é
analitica em D) entao para qualguer contorno ~ contido em D temos

[ f(z)dz = 0.

Exemplo 65 Sen € N entao [ z"dz = 0. para qualquer contorno . Em particular, tomando-
se n = 2 vemos que |

/[-I.E — y)dz — 2zydy = [ 2rydr + (z° — y*)dy = 0.

ol | i |

para qualquer contorno.



Independéncia de caminho

Definicao 25 Seja f : & € C — C uma fungao continua. Dizemos que a integral de f
independe do caminho se para quaisquer dois caminhos vy e yq @ [a, b] —  tais que v (a) = ya(a)

e ¥1(b) = va(b) tem-se
/ f(z)dz = [ flz)d-=.

Observacao 23 Se a integral de f independe do caminho, usaremos a notacao

| [ :1 f(2)d=

para designar a integral de f ao longo de qualquer caminho contido em () que una os pontos z
a z1. nesta ordem.

Teorema 8 Seja f: Q) C C — C uma fungao continua. Sao equivalentes:
(i) [, f(z)dz =0 para qualquer caminho fechado contido em €;

(it) A integral de f independe do caminho.



Independéncia de caminho

Observacao 24 O teorema de Cauchy-Goursat (veja 7) continua vdlido se a integral for feita
sobre caminhos fechados (lembre que um contorno € um caminho fechado simples).

Juntando a observagao acima e o teorema 3 obtemos:

Teorema 9 Seja {! um conjunto simplesmente conero. Se f : 8 — C € analitica entao a
integral de f independe do caminho.

Exemplo 66 Calcule [ e*dz onde v é uma poligonal que liga o ponto z =0 a z = 1.

Como f(z) = €* é uma funcao nteira podemos substituir a poligonal por qualquer outro
caminho que higue z =0 a z = i
Por exemplo, v, (t) = i, 0 <t < 1. Temos:

1
- oy . ‘I - )
/ e’dz = [ elidt = e 0= et — 1.
S 40



Primitiva
Definicao 26 Seja f:Q — C. Dizemos que F : Q) — C € uma primitiva de f se F'(z) = f(z)

para todo z € (.

Teorema 10 Se () € um conjunto simplesmente conero e [ € uma funcao analitica em () entao,

firado zp € §1, a funcado .
Fe) = [ 10d, ze9

é uma primitiva de f.

Corolario 5 Sejam () um conjunto simplesmente conexro e [ : {1 — C uma funcao analitica.

Entao, firado zgp € (! a fungao F : {) — C dada por

¢ analitica.

Prova: Pelo teorema anterior, a derivada de F existe em todo € (e é igual a f). Logo, F é
analitica em ().



Primitiva
Proposicao 26 Sejam () um conjunto simplesmente conexo e [ : (1 =+ C uma func¢ao analitica.

Se F' e GG sao primitivas de [ entao a diferenca entre F' e G € constante. Em particular, dado
zp € () existe C' € C tal que

Fe) = [ 1Qac+c
z’[l
Prova: Seja H : (1} — C dada por H(z) = F(z) — G(=z).
Como H'(z) = F'(z) — G'(z) = f(z) — f(z) = 0 e Q é conexo, segue de 19 que H(z) é

constante.
Quanto a outra conclusao, basta lembrar que

mf;ﬁc)dc

é primitiva de f. Portanto, F(z) — [ f(¢)d{ = C para alguma constante C. Além do mais,
tomando z = zp, vemos que C' = F(zp).

Observacao 25 Segue do Teorema 10 e da Proposicao 26 que toda primitiva de uma func¢ao
analitica definida em um conjunto simplesmente conexo € da forma _f;j f(C)d(+C, para algum

zp € ) e algum C € C.

Proposicao 27 Sejam () um conjunto simplesmente conexo e f : {1 — C uma funcao analitica.
Se F € uma primitiva de f e v : [a,b] — Q € um caminho entao

| [ f(2)dz = F(+(b)) - F(1(a)).



Primitiva

Exemplo 67 Calcule Jr’r ¢’ zdz onde y(t) = (1 + cost)e™, 0 < t < pi.

Como %{%EEE} = "z, temos que F(z) = %EEE é uma primitiva de f(z) = e* 2.

Assim,
32 1 32
e zdz = —e
. 2

Exemplo 68 Seja ) um conjunto simplesmente conexo que nao contém a origem. Se v -
la,b] = C € um caminho entdo

Wm0 ]

j— 2 .

¥(0) 2

1
[ < dz=10g(1(8) ~Tog(a (@) (15.2)
Em particular se v € fechada, f'r % dz = 0.

[sto segue do fato que a fungao log z é uma primitiva de % defimda no conjunto simplesmente
conexo (). Porém, se {1 contiver a origem, a formula 15.2 deixa de ser valida. Basta lembrar
que

[ldz:jﬂ'?,' ﬂ:.f(t] —e' 0<t<2m

gz -



Formula de Cauchy

Teorema 11 (Formula de Cauchy) Sejam Q um conjunto simplesmente conexo, v um con-
torno contido em () orientado no sentido anti-hordrio. Se f é uma funcao analitica em £} entao

1 f)

2mi ),z — 2

f(z0) =

dz (16.1)

para todo zy contido no interior de ~.

Exemplo 71 Se v € um contorno que contém zy no seu interior e percorrido no sentido anti-
hordrio entdo tomando f(z) = 1 na formula de Cauchy, obtemos um resultado que jd nos é

familiar:
1 = 1, [ ! dz, isto €, / : dz = 2mi.
2wt [,z — 29 Jy T — 2

Exemplo 72 Seja v € um contorno que contém z ne seu interior. Calcule [ =2dz, v per-

corrido no sentido anti-hordrio. Basta tomar f(z) = cosz e zyp = 0 na fr:frmﬁﬂa de Cauchy.
Obtemos

COS Z _ _
/ dz = 2micos() = 2.

2



Formula de Cauchy

Teorema 12 (Formula de Cauchy para derivadas) Sejam (1, ~, f e zy como no teorema
16.1. Entao f possui todas as derivadas em zy e a n-ésima derivada € dada por

m! z
F™(z0) = [ € _f Eﬂ%’lnﬂ dz, (16.3)

2w

onde v € percorrido no sentido anti-hordrio.

Corolario 6 Toda funcao analitica € de classe O,

Prova: Dados n € N e f analitica, segue do teorema anterior que f"™! existe em todo o
dominio de f. Conseqilentemente, a funcao f™ é continua (por ser derivavel). 1

Corolario 7 A derivada de uma funcao analitica € também analitica.

Exemplo 74 Seja v um contorno que envolve a origem. A integral [ ?l__rdz pode ser calculada
usando-se a formula 16.5 com f(z) =1 e zp = 0, obtendo

[—dz_i‘ﬁf[ ) = 270 = 0.



Integracao de funcdes complexas

Teorema 13 (Morera) Sejam [ : €1 — C continua e ) simplesmente conezo. Se a integral de
f independe do caminho ou, equivalentemente, a integral de [ se anula sobre qualquer caminho
fechado contido em (1, entao [ € analitica.

Teorema 14 (Liouville) Se f € uma funcdo inteira e limitada entdo f € constante.

z)| < M, para todo z € C. Tomando ~v(t) = z + Re™, 0 < t < 2,

. _fQ)
i /({; — 2) dﬁ"l o -:,E’*'

C—2)2
mas £(v) = 2nR e para ( € 7", isto é, |( — z| = R, temos
(O i(9]

Prova: Seja M tal que
temos

£(v)

|f'(2)

10 | _ QI
(=2 [(—z R ~ R
Logo,
, 1 M M
1 f(z)| < Eﬁﬂrﬂ R

que tende a zero quando R tende a 4oc.
Desta forma, f'(z) = 0 para todo z € C. Segue dai que f(z) é constante.

Teorema 15 (Teorema fundamental da algebra) Todo polinomio ndo constante possui u-
ma raiz em C.



Funcdes complexas - exercicios

6.1.10 Usando as identidades

ez’z 0 (__,—iz eiz — e~z
COS 2 = ] S€én 2 = e 2
2 2%

estabelecidas por comparagao de séries de poténcias, mostre que

(a) sen(x + iy) = sen x cosh y + i cos zsenh v,

cos(z + 1y) = cos z cosh y — isen zsenh ),

2

(b) |sen z|? = sen®z + senh®y, | cos z|? = cos® z + senh?y.

[sso demonstra que podemos ter |sen z|, | cos z| > 1 no plano complexo.
6.1.11 Pelas identidades nos Exercicios 6.1.9 e 6.1.10, mostre que
(a) senh(z + 2y) = senh x cos y + i cosh xsen 1,
cosh(z + iy) = cosh x cos y + isenh zseny,
(b) |senh z|? = senh®z + sen?y, | cosh z|* = cosh” z + sen?y.

6.1.12  Prove que

(a) [sen z| > |sen z| (b) | cos z| > |cos z|.



6.1.13
6.1.14

6.1.15

6.1.16

Funcdes complexas - exercicios

Mostre que a fun¢ao exponencial e € periddica com um periodo imaginério puro de 27r4.

Mostre que

z  senh x + iseny z  senhx — 2sen y
(@) tg; = — g (b)lg. = —— s
2 coshz + cosy 2 coshx — cosy

Ache todos os zeros de

(a) sen z, (b) cos z, (¢) senh z, (d) cosh z.

Mostre que
(a) sen 'z = —iln(iz + V1-—22 i (d)senh™'z = In(z +
(b)cos™' z=—iln(z + /22 - 1), (e) cosh™ 2z = In(z + V22 _1)
+

0 i+ 2 1 1 iz
)tg 1z = =1 ; tg 1z = =1 .
() tg™ 2 er(i-Z) (f) tg 211(1_z>

Sugestao: 1. Expresse as fungdes trigonométrica e hiperbdlica em termos de exponenciais.
2. Resolva para a exponencial e entdo para o expoente.




6.1.17

6.1.18

Funcdes complexas - exercicios

Na teoria quantica da fotoionizagdo, encontramos a identidade

. b
ia—1\"

<£__+_—i> — (‘,Xl)( -20 (",()t_] (In)-,
1A

na qual a e b sdo reais. Verifique essa identidade.
Uma onda de luz plana de freqiiéncia angular w € representada por

eiw(t—nm/(}) .
Em uma certa substancia, o indice real simples de refragdo n € substituido pela quantidade complexa
n —ik. Qual € o efeito de k sobre a onda? A que k corresponde em termos fisicos? A generalizacio
de uma quantidade da forma real para a forma complexa ocorre com freqiiéncia na fisica. Exemplos
abrangem desde o modulo complexo de Young de materiais viscoeldsticos até o potencial (6ptico)
complexo da “bola de cristal nublada” do modelo do nicleo atomico.



Funcdes complexas - exercicios

6.2.1 As fungdes u(r,y) e v(x,y) sdo, respectivamente, as partes real e imagindria de uma funcio
analitica w(z).
(a) Admitindo que as derivadas requeridas existem, mostre que

Vu =V =0.

Solugdes da equacao de Laplace, tais como u(x,y) e v(x,y), sio denominadas funcoes
harmonicas.
(b) Mostre que |
Ouou  Ov Ov
TG Mol
oxr dy  Ox dy

¢ dé uma interpretacao geométrica.
Sugestao: A técnica da Se¢io 1.6 permite que vocé construa vetores normais as curvas u(z, y) = ¢;
ev(z,y) = ¢;-

6.2.2 Mostre se a funcao f(z) = R(z) = x € analitica ou nao.



6.2.5

6.2.6

6.2.7
6.2.8

6.2.9

Funcdes complexas - exercicios

Ache a funcao analitica

w(z) = u(z,y) + w(z,y)
se (a) u(z,y) = z2 — 3zy?, (b) v(z,y) = e~ Ysen .
Se ha alguma regidao comum na qual wy = u(z, y) + iv(z,y) e we = wi = u(z,y) — tw(z,y) sdo
ambas analiticas, prove que u(z,y) e v(x,y) sdo constantes.
A fun¢io f(z) = u(z,y) + w(x,y) € analitica. Mostre que f*(z*) também ¢ analitica.
Usando f(re'?) = R(r,0)e!*™? na qual R(r,0) e ®(r,6) sio funcodes reais diferencidveis de r ¢
¢, mostre que as condi¢oes de Cauchy-Riemann em coordenadas polares se tornam
(a) O_R Rad) ®) L L OR _R(_):I)
P r 0’ r 00 or’
Sugestao: Estabeleca a derivada primeiro com 42z e em seguida com 4z tangencial.
Como uma extensio do Exercicio 6.2.8, mostre que ®(r,#) satisfaz a equacao de
Laplace em coordenadas polares. A Equagdo (2.35) (sem o termo final e igualada a 7€10) ¢ o
laplaciano em coordenadas polares.



6.2.10

6.2.11

6.4.1

Funcdes complexas - exercicios

O escoamento bidimensional de fluido irrotacional é convenientemente descrito por um potencial
complexo f(z) = u(z,v) + tv(z, y). Denominamos a parte real, u(x,y), velocidade potencial, e a
parte imagindria, v(z,y), funcao corrente. A velocidade do fluido V é dada por V = Vu. Se f(z)
¢ analitica,

(a) Mostre que df /dz = V, — iV,;

(b) Mostre que V - V = 0 (nenhuma fonte, nenhum mergulho);

(¢) Mostre que V x V = 0 (escoamento irrotacional, nao-turbulento).

Uma prova da desigualdade de Schwarz (Secdo 10.4) envolve minimizar uma expressao,
PN : % g%k *
f = Yaa B /\‘Ji)ab + A Pap + AA Pbb > 0.
Os 1) sao integrais de produtos de fun¢des; v, € 1y, sdo reais, 2, é complexa e A ¢ um parametro

complexo.

Mostre que

, ‘ 2mi. n=—1
e — T o — 3 )
%C(” 2] d { 0, n#F —1,

em que o contorno C circunda o ponto z = zp em um sentido positivo (anti-hordrio). O expoente
n € um inteiro. Veja também a Equacgao (6.27a). O calculo de residuos, Capitulo 7, ¢ baseado nesse
resultado.



6.4.2

6.4.3

6.4.4

6.4.5

Funcdes complexas - exercicios

Mostre que

1 - -
— @ 2" 1dz. m e n inteiros
271

(com o contorno circundando a origem uma vez, em sentido anti-hordrio) ¢ uma representacao do
577?,71‘ P
Resolva o Exercicio 6.3.4 separando o integrando em fragoes parciais ¢ entao aplicando o teorema
integral de Cauchy para regioes multiplamente conectadas.

Nota: Fragoes parciais sao explicadas na Se¢do 15.8 em conexdo com as transformadas de Laplace.

dz
Jo B2 =1
= 2

Admitindo que f(z) ¢ analitica sobre e dentro de um contorno fechado C' e que o ponto z esta

dentro de C', mostre que
£l ~
M(iz :y{ f(z) =dz.
c (

C 22— 20 Z—ZO)"

Avalie

em que C' é o circulo

Z




Funcdes harmonicas

Considere f : 2 — C, uma fungao analitica. Sabemos que f é de classe €, 1sto é, possm
derivadas de qualquer ordem em (2. Segue dai que as fungoes u = Rf e v = & f também sao
de classe C'™ em (L.

Como f é analitica, u e v satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann:
du  dv Ou v
— T — E — T —
dr Oy oy Oz

Derivando a primeira das equagoes acima com relagao a r e a segunda com relagao a y,
obtemos

em £,

2u 3% u v
= em ().

a2 Oxdy ¢ 8y? ~ Oydr

Somando-se ambas as equagoes,

9*u N Fu B v 8*v B
x2 Oy  Oxdy Oydr
pois v tem derivadas parciais de segunda ordem continua.
Vemos, assim, que u satisfaz

0

&% u N 9u B
or? Oy
A equacao acima é chamada de equacao de Laplace e uma funcao de classe C? que a satisfaca
é dita harmonica.

0 em (1.




Funcdes harmonicas

Exercicio 14 FProve que v = 3 f, [ analitica, € também uma funcao harmonica.
Exemplo 76 As funcoes

ui(z,y) =z —y? = Rz, ws(z,y) = e*cosy = Re* e us(z,y) = coshycosz = R cos z
sao exemplos de funcoes harmonicas em C.

Exemplo 77 Nio existe funcdo analitica cuja parte real seja u(z.y) = x° + y>. Pois, se
eristisse, u deveria ser harmonico, porém,

32y 52y
73 (@) + a—ygfI-.y} =4#0

Como vimos, toda parte real de uma funcao analitica é harmonica.
O proximo teorema diz que se u for harmonica em uma regiao simplesmente conexa entao
u é a parte real de alguma funcao analitica.



Funcdes harmonicas

Teorema 16 Sejam () wm conjunto simplesmente conexo e u : ! —+ R wma funcao harmonica.
Entao eriste uma funcao analitica f : ) — C tal que u = Rf.

Observacao 27 A funcao f do teorema acima é dada por

Exercicio 15 Verifique que se u e ) sao como no teorema acima e se 7y : [a,b] — Q € tal que
v(a) = (z0,yo) € v(b) = (z,y), entdo

[ (g: - ag:) dz = u(z,y) — ulxy, yo) + ?'--[r—g—;dy - %dﬂ:.

Definicao 27 Seja () um aberto. Denotamos por H({)) o conjunto de todas as funcoes harmo-
nicas em §).



Funcdes harmonicas

Exemplo 80 Seja () um conjunto simplesmente conero que contenha a origem. Se R € tal que
v(t) = Re', 0 <t < 27 esteja contida em (1 entdo, para todo a tal que |a| < R temos

u(a)

1 EWR‘}_|E|E 1 [lﬁ R‘l_|ﬂ|2
0

(2)dt = — Re'dt 17.1
u(2)dt =5~ |Reﬂ_ﬂ|gu{e (17.1)

Ty Tz—aP

Exemplo 81 Tomando u = 1, vemos que se la| < R

/Eﬂ' |E|Q o |ﬂ'|gdt _ [Eﬂ' RQ o |ﬂ|‘l P
0 J0

|z — al? |Re’t — al?

Ou seja,

[*’ 1 b I
Jo |Re*—al?  R?2—|a*

Observacao 28 Observe que pela formula 17.1. o valor de u no interior do disco z;|z| < R sd
depende dos valores de u na fronteira deste mesmo disco.



Sequéncias e series

Definicao 28 Considere uma segiiéncia de niimeros complexos (z,), isto €, uma aplicacdo que
para cada n € M associa um unico numero complexro z,. Dizemos que z, € convergente se eristir
z € C tal que para todo £ > 0 existe n, € N satisfazendo

lzn — z| < ¢ SEMPre que 1n = n,.

Proposicao 28 Se z, € convergente entao existe um tnico nimero complero z satisfazendo a
definicao acima.

Observacao 29 Se z, € convergente e se z € o inico numero complero gue satisfaz a definicao
25, dizemos que z € o limite da segiiéncia z, e denotaremos por

Zn —+ Z o lim =z, = =.
TE—r30
Observacao 30 Geometricamente, o fato de z, — z significa que por menor que seja o disco

centrado em z,, sempre serd possivel encontrar n, € N de modo que z, pertenca a este disco
para todo n = ny. Em geral, quanto menor o disco, maior serd ng.



Sequéncias e series

Observacao 31 Se uma seqiiéncia nao for convergente, diremos que ela € divergente.

Deixamos como exerciclo as provas das seguintes proposigoes:
Proposicao 29 Se z, — z e w, — w entao
i) zp +w, = z+w;
i) Azm — Az, para todo A\ € C;
it1) existe M = 0 tal que |z,| < M, para todo n € M, isto €, a segiiéncia z, € limitada.

Proposicao 30 Seja z, uma seqiencia em C. Sejam x, = Rz, e y, = Fz,. Entao z, €
convergente se e somente se as seqiéncias de NUMeros reais T, € Y, convergem. Em caso
afirmativo, temos

Iim z, = llm z, +7 hm y,.
—r o0 Te—r0 Ti—r S0



Sequéncias e series

Exemplo 82 Analise a convergencia das sequintes segiiencias:

1
Wy = 1 e (n = — 1+ 1n.

1
in — =,
T TL

Como Rz, =0 —=0eFz, = % — (), a proposigao 30 nos diz que z, é convergente e se limite
é ZETO.

Note que Rwsr = Ri®* = (—1)* nao é convergente. Logo, pela proposicao 30, a seqiiéncia
wy também nao converge.

Quanto a iltima sequencia, vemos que ela nao é hmitada, pois para todo n € M, temos

1
ICn| = \/—q +n? > vn?=n.
H—'

Logo, pelo terceiro item da proposicao 29, (, nao pode ser convergente. L]



Sequéncias e series

Definicao 29 Seja z, uma segiiéncia em C. Dizemos que a série Y . z, € convergente se a
seqiiencia s, = zp + - - - + z, for convergente. Ou seja, se existir S € C tal que para cada £ > ()

existir n, € M tal que
M

S—ZEJ'

3=0

< £ para todo n = n,.

Neste caso, denotamos S por > .~ zn.

Observagao 32 A seqiiéncia z,, que dd origem a sériey - zn € chamada de termo geral desta
SETIE.

Seguem das proposigoes 29 e 30 as segmintes proposigoes:

Proposicao 31 Se S =3z, eT =3 "  jw, entdo
i) > polzm +wn) =S5 +T;

i) Y074 Azn = AS, para todo A € C.



Sequéncias e series

= e - : ; - £ (]
roposicac E)AIM Zn = Tn + 1ln. Tn = Rzn € F2n = yn. Entao a série " o Zn COTLVETQE
P 32 S + iyn, Rn e S Ent =

se e somente se as séries de nimeros reais Y .. Tn € ¥ oo Yn convergem. Neste caso
- o0 o0
E zn:E :r..'ﬂ—|—?'.E U -
n=>0 n=>0 n=>0
Também temos
L [l -
Proposicao 33 Se Y ™, z, € convergente entdao z, — (.
) e 5 T £ --l . i
Prova: Coloque x, = Rz, e y, = Fz,. Pela proposigao 32, as séries de nimeros reais » |~ =y,

e > > o yn convergem. Portanto, por um resultado de Céleulo I, temos z,,y, — 0, isto é,
Zn = Tn + iy, — (.



Sequéncias e series

i

e o0 - ’ . O .:_-\.'1 L
Exemplo 83 A série ) |~ |+ ndo € convergente pois } =~ S5 = )
monica). No entanto, temos — — 0.

o0

o i diverge (série har-

Observacao 33 O exemplo acima mostra que a condigao z, — 0 nao é suficiente para que a
série formada por z, seja convergente. No entanto, a proposicao 35 nos diz que esta condicao
(zn — 0) € necessdria para a convergéncia de > - o zn, isto €, se o limite de zn ndo existir ou
se convergir para um nimero diferente de zero entdo a série Y .-, zn serd divergente.

P @) n+1- z _ : £ A
Exemplo 84 Pela pmpﬂ'Sll;{lﬂ 32, a série 37 I € convergente, pois as séries de nimeros

reais ) (REE =37 S e REE = Zﬂ_l =7 sao ambas convergentes.

Definigao 30 Dizemos que a série » .- | z; é absolutamente convergente se a série Y - | |z
for convergente.

y Tl

Exemplo 85 A série Y > | = € absolutamente convergente. Basta notar que a série de ni-
- 50 in -
Meros Teais » -, =D o137 € convergente.

nz

Proposigao 34 Se Yz, € absolutamente entao ela também € convergente.



Séries de poténcias

Definicao 31 Sejam z, € C e a, uma seqiencia de numeros compleros. A cada z € T cologque
Zn = An(z—2,)". A série dada por "z, =Y 7 an(2—2,)" € chamada de série de poténcias.
() numero complexo z, € chamado de centro da série de poténcias.

Definigao 32 Dizemos que wma série de poténcias ), _gan,(z — z,)" converge uniformemente
em um conjunto ) C C se existir uma fungaeo S em D tal que dado € > 0 exmistir n, € M
satisfazendo

S(z) — Zaj(z — 2P| <€ para todo n > n,.

T
=0

Observacao 34 FE claro que se a série converge uniformemente em 1) entdao, para z € 1) temos
ue a série de poténcias _nanlz — z,)" converge para S(z).
q p n=0 tn o ge p

Observacao 35 Note que embora as definicoes de convergencia e de convergéncia uniforme
sejam bastante semelhantes, nesta ultima € possivel escolher, para cada ¢ = 0, um mesmo n,
que sirva para todo z € D. Na definicao de convergéncia, o n, pode variar de acordo com o
ponto z.



Séries de poténcias

Proposigao 35 Seja > o jan(z — z,)" um série de poténcias tal que para todo n tenhamos
|an(z — 2,)"| < b, para todo z € D, onde Y~ b, é convergente. Entio, >~ an(z — z,)" €
uniformemente convergente em D).

- A - [ ] -
Teorema 17 Dada uma série de poténcias )~ qan(z —z,)" entao ocorre uma e somente uma
das sequintes situacoes:

i) Yooeoan(z — 2,)" s6 converge em z = z,;

ii) existe r > 0 tal que se |z — z,| <1 a série Y a,(z — z,)" converge absolutamente e se
0 < v < r, a convergéncia é uniforme no disco fechado D,, = {z;|z — z,| < r'}.

Além do mais, se |z — z,| > 1 a série > jan(z — 2,)" diverge;
i) a série Y - gan(z — z,)" converge absolutamente para todo z € C e uniformemente em

todo disco fechado Dy = {z: <1’}

za — zZg

Observacao 36 O nimero r que aparece em ii) da proposicio acima € chamado de raio de
convergéncia da série. Estendemos este conceito para dizer que em i) o raio de convergencia é
zero e em iii) € infinito.

Observacao 37 O sequndo item do teorema anterior nada afirma sobre a convergencia da
série sobre o circulo |z — z,| = .



Séries de poténcias

Proposicao 36 Considere a série de poténcias

R

Z ap(z — z,)".

n=l0

Se o limite da seqiiencia {/|a,| converge entao o raio de convergéncia da série acima serd dado
por r onde
0, se hmy, . /|a, = o0;

0o, se limy . 3 |a,| = 0;
. ose 0 < limy, . v/|an| < oc.

T

limn_,.x, ||

Exemplo 88 FEncontre os raios de convergéncias das sequintes séries:
o agn_mn.
0) Y gn2nan

E‘) Z —0 n" b) Como lim, . v/n" = lim,,_,, n = 0o, vemos que o raio de convergencia é zero.

a) Como hmpee V2™ = 2limp o n = 2, vemos que o raio de convergencia é 1/2.

L‘) Z III' ¢) Como lim, . {/1/n"™ =lm,_,. 1/n =0, vemos que o raio de convergencia é infinito.
n= n." -



Séries de poténcias

Teorema 18 Seja

O

f(:} — Z ﬂ'nliz - :ﬂ'}ﬂ

n=0
& o e = . . Y - . .
uma série de poténcias cujo raio de convergeéncia v seja diferente de zero.
Entao f € continua no disco D, = {z;|z — z,| < r}.

Teorema 19 (Integracao termo a termo) Seja

flz) = Z an(z — zo)"

=

uma série de poténcias cujo raio de convergéncia v seja diferente de zero. Se vy : [a,b] = C €
um caminho cujo trago esteja contido em D, = {z;|z — z,| < r} entdo

z]dzzm z—::,;.]ﬂdzzw tn v(B) — 2o)" — (v(a) — z)" .
[1@a==3 [ > 27 [00) =) — () - 2"

Em particular, se v € um caminho fechado, _f,r f(z)dz =10,




Séries de poténcias

Corolario 8 Seja

f(z) = Z anlz — z)"

Ti=

uma s€rie de poténcias cujo raio de convergéncia v seja diferente de zero.
Entdo f € analitica no disco D, = {z;|z — z,| < r}.

Teorema 20 (Derivacao termo a termo) Seja

fl[E] — Z ﬂn{z - :ﬂ}n

=

uma série de poténcias cujo raio de convergéncia v seja diferente de zero.
Entao a derivada k-ésima de f num ponto z € D, = {z;|z — z,| < r} € dada por

= . = (k+n)!
FOE) =3 3G =1 G =k + Dase— 2oy =3 EE g oz
n=0 ’

j=k

e 0 raio de convergéncia da série acima também € r.



Exemplo 91 Podemos aplicar a série da derivada de
1 oo

f(z) = l_z:Zz”, 1z <1

n=(0

para obter vdarias outras representacoes de funcoes em série de poténcias.
De fato, derivando a erpressao acima obtemos

oo o a

1 - n
a ]E:an” 1:Z(n+1}z, z| < 1.
- n=1 n=0
Derivando mais uma vez,
2 - n—1 - m
WZZ(H—FI)HE :Z{ﬂ+2][?1+1:13 . |2| < 1,
n=1 n=0
ou seja,
b Effﬁ Nn+ 1), |2 <1
- 224 | |
Prossequindo o processo, obtemos
1 R — = (n+k—1)!
= E—1)--- 1)=" = "
DL (k—1)!;(”+ )--(n+1)z ﬂz:[:} TETT

3 (’”;:f;l)zn., 2l <1, k> 1.

n=I0



Séries de Taylor

Teorema 21 (Série de Taylor) Seja f: QQ — C uma funcdo analitica definida em um aberto
(0. SezoeQ er >0 € tal que Dy = {z; |z — 2| < v} C Q entao

. fln)
f(z) = Z fn—EFD]{;? — z)", para todo z € D,.
n=>0 '

Observacao 38 Note que se [ € inteira, isto €, {) = C, entao o raio de convergéncia da série
de Taylor de f € infinito pois Dy, C C para todo r = 0.

i - 5 s - (r) 2 £ /
Observagao 39 Nos referiremos d série >, f ﬂ{; }{z — z,)" como a série de Taylor de f
centrada em z,.

Exercicio 16 Prove o sequinte:

Se uma funcao analitica definida em um disco centrado em z, € representada por uwma série
de poténcias centrada em z,, entdo esta série € a série de Taylor de f centrada em z,.

Observacao 40 Cuando z, = 0 a série de Taylor também € conhecida como série de MacLau-
T,



Séries de Taylor

-

Exemplo 93 Fncontre a exrpansao em série de MacLaurin da funcdo f(z) = e°.

Como para todo n = 0,1, ..., temos f™(2) = €, vemos que
o0 o0
S0, 1,
€ = 2" = —z
HZ; 71! HZ% 71!

que € vilida para todo z € C.

Exemplo 95 Encontre a E:::pﬂnsar:r em série de Taylor em torno de z, = 1 do ramo da funcao

fz)=vzeomVi=1lez=re? —7 <8<

Jz = Z.f : 2_1 _1‘|‘QZ ﬂ—lj] (g—l]n, ze Dy ={z|z-1| < 1}.



/eros de funcao analitica

Teorema 22 Seja f : () = C uma funcao analitica definida em wm aberto £). Se z, € (1 € tal
que todas as derivadas de f de se anulam em z, entao f se anula identicamente em todo um
disco aberto centrado em z,.

Prova: Seja D). um disco centrado em z, contido em £). Pela série de Taylor, para todo z € D,

temos
o0 {]'!-_] -
£ =3 Lo e,
n=>0 '

mn

Mas como f™(z,) = 0 para todo n, segue da férmula acima que f(z) = 0 para todo z € D,.
0

Observacao 41 Se () € conexo e [ satisfaz as hipdteses do teorema acima, pode-se mostrar
que f € identicamente nula.



/eros de funcao analitica

Corolario 9 Se z, é um zero isolado de uma fungao analitica f : 2 — C entao pelo menos
uma das derivadas de [ se anula em z,.

- . - - . _ 1
Observacao 42 Considere a funcdao de uma varidvel real a valores reais dada por f(z) = e ==
sex # 0 e f(0) = 0. Pode-se verificar que todas as derivadas de [ existem e em x = () elas se
anulam. No entanto, [ nao € identicamente nula.

Teorema 23 Seja f : ! — C uma funcao analitica definida em wm aberto 1. Se z, € 1 € tal
f(z,) =0 e nem todas as derivadas de [ de se anulam em z, entdo z, € um zero isolado de f,
isto €, em algum disco centrado em z, nao existe nenhum outro zero de f.

Corolario 10 Seja f : Q2 — C uma funcao analitica definida em um aberto (). Se z, € {1 € um
zero isolado de [ entao existe um inteiro positivo n e uma funcao analitica g definida em um
disco aberto D centrado em z, satisfazendo

flz) = (2 — z)"g(2). gl(zo) # 0, para todo z € D.



/eros de funcao analitica

Definicao 33 Sejam f : () — C uma funcao analitica definida em um aberto e z, € () um zero
isolado de f. O nimero n do corolirio acima € chamado de ordem do zero z,.

- o = - ’5 o . -
Exemplo 96 A funcio f(z) =1 — |z|> = 1 — 2% — y* ndo é analitica pois os seus zeros nao
sao isolados. Note que os zeros de [ representam o circulo centrado na origem de raio 1.

Exemplo 97 z, = 0 € um zero de ordem dois da funcao f(z) = 1 — cosz. Basta ver que
flO)=1—cos0 =0, f/(0) =sen0 =0, f(0) =cos0=1H#0.

Note também que

— (DF o o (SDF o (H1)F o
l—cosz=1 —Z o0 22k — ; ) P Zmzﬂ{k 1)

‘:D k:l

_Eii {_l}k—H EEF;:_EE {E}
IR = ACICE ) [

Sy oo (CLE o s _ 1
z) = g m é analitica e g(0) = —3.



Série de Laurent

Teorema 24 (Série de Laurent) Seja f analitica em A, p = {z,7 < |z — z,| < R}. Entao,
para todo z € A, p

f(z)

[
K
s
;'j
”MB
H
|
éi“‘*
|
]
iy
i)
|
s
b= |

onde

Observagao 43 O circulo centrado em z, e de raio s, que aparece no enunciado do teorema
anterior pode ser substituido por qualquer outro contorno contido em A, p que contenha z, no
seu interior.



Série de Laurent

Corolario 11 Se f € como no teorema anterior (veja 24) e v € um contorno em A, p contendo
z, Mo seu intertor, entao

[f[z]dz = 2mia_1,
onde a_y € o coeficiente do termo (z — z,)”! da série de Laurent de f centrada em z,.
Observacao 44 Mais adiante veremos um resultado mais geral do corolario acima.

Observacao 45 A série de Laurent de uma funcao f definida em A, p € unica, isto €, se

f(z) = Z a_p(z —2,) " + Z an(z — 25)" = Z bonlz—2z,) "+ Z bu(z — 2,)", 2z € App
n=1 n=( n=1 n=[

entao an = by para todo n € Z.



Série de Laurent

Exemplo 100 Encontre a série de Laurent de

em torno da origem.

Como B
T — — {_1}11 o 2nt1 i
mnu-_;{2ﬂ+1]11L . w e C,
temos
1 - [_1j —In—1
"*”“?‘ﬂzz:{znﬂjiz 70
e dat,
1 = (-1 = (=1 I = (1)t
_,:3,_ i - In+2 __ : 2k _ ;E__ . Ek_ 2.5
e ;{Eﬂ—kl}! k;j 2k+3)!  ° ©® +; 2k +3) (20.5)



Exemplo 101 Calcule

1 |
/33 sen — dz, ~(t) = e", 0<t<2m.

- — —

Seque do coroldario 11 que

/33 seTl lc'l:e: = 2mia_q

Z

onde a_y € o residuo de f em z, = (.
Mas, de 20.5 temos a_y = 0. Assim,

1
fzgsen—dz:'[].

=

Exemplo 102 Calcule

1 :
[sen —dz, y(t) = e, 0<t<2m
ot W Z
Usando o teorema 2, temos

1 23 sen * z3sen 1 _
sen — dz = =iz = = dz = as2mi,
. - i 23 i ?’_,2+1 '

mas por 20.5, as = 1. Logo,

[sen l dz = 2mi.

A



Singularidades

Definicao 35 Um ponto z, € C ¢ um ponto sinqular isolado (ou uma singularidade isolada)
de uma funcao f se f nao for analitica em z, e existir v > 0 tal que f € analitica em Ag, =
{20 < |z — 2| < T}

Exemplo 103 A origem € ponto singular isolado das sequintes funcoes:

SEI Z 1

filz) = S fg(zjz—n,ﬂ-EH e de fg[E]:E‘%.

&

Definicao 36 Se uma funcao nao for analitica em z, e, além disso, para todo v > 0 existir um

- - - Fpo- . - - . - .
ponto em Ay, onde f também nao é analitica, diremos que z, é uma singularidade nao isolada
(ou ponto singular nao isolado) de f.

Exemplo 104 A origem € uma singularidade nao isolada da funcao f(z) = 1/sen(1/z). Basta
ver que para cada r > 0, tomando n € M tal que 1/nw < r, f ndo € analitica em z = 1 /nm.



Singularidades

Definicao 37 Um ponto singular isolado z, de uma funcao f é classificado como

1. Removivel quando existe um niumero complexo ¢ tal que a funcao

flz)  sez#z

C S€ T = Zy

g(z) =

é analitica em um disco centrado em z,. Em outras palavras, existe wma funcdao analitica
numa vizinhanca de z, que coincide com [ nesta vizinhanca a menos do ponto z,.

2. Polo quando eristirem um inteiro positivo m e um numero complero ¢ # 0 tal que a

funcao

{z o Eﬂ}mf{z} S€E Z ?E “o
C SE I = Zp

g(z) =

€ analitica em um disco centrado em z,. Em outras palavras, existe uma funcae analitica
numa vizinhanca de z, que coincide com a funcdo z — (z — z,)™ f(z) nesta vizinhanca a
menos do ponto z, e esta funcao € diferente de zero em z,.

3. Essencial quando nao for removivel nem pdlo.



Singularidades

Observacao 46 Seja z, um polo de f. Suponha que my,ms € N eci.ca € C, e Z0 e g # 0
sejam tais que

q(z) = {(2 —R)fE)  sezd g e golz) = {(: —2)"f(2)  sez#z

1 S€ = Z, ) S€ z = z,

sejam analiticas em um disco centrado em z,.
Entao, como ¢; e ¢y sao diferentes de zero, temos

my—ma

lim (z — 2) TN C Y N Y i A€ _
32 ! Z—2Zo (” — Eﬂ}mﬂ 22 I::E — .’:D]mﬂf{z} Z—42Zg gg[z} o

Mas isto sé € possivel quando my1 = ma e, conseqiientemente, c1 = ca.

Definicao 38 Diremos que a ordem de wm pdlo de uma funcdo f € o (inico) inteiro que
aparece na definicao 2.



Singularidades

Observacao 47 Se z, € uma singularidade removivel de f entdao existe o limite hm,_,,_ f(z).

Observagao 48 Se z, € um pdlo de ordem m de f entdao o limite hm,_,. (z — z,)™ f(z) existe
e ¢ diferente de zero.

Exemplo 105 A origem é uma singularidade removivel de fi(z) = senz/z pois a funcao
g(z) =31, [—%r%zgn ¢ inteira (para verificar isto, use a proposicao 37) e satisfaz

Sl _ BOILE
- 0.
Z {En—l— 1)! z 7

Exemplo 106 A origem € um pélo de ordem m da funcao f(z) = 1/z™. Basta tomarmos
g(z) = 1 na definigao de pélo.

Exemplo 107 A origem é uma singularidade essencial de f(z) = e'/*. Basta notar que para
todo inteiro m = 0, o limite de f quando z tende a zero nao eriste. Basta ver que sobre o eizo
real temos

hm z™er = 4.

r—+



Singularidades

Um modo simples de classificar uma singularidade 1solada de uma funcao é através de sua série
de Laurent. De fato, se z, é uma singularidade 1solada de uwma funcao f, entao, para algum
r = (), podemos escrever

flz) = Z a_p(z —2,) ™+ Z an(z — z)", z € Ag,.
n=1 n=>0

Vejamos como identificar uma singularidade removivel. Sabemos que z, é uma tal singula-
ridade de f se exastir uma fungao analitica defimda em um disco centrado em z, e que coincida
com f a menos do ponto z,. Esta funcao g por ser analitica coincide com sua série de Taylor
centrada em z,,

Q(E] — Z E'n{z - E]n — f'[?ij' — Z ﬂ'—ﬂ{z - Eﬂj_n + Z ﬂn(z - Er:-}ﬂ'
n=>0 n=1 n=I0

Apora, sabemos que a série de Taylor é a série de Laurent onde os coeficientes das poténcias
negativas sao todos nulos. Desta forma, pela unicidade da série de Laurent, temos a_, = 0,
n = 1.

Resumindo, z, € uma singularidade removivel de f se e somente se todos os coeficientes das
potencias negativas da sua série de Laurent se anulam, ou seja, a série de Laurent de f é uma
série de Taylor.



Singularidades

Passemos agora aos polos. Note que z, é um polo de ordem m de f se e somente se 0 mesmo
z, for uma singularidade removivel de h(z) = (z — z,)™f(z) e im,_,,_ h(z) = ¢ # 0. Pelo que
acabamos de aprender sobre singularidades removiveis, 1sto equivale a série de Laurent de h
centrada em z, ser uma serie de Taylor, 1sto é,

Z—rZp

h(z) = (z = 2)"f(z) = ) bu(z = 2)",  ebo=lim h(z) #0
n=>0

em algum Ap .
Dividindo por (z — z,)™. obtemos

f{:} :Zbﬂ{z_:}j — (z—z ]Im +"'+ [ +me+j(:_zﬂ}j
n=0 . . j=0

com by # 0.

Assim, para que z, seja um polo de ordem m de f é necessario e suficiente que os coeficientes
a_p das potencias negativas (z — z,) " da série de Laurent de f em torno de z, se anulem para
n>m+1lea_, #0.

Fmalmente, para que z, seja uma singularidade essencial de f é necessario e suficiente que
na série de Laurent de f em torno de z, haja uma infinidade de coeficientes a_,, nao milos das
poténcias negativas (z — z,) "



Singularidades

Exemplo 108 A funcao

1 1 = n
f(g:—ﬂ—;+§ 0< |2 <1
apresenta na origem um polo de ordem tres.
Exemplo 109 A funcao
- =1 11 11 1
—Eﬂ n __ .

apresenta uma singularidade essencial na origem.

Exercicio 17 Uma singularidade isolada z, de [ € removivel se e somente se eriste o limite
de f(z) quando z tende a z,.



Teorema 25 (Teorema do Residuo) Seja [ uma funcao analitica definida em um aberto €.
Se v € um contorno contido em (1 tal que no seu interior a funcao f tenha somente singulari-
dades isoladas e apenas wn nimero finito delas, denotadas por z, ..., zn, entao

f £(2)dz = 2mi [Res fl._. + -+ Res fl._. ] (22.1)

com o contorno sendo percorrido no sentido anti-hordrio.
Prova: Tome circulos 7;(t) = z; + rje™, 0 < t < 2w, satisfazendo
1) cada +; esta contido no interior de ~;

ii) se ji # jo entao 7y;, esta contido no exterior de ;,.

T
Tn



Teorema do residuo e aplicacdes

Exemplo 110 Fncontre o residuo de f(z) = cosz/z na origem. Como cosz = zf(z), €
analitica € cos) =1 # 0, vemos que (0 € um polo simples de f. Assim,

Res f

o = lﬂzf{} = limcosz = 1.

Z—r

Se z, € um polo de ordem m entao

[ ]
a_ (1 .
f(z) = e ﬂ;]m + -+ — - E aj(z — z,), em Ag,.
z W

com a—m;,m # (. Desta maneira, existe uma funcao analitica g definida em um disco centrado em
2o satisfazendo g(z,) # O e e

9(z) = (2= 2)"f(2) = )_ a-min(z —2)"
n=>0
=0 T d_m+1 [: _ 3&] et 'ﬂ'—l{: _ Eﬂ}m_I +ee {223}

Note que g(z,) = a_n,.



Teorema do residuo e aplicacdes

Derivando 22.3,
gf[*zj =a_m+1 T ?a_erg{z — .’jc,j + -+ {'IT.', — 1}[1_1(;; — zﬂ}m—ﬂ 4.

e calculando em z = z,, obtemos g'(z,) = a_;;.1-
Derivando mais uma vez,

9”{:] —2a_mo+---+(m—1)m—2)a_(z — ga}m—ﬂ 4 -

e calculando em z = z,, obtemos ¢"(z,) = 2a_m+0.

Prosseguindo, obteremos

g™ Y(z,) = (m — Dla_y,

1sto €, o residuo de f em z,, um poélo de ordem m, é dado por

1 d.m_]

1
m — 1)l dzm"1 [(z = 2)" (2)]

~ (m— 1}!§m_1(

a_j

aa}=(

Pp—
s



Teorema do residuo e aplicacoes

Exemplo 111 A funcio f(z) = cosz/z* tem um pdlo de ordem dois na origem, pois z2° f(z) =
cos z, que € inteira e cos0 =1 # 0.
O residuo de f na origem € dado por

= —senl =0,

e p—
d—

A proxima proposigao apresenta um modo de reconhecermos a ordem de um pdlo.

Proposicao 38 Sejam f e g analiticas em um disco centrado em z,. Se f(z,) #0 e g tem um
zero de ordem m em z, entdao h = f /g tem um pélo de ordem m em z,.

Prova: Como z, é um zero 1solado de g, temos que z; é uma singularidade i1solada de h.
Também podemos escrever

com ( analitica em um disco centrado em z, e satisfazendo ©(z,) # 0. Desta forma,

Moo d@ 6 1 fG)

(
g(z) (z—z)mp(2) (2—2z)mp(z)

E, assim, (z—z,)™h(z) que é igual a iﬂ{ff—; coincide com uma fungao analitica num disco centrado
. e

e em z, e % # 0. Ou seja, z, é um polo de ordem m de h.

-



Teorema do residuo e aplicacdes

Proposicao 39 Sejam [ e g analiticas em wm disco centrado em z,. Se z, € um zero de ordem
n de [ e um zero de ordem m de g entdo a fungio h = f/qg

1. tem um zero de ordem n — m em z, s n > M
2. tem uma singularidade removivel em z, se n = m;

3. tem um polo de ordem m — m em z, se m > n.

Prova: Por hipotese, podemos escrever f(z) = (z — z)™0(2) g(z) = (2 — z)"@(z) com ¥ e

) =
analiticas num disco centrado em z, e tais que 1(z,) # 0 e p[zﬂ} = ().
Segue dai que, colocando ¥ = 1/,

G YR
"= = (e =)" T0(e) = (z — zp)m ™

(z — 20)™ ¢(2) B(z)

e 08 resultados seguem, analisando-se o sinal de n — m, pois 7 é analitica em um disco centrado

em z, e z,) # (.



Teorema do residuo e aplicacdes

Observagao 49 Temos um outro modo de calcularmos o residuo no caso de um polo simples.
Foderiamos também ter utilizado a definicao de polo de ordem um, ou mesmo a exrpressao
22.2, para obter uma funcao analitica g tal que g(z,) # 0 com g(z) = (z — z,)f(z). Como
qlz,) = a_y # 0 podemos escrever

1 z— z,

Derivando esta expressao, obtemos

( | )’ B g(z) — (z — z)q'(2)
f(z) [g(2)]?

him (L)j— ! —1
z—=z0 \ f(z) g(z) a-1

- —1
1
Resf|__ . =a_;= lim [( )] .
22 |\ 70

que calculada em z, fornece

ou Sej,




Teorema do residuo e aplicacdes

Exemplo 112 Calcule o residuo de f(z) = cot z na origem.
Como cot z = cosz/sen z, cosl) = 1 e 0 € um zero simples da funcdao seno, vemos que () é

um polo simples de f.
1\
(7)] = leeo1™ = et

Temos

Logo, Res f|,_y = 1.

Exemplo 113 Calcule

[ (z+1)3(22+1) 4z

onde y(t) = 2", 0 <t < 2m.



Teorema do residuo e aplicacdes

- # Fooo® rl " " v z . . +-\I-
O teorema do residuo é til no cdlculo de integrais improprias reais da forma [ f(x) dx.
Vamos considerar o caso em que f é uma funcao racional do tipo f = p/q. onde p e g sao
polinomios com coeficientes reais satisfazendo

1) g(x) # 0 para todo x real;
i) sen éograude pe m éo grau de g entao n < m — 2.

Sabemos de Calculo 1T que as condigoes acima garantem a existéncia da integral impropria

ple) ,
/;;-; 1(2) dx.

Proposicao 40 Sejam p e g polinomios com coeficientes reais satisfazendo i) e 1i) acima.
Entao

+oo
/ pgl‘i dr — Qﬁ-i[sﬂm,ﬂ. d.:ls rgs-gf'dugs th p{z}fq[:} nos pﬁfﬂs E-Dﬂ-i'idﬂs o SEm-ffjfﬂﬂﬂ Cj.’: = '[]]
oo Gl



Exemplo 114 Calcule

o 1
.f_m E

Tomando p(z) =1 e g(z) = z* + 1, vemos que as hipéteses da proposicao 40 estao satisfeitas.
Desta maneira, tudo o que precisamos saber é onde estao os pélos de p/g no semiplano &z = 0,
e o residuo desta funcao nestes pontos.

Os pélos de p/q sao os pontos onde z* + 1 = 0. Das quatro raizes de 2! = —1, isto é,
T dmw g Sy ik
1 =€l Zp=ed1", zm=ed e 4 =€

as unicas que estao no semiplano Sz > 0 sao 2z e 29.

Como z* + 1 se fatora em termos lineares como (z — z1)(z — z2)(z — 23)(z — 21), vemos que
os polos de 1/(z* 4 1) sao simples.

Para calcularmos o residuo, usaremos o método da observacao 49, 1sto é,

1 4 -1
Res | = [+ 1] .
Em zy,
1 411 1 1 V2
Res | 'z:m o [42 ] z=z4 - E - deTE - _?{1 +?}
Em zs,
1 71 1 1 1 V2
Res 1) 427 L:zﬂ 125~ 2% de3 8 (1—1)
Assim,




Teorema do residuo e aplicacdes

Proposicao 41 Se f € uma funcao analitica tendo somente singularidades isoladas, mas ne-
nhuma delas sobre o eito real e que satisfaz |f(z)] < M|z|™*, onde k > 1. para todo z com
modulo suficientemente grande e 3z > 0, entao

f_r f(z)dz =

= 2mi[soma dos residuos de f(z) nas singularidades contidas no semiplano 3z > 0.].

Prova: A prova da proposicao 22.4 pode ser usada com pequenas modificagoes para mostrar
o que se pede. A verificagao deste fato é deixada como exercicio.

Exemplo 115 Calcule

+on
[ﬂ :Tl dz. (22.5)



Teorema do residuo e aplicacdes

Suponha que f(#) = R({cos#f,senf) seja uma funcao continua em 0 < # < 27. A integral

¥

/ﬁ R(cos#, sen ) df
40

pode ser calculada com o auxilio do teorema dos residuos se fizermos a mudanca z = €. De
fato, como z ' = e %, vemos que
.’;—l—.’:_I :;3_'_1 ::—,2.’_' z- —1
costl = = — o sen f = —_— = —
2 2z 2i 2zi

Além do mais, ie®df = dz, ou seja, dff = ;—:d:’. Assim, colocando ¥(t) = €%, 0 < 6 < 27, e

1 241 22-1
f(z) = ER( 2z 7 2z )

esteja definida em |z| < 1, seja analitica sobre 4* = {z;|z| = 1} e tenha apenas nm nimero
fimto de singularidades no interior de + e que estas singularidades sejam todas 1soladas, entao

/d R(cosf,sen ) df = /ﬁ' (T - 1. - _ 1) _idz
Jo Jy 2z 2z1 iz
< 1} )

1 (::E—I—l 29—1>
— | em

— 27 |soma dos residuos de — R i
2z 2z

assumindo que a funcao

Z

z



Teorema do residuo e aplicacdes

Exemplo 116 Calcule

E‘FI' 1
16.
/{; 4 — send i

A fungao

1
f(0) =
4 —senf
¢ uma fungao nos moldes acima. Note que sen ! # 4.
Fazendo z = ¢, obtemos
o .
z= — 1 |
sen fl = ——— ¢ dtl = —dz.

2zi iz

Exemplo 117 Calcule

Considere a funcao

T rsenT
5 dr.
J_ne I +1




Exercicios

6.5.1 Desenvolva a expansao de Taylor de In(1 + z).
o0 L
Resposta: Z( =3
n=1
6.5.2 Derive a expansao binomial
00
.. m(m—1) . ' m
(1+2)"=14+mz+ ( ):-:2-}—-»-: 2z
1-2 n
n=0
para m qualquer numero real. A expansio ¢ convergente para |z| < 1. Por qué?
6.5.3 Uma fun¢ao f(z) € analitica sobre e dentro do circulo unitdrio. Além disso, | f(z)| < 1 para 12| €1

e f(0) = 0. Mostre que | f(z)| < |z| for |z| < 1.

Sugestdo: Uma abordagem ¢ mostrar que f(z)/2 ¢ analitica e entio expressar [f(zg)/ zo|™ pela
formula integral de Cauchy. Finalmente, considere grandezas absolutas e tome a enésima raiz. Esse
exercicio costuma ser chamado de teorema de Schwarz.



Exercicios (Obs.: * significa complexo conjugado)

6.5.6 Uma fun¢do f(z) pode ser expandida em uma sériec de Laurent em torno da origem com o0s
coeficientes a,, reais. Mostre que o conjugado complexo dessa funcao de z € a mesma funcao do
conjugado complexo de z; isto é,

s S
[ (z) = f(z").
Verifique isso explicitamente para
(@) f(z) = 2™, n um inteiro, (b) f(z) = sen z.
Se f(z) =% (a. 1 = 1), mostre que a afirmacao precedente nio é vilida.

6.5.7 A fung@o f(z) € analitica em um dominio que inclui o eixo real. Quando z é real (2 =:z2): filz):€
1magindrio puro.

(a) Mostre que
o *
f(z%) =~[f(2)]".
(b) Para o caso especifico f(z) = iz, desenvolva formas cartesianas de f(z), f(z*), e f* (2). Nao
cite o resultado geral da parte (a).

6.5.8 Desenvolva os trés primeiros termos niio-zero da expansio de Laurent de

Ha)=("~1)"

c¢m torno da origem. Note a semelhan¢a com a funcio geradora do namero de choulh
Equacio (5.144) da Sec¢do 5.9.



Exercicios

6.7.5 Mostre que nimeros negativos tém logaritmos no plano complexo. Em particular, ache In(—1).
Resposta: In(—1) = iw.

6.7.6 Uma representagio integral da funcido de Bessel segue o contorno no plano { mostrado na
Figura 6.24. Mapeie esse contorno para o plano # com ¢t = €. Muitos exemplos adicionais de
mapcamento sao dados nos Capitulos 11, 12 e 13.

6.7.7 Para m nao-inteiro, mostre que a expansiio binomial do Exercicio 6.5.2 é vilida somente para um
ramo adequadamente definido da funcio (1 + z)™. Mostre como o plano z ¢ cortado. Explique por
que |z| < 1 pode ser considerado como o circulo de convergéncia para a expansao desse ramo, a
luz do corte que vocé escolheu.

6.7.8 A expansao de Taylor dos Exercicios 6.5.2 ¢ 6.7.7 nio ¢ adequada para ramos que nio sejam aquele
ramo da fun¢ao (1 + z)™ definido adequadamente para m nio-inteiro. [Note que outros ramos nao
podem ter a mesma expansdo de Taylor, j4 que devem ser distinguiveis.] Usando o mesmo corte
de ramificacdo dos exercicios anteriores para todos os outros ramos, ache as expansoes de Taylor
correspondentes, detalhando as atribuicoes de fase e coeficientes de Taylor.



Exercicios

6.8.1 Expanda w(z) em uma série de Taylor em torno do ponto z = z, em que f "(zo) = 0. (Angulos ndo
sao preservados.) Mostre que, se as primeiras n — 1 derivadas desaparecerem, mas f™(24) # 0,
entiio os angulos no plano z com vértices em z = zy aparecem no plano w multiplicados por 7.

6.8.2 Desenvolva as transformacdes que criam cada um dos quatro sistemas de coordenadas cilindricas:
(a) Cilindricas circulares: T = pCos Y,
y = psen .
(b) Cilindricas elipticas: xr = acoshucoswv,
y = asenh zusen v.
(c) Cilindricas parabolicas: $=Emn,
S .
y=3(r —£).
; asenh 71
(d) Bipolares: L=

coshn — cos €’
asen &

Y = ,
coshn — cos§

Nota: Essas transformagoes nao sao necessariamente analiticas.

6.8.3 Na transformacao
a—w
€ = —,
a—+w

como as retas coordenadas no plano z se transformam? Que sistema de coordenadas vocé construiu?



I(c) = / asen z dz (7.57)

=
L BS— O

- Usando :
sen z = l,senh 4z = i,e” — l,e_iz, (7.58)
L 21 2i
screvemos a Equacao (7.57) no plano complexo como
I(O‘) = Il . K Ig, (759)
y ¥
4 3
1 o0 zez’z
Il = v 2 2dza
Lo N, ™ | b %) o2 —0
- L\ P 3
L > Ze=
12 == 5 5 dz.
ty 28 J i B




A integral I; é semelhante ao Exemplo 7.1.4 e, como naquele caso, podemos completar o contorno por um
semicirculo infinito no semiplano superior, como mostra a Figura 7.8a. Para I», a exponencial € negativa, e
completamos o contorno por um semicirculo infinito no semiplano inferior, como mostra a Figura 7.8b. Assim
como no Exemplo 7.1.4, nenhum dos semicirculos contribui com qualquer coisa para a integral — lema de Jordan.

Ha ainda o problema de localizar os polos ¢ avaliar os residuos. Encontramos polosem z = o e 2 = —0
sobre o contorno de integracao. Os residuos sao (Exercicios 6.6.1 ¢ 7.1.1)

Z=@a L= —
eia e—io
L |—
2 2
—1i0 1o
e e
I —
2 2

Desviando ao redor dos polos, como mostra a Figura 7.8 (pouco importa se formos por ¢ima ou por baixo),
constatamos que o teorema dos residuos leva a

3 e—‘iO' 1 ez’a 1 eia
PhL —mi| — i| = |—=2m| — | —, 7.61
‘ m(?.z’) 2 +’”(2fz> 2 m(gz') 2 o)
porque envolvemos a singularidade em z = ¢ mas excluimos a singularidade em z = —¢. De modo semelhante,

mas notando que o contorno para I» € em sentido horario,

—1)\ €* -1\ e™* ~1\.e*
FPlo —mi| — | — i ' = 27| — | —. 7.62
. '(2i>2+7”(2i) > ”(2-:‘)2 e




Somando as Equagoes (7.61) e (7.62), temos
PI(¢) = PI + PIy = g(ew +e7%) = rcoshio = coso. (7.63)

Essa ¢ uma avaliacdo perfeitamente boa da Equacgdo (7.57), mas, infelizmente, a dependéncia do co-seno €
adequada para uma onda estaciondria ¢ nao para a onda espalhada emergente, como especificamos.

Para obter a forma desejada, experimentamos uma técnica diferente (compare com o Exemplo 7.1.1). Em
vez de nos esquivarmos ao redor dos pontos singulares, vamos remové-los do eixo real. Especificamente, seja
o — o+1y,—0 — —0 — iy, em que 7y € positivo mas pequeno e eventualmente serd obrigado a se aproximar de
zero; isto €, para I; incluimos um dos pélos e para I, incluimos o outro,

I, (o) = ’11_% I(o + 7). (7.64)

Com essa simples substitui¢@o, a integral de primeira ordem I se torna

1\ eilo+iv)
por aplicacdo direta do teorema dos residuos. Além disso,
- ei(d +ivy) ‘
Iy(o +iy) = —27m?( 5 ) g (7.66)



Somando as Equagoes (7.65) e (7.66), ¢ entdo deixando -y — 0, obtemos
I+(O’) — lin})[[l (0’ + if)«‘) + ].2(0 X1 ,,j,},)]
y—

— lim me* 7t = qet?, (7.67)
~—()
um resultado que realmente se ajusta as condigoes de fronteira de nosso problema de espalhamento.
E interessante notar que a substituigdo o — o — 17 teria levado a

I_(0) =me ™, (7.68)

que poderia representar uma onda incidente. Vemos que nosso resultado anterior (Equacao (7.63)) ¢ a média
aritmética das Equacdes (7.67) e (7.68). Essa média ¢é o valor principal de Cauchy da integral. Note que temos
essas possibilidades (Equagdes (7.63), (7.67) e (7.68)) porque nossa integral niio € definida unicamente, até que
especifiquemos o processo particular de limite (ou média) a ser usado.

Avaliaciio de Integrais Definidas: Formas Exponenciais

Quando ha funcdes exponenciais ou hiperbolicas presentes no integrando, a vida fica um pouco mais complicada

do que antes. Em vez de uma prescri¢ao geral global, o contorno deve ser escolhido para se ajustar a integral

especifica. Esses casos sdo também oportunidades para ilustrar a versatilidade e o poder da integragao de contorno.
Como exemplo, consideramos uma integral que serd bastante atil no desenvolvimento de uma relagao entre

['(1+ z)e'(1 — z). Note como € explorada a periodicidade a0 longo do eixo imaginario.



Exemplo 7.1.6  FuNgAO FATORIAL

Queremos avaliar

o eam
fo= / - dx, 0<a<l. (7.69)
[ I
Os limites impostos a a sdo suficientes (mas nao necessdrios) para evitar que a integral divirja, 2 medida que
1+ — “+oo. Essa integral (Equagio 7.69) pode ser manipulada substituindo a variavel real z pela varidvel complexa
> e integrando ao redor do contorno mostrado na Figura 7.9. Se tomarmos o limite, 2 medida que R — 00, 0 €ix0
real. é claro, leva 2 integral que queremos. O caminho de retorno ao longo de y = 27 ¢ escolhido para deixar
invariante o denominador da integral, introduzindo, a0 mesmo tempo, um fator constante €¢2™® no numerador.

Temos, no plano complexo,

%% R 4T R _ar
———dz = lim f € dx — e / © dr
14 e® R—soo\ J_g 1+ €* T

: o0 eaz
= (1 — &"**) / — = (7.70)
) er

Além disso, hd duas secdes verticais (0 < y < Q;ﬁ, que desaparecem (exponencialmente), a medida que
R — o0.
Agora, onde estdo os polos e quais sao os residuos? Temos um polo quando

e* = e%e®™ = —1. (7.71)

A Equacio (7.7) é satisfeita em z = 0 + iw. Por uma expansao de Laurent® em poténcias de (z — #) verificamos,
¢ , .
que o pélo € um pélo simples com um residuo de —e"™. Entio, aplicando v tevreina dos residuos,

. o et .
(1 — ") / i dz = 2mi(—e*"?). (7.72)
_m -

e . AL o pintd
514+e* =14+ Feim =1 — ¥ = —(z—im)(l + 55~ + (= ;,") 40 )




—R +2mi R + 2mi
-R 0 R
< > X
Figura 7.9: Contorno retangular.
Essa expressao se reduz rapidamente a
o ax
€ i1
—-dxr = ] O<a<], (7.73)
e XA=a" sen amw

Usando a fungdo beta (Secao 8.4), podemos mostrar que a integral ¢ igual ao produto I'(a)I'(1 — a). Isso resulta
na interessante ¢ util relacao da fungao fatorial
ma

e+ L(1-a) = _ . (7.74)

Embora a Equacao (7.73) seja vdlida paraareal, a, 0 < a < 1, a Equacao (7.74) pode ser estendida por continuagido
analitica para todos os valores de a, reais ¢ complexos, excluindo apenas valores inteiros reais. =



Exemplo 7.1.7  NGMEROS DE BERNOULLI
Na Sec¢ao 5.9, os nameros de Bernoulli foram definidos pela expansao

"Z ,,u

n=>0

(7.75)

(continuacao analitica), temos uma série de Taylor (compare com a Equagao (6.47)) com

|
= £ (7.76)

Bn —
© 2n8 oo e —1 a1’

Substituindo x por z

em que o contorno Cy € ao redor da origem em sentido anti-hordrio com |z| < 27 para evitar os polos em 2min
Para n = 0, temos um polo simples em z = 0 com um residuo de +1. Dai, pela Equacao (7.25),

!
By pmil) =1, (7.77)

i

O |-

Para n — 1, a singularidade em 2z = 0 se torna um pélo de segunda ordem. Podemos mostrar que o residuo
por expansdo de série da exponencial, seguida por uma expansao binomial. Isso resulta em

1! 1 1
By = 2 - | === ’ 7.78
' omi m( 2) 2 (R75)



Para n > 2 esse procedimento de torna bastante tedioso, e recorremos a um meio diferente para avaliar a
Equagdo (7.76). O contorno ¢ deformado, como mostra a Figura 7.10.

O novo contorno C' ainda circunda a origem, como requerido, mas agora também circunda (em uma dire¢ao
negativa) uma série infinita de pontos singulares ao longo do eixo imagindrioem z = +p27i,p = 1,2,3,... A
integracio para a frente e para trds ao longo do eixo x se cancela e, para R — 00, a integragdo sobre o circulo
infinito resulta em zero. Lembre-se de que n > 2. Portanto,

o0

2 dz
% = Z : 2n+1 = — 272 Z residuos (2’ — :tp‘ZTr'l). (779)
JCy =

p=1

Figura 7.10: Contorno de integracio para nimeros de Bernoulli.



Em 2z = p2mi, temos um pélo simples com um residuo (p27i)~". Quando n ¢ fmpar, o residuo de z = p2i
cancela exatamente o residuo de z = —p2mi e B, = 0,n = 3,5,7, ¢ assim por diante. Para n par, os residuos se
somam, dando

OO0 1

n!
B, = —(—2mi)2 —
2m( o Z pr(2mi )™

B (—l)"/22—n!§: S (—1)™22n!

(2m)" e © (n)  (npar), (7.80)

p=1

em que ((n) é a fungio zeta de Riemann apresentada na Secdo 5.9. A Equagio (7.80) corresponde a
Equagao (5.152) da Secio 5.9.

Exercicios
7.k Determine a natureza das singularidades de cada uma das seguintes fungdes e avalie os residuos
(a > 0).
1
a) == D) e
( ) Z2 73 Q2 ( (zz . a2)2
2
z sen 1/2
e d) — ;
i RETE zet®®
&) ——3- (D) = :
22 + a? 22 — a?
i — W, 0<k<l
Y2 _a PR & i paiing

Sugestdo: Para o ponto no infinito, use a transformagdo w = 1/z para |z| — 0. Para o residuo,
transforme f(2) dz para g(w) dw e observe o comportamento de g(w). :



7.1.2

L3

Exercicios

Localize as singularidades ¢ avalie os residuos de cada uma das seguintes fungoes:

(@) et —1)72, z 0,
2

S
2 G

® Tre

(c) Ache uma expressao de forma fechada (isto €, que ndo seja uma soma) para a soma das
singularidades do plano finito.

(d) Usando o resultado da parte (c), qual € o residuo em |z| — 00?

Sugestio: Veja a Se¢io 5.9 para expressdes que envolvem nimeros de Bernoulli. Note que a

Equagio (5.144) nao pode ser usada para investigar a singularidade em z — o0, uma vez que
essa série s6 ¢ vdlida para |z| < 27.

A afirmacio de que a integral de meia-volta ao redor de um ponto singular ¢ igual 2 metade da
integral de volta intcira estava limitada a pdlos simples. Mostre, por um exemplo especifico, que

1

fz)dz:‘—f f(z) dz
/Semicfrculo ( 2 JCirculo

niio vale necessariamente se a integral circundar um pélo de ordem mais alta.
Sugestdo: Experimente f(z)

”—2
e



Exercicios 74

Ll

A funcio f(z) € analitica ao longo do eixo real, exceto para um polo de terceira ordem em z = Tg.
A expansdo de Laurent em torno de z = ¢ tem a forma

a_3 a—i

f(z) = + + 9(2),

(z—z0)®>  2z—xo

com g(z) analitica em z = xo. Mostre que a técnica do valor principal de Cauchy ¢ aplicavel no
sentido de que

1U—6 o0
(a) %m}){/ f(x)dx + f(x) (.1:1:} ¢ finito.

o0 o +6

(b) f(2)dz = tima_;,
Czq
em que (', denota um semicirculo pequeno em torno de z = Zo.

A funciio degrau unitdria € definida como (compare com o Exercicio 1.15.13)

_ | 0, s<a
T =il = 1 § > a

Mostre que u(s) tem as representacdes integrais
1 00 s

: e
(@) u(s) = lim — :
=0+ 2L J_ oo T —IE

dzx,

1 1 R
(b) u(s) = 5 + 2_7r_zP/ o dr.
— 00

Nota: O parimetro s € real.



7.1.6

A maioria das funcdes especiais da fisica matematica pode ser gerada (definida) por uma fungao
geradora da forma

gt,;z) =) _ falz)t™

Dadas as seguintes representagdes integrais, derive as fungdes geradoras correspondentes:
(a) Bessel:

1
In(2) = 5~ f A E—100=0=2 gy

(b) Bessel modificada: |
A |

i
(c) Legendre:
{ S 3 O
P la) =i (1 S d®) ok N
(d) Hermite: '
T 2
H., S < i—t +2tmt—n-l dt.
() = o %‘
(e) Laguerre:
1 . c—a:t/(l—t) L
- — .
omi J (1 —t)ent!

1 1 — 21
il f fL=b ™ 5
dri | (1 — 2tz + t2)

Cada um dos contornos circunda a origem e nenhum outro ponto singular.

(f) Chebyshev:




7.1.7 Generalizando o Exemplo 7.1.2, mostre que

/ T / Sl = ara a > |b|
o a-tbcosh o atbsenf (% — b2)1/2° P :

b| > |al|?

O que acontece se
7.1.8 Mostre que

/7r - - — a>1
o (a+ cos@)? i (a2 — 1)3/21 , ,

2 dé 2T
= : para |t| < 1.
0

7.1.9 Mostre que

1—2tcosf +12 1—1t2
O que acontece se |t| > 1? O que acontece se |t| = 1?7
7.1.10  Com o célculo de residuos, mostre que
(2n)! (2n — 1)

2n
052" 0 df) = T~ = o on=0,1,2,....
/0 on Tomph2 T " (2n)! RS

(A notagao de fatorial duplo ¢ definida na Segao 8.1.)
Sugestdo: cos = (e + e ) = L(z+271), |z| = 1.



7.1.11

7.1.12

7.1.13

7.1.14

Avalie

2
4

p.o}
cos br — cosax
/ dx, a>b>0:

- 00
Resposta: w(a — b).
Prove que

-~ - J 2 N— 1 -l .
Sugestdo: sen“r = 5(1 — cos2z).

O cdlculo da mecénica quintica de uma probabilidade de transicdo leva a fungio f(f,w) =

2(1 — coswt) /w?. Mostre que
/ f(t,w)dw = 2mt.
—
Mostre que (a > 0)

COS T . _
(a) / 2+a2d.r— ;e =

Como o lado direito serd modificado se cos x for substituido por cos kz?
oo
rsen B
(b) ———dr = me™%,
—oa &° T @

Como o lado direito serd modificado se sen z for substituido por sen kx?

Essas integrais também podem ser interpretadas como transformadas de Fourier de co-seno e seno,
Capitulo 15.



