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1. Uma corda de densidade linear de massa p = 50 g/cm é esticada sob uma tensdo de
T =500 N. A corda tem L = 20 m de comprimento e, simultaneamente, a partir de
cada uma das extremidades, introduzem-se oscilagoes harmonicas de frequéncias iguais
v = 5,25 Hz, de mesma amplitude A = 0,5 cm e de fases opostas. Escreva a expressao
para a fungao de onda resultante y(x,t) apds as ondas se encontrarem no ponto médio
da corda.

SOLUCAO COMENTADA

Considere, por exemplo, que temos duas pessoas segurando cada uma das extremidades
da corda, que correspondem as posigoes x =0 e x = L.

No instante inicial, que tomamos como t = 0, as pessoas movimentam essas extremidades
para cima e para baixo harmonicamente de forma a produzirem ondas harmonicas progres-
sivas com sentidos de propagacao opostos, de mesma amplitude A = 0,5 cm= 0,005 m e
frequéncia de oscilacao v = 5,25 Hz, mas em oposicao de fase.

Importante: duas ondas estao em oposicao de fase se quando uma esta em uma crista
a outra estd em um vale ou o contrario. B importante que perceba que as ondas nao
sao geradas no mesmo ponto. Temos uma onda gerada na extremidade x = 0 que tem
que estar em oposicao de fase com a onda gerada na extremidade x = L.

Existem diferentes configuracoes das extremidades da corda no instante ¢ = 0 para pro-
duzir ondas progressivas de mesma amplitude e frequéncia de oscilagao mas em oposicao de
fase. Todas essas configuracoes satisfazem as mesmas condi¢oes de contorno. Vejamos como
descrever isso matematicamente.

Se chamamos de y;(x,t) a fun¢ao de onda da onda harmonica progressiva no sentido +z
(gerada na extremidade = = 0) e de y»(x,t) a funcdo de onda da onda harménica progressiva
no sentido —z (gerada na extremidade = = L), sabemos que as ondas tém a mesma amplitude
A e mesma frequéncia w (portanto, mesmo nimero de onda k). Assim, essas fungoes de onda
sao da forma:

y1(z,t) = Acos(kx — wt + d1), (1)
yo(z,t) = Acos(kx + wt + d2). (2)
O fato das ondas terem que estar em oposicao de fase implica que d; e d, tém que satisfazer
certas relagoes para que quando uma das ondas esteja em uma crista a outra esteja em um

vale e vice-versa. A relacao para d; e dy sai das condicoes de contorno que as extremidades
satisfazem, que sao:

y1(0, 0) = _yZ(Lv 0)7 (3)
U1<07 0) = _U2(L7 0)7 (4)
onde, das Egs. (1) e (2)
vi(z,t) = % = wAsen(kxr — wt + 1), (5)
ve(x,t) = % = —wAsen(kx + wt + ). (6)
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Se voceé estd pensando porque as condi¢oes de contorno sao as dadas pelas Eq. (3) e
(4), imagine como poderiamos gerar as ondas em oposi¢ao de fase da mesma amplitude
e frequéncia. Mencionamos algumas possibilidades:

1. Em t = 0 a extremidade = = 0 esta a uma distancia vertical +A da posi¢ao de
equilibrio e a extremidade x = L estd a uma distancia vertical —A da posicao de
equilibrio. A partir dessa configuracao inicial, a pessoa que segura a extremidade
r = 0 a movimenta verticalmente para baixo e a pessoa que segura a extremidade
x = L a movimenta verticalmente para cima.

2. Também poderiamos ter considerado a situacao contraria, onde em ¢t = 0 a
extremidade x = 0 estd a uma distancia vertical —A da posicao de equilibrio e
a extremidade x = L estd a uma distancia vertical +A da posicao de equilibrio.
A partir dessa configuragao inicial, a pessoa que segura a extremidade x = 0 a
movimenta verticalmente para cima e a pessoa que segura a extremidade x = L
a movimenta verticalmente para baixo.

3. Em t = 0 ambas extremidades estao na posicao de equilibrio da corda. A partir
dessa configuracao inicial, a pessoa que segura a extremidade x = 0 a movimenta
verticalmente para cima (até chegar a uma distancia vertical +A em relacao a
posigao de equilibrio) e a pessoa que segura a extremidade z = L a movimenta
verticalmente para baixo (até chegar a uma distancia vertical —A em relagao a
posicao de equilibrio).

4. Poderiamos também ter comecado da mesma situacao inicial do item 3, mas
movimentar as extremidades em sentidos opostos (a extremidade em x = 0 para
baixo e a extremidade em x = L para cima).

Em todas essas situacoes, as pessoas movimentam as extremidades com velocidades
transversais iguais em mdédulo (para gerar ondas da mesma frequéncia) mas sentidos
opostos. Para gerar as ondas, as pessoas continuam movimentando as extremidades
harmonicamente mantendo a amplitude e frequéncia de oscilacao, produzindo assim
ondas em oposigao de fase (quando uma onda estd em uma crista a outra estd em um
vale e vice-versa).

Perceba que todas essas possibilidades correspondem as mesmas condicoes de con-
torno, dadas nas Eqs. (3) e (4). De fato, para qualquer valor de y;(0,0) no intervalo
—A < y1(0,0) < A, sempre que as relagoes (3) e (4) sejam satisfeitas vamos a gerar
ondas em oposicao de fase. A forma harmoénica das ondas (Eqs. (1) e (2)) j& tem
incorporado a inversao do movimento ao chegar aos deslocamentos verticais maximo,
+A, e minimo, —A.

Entéo, das condigoes de contorno e das equagoes (1), (2), (5) e (6),temos

y1(0,0) = —yo(L,0) —> cos(d1) = —cos(kL + d5) (7)
v1(0,0) = —v9(L,0) — sen(dy) = sen(kL + &2). (8)
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Agora precisamos saber o valor do niimero de onda k. Do texto do problema, temos que
a tensao na corda é T'= 500 N e u = 50 g/cm= 5 Kg/m, entao a velocidade de propagagao

das ondas na corda é
T
v=4/—=10m/s. 9)
i

1

A frequéncia da oscilacao é v = 5,25 Hz= 5,25 s™", entao

21
w=2mr = 10.57 rad/s = 57 rads. (10)
Usando que a velocidade de propagagao da onda estd relacionada com w e k através de

w = kv podemos obter k

w 21w

Do texto do problema sabemos que L = 20 m, entao

kL = 217, (12)

Este resultado é muito importante porque estabelece que o produto kL é um multiplo
inteiro fmpar de 7.

Substituindo a Eq. (12) nas equagoes (7) e (8) temos

cos(01) = —cos(kL + 03) = —cos(217m + d2) = cos(dz) (13)
sen(d;) = sen(kL + d3) = sen(217 + d2) = —sen(dz) (14)

QUALQUER valor das constantes de fase d; e do que verifique simultdneamente as
equagoes (13) e (14) fard com que as ondas y;(z,t) e yo(z,t) das equagoes (1) e (2)
estejam em oposicao de fase. Diferentes valores de d; e 9o correspondem a diferentes
configuragoes iniciais para as extremidades.

Uma possivel solucao das Eqs. (13) e (14) é escolher §; = nm com n = 0,+1,£2 -+ e 9
portanto ha de verificar que

51—52:77,71', HIO,:EQ, :|:4, (15)

Entao temos muitas combinagoes para d; e d5 que geram ondas y; e Yy, em oposicao de fase.
Por exemplo, se escolhemos §; = 0, entao da Eq. (15), d = 0, F2m, F4m, - - -, mas para todos
os valores de 09, das Eqgs. (1) e (2)

y1(x,t) = Acos(kx — wt + 01) = Acos(kz — wt) (16)
yo(z,t) = Acos(kz + wt + §2) = Acos(kx + wt). (17)

3 Instituto de Fisica - USP



Fisica 2 para a Escola Politécnica - 4323102 2016-1

Voceé estd pensando que as ondas nas Egs. (16) e (17) néo estao em oposi¢ao de fase?
Faca uma teste simples: usando essas equagoes, y1(0,0) = A e y2(L,0) = Acos(kL) =
Acos(21lm) = —A. Em ¢t = 0, a onda y; estd em uma crista e a onda y, em um vale.
Estao em oposicao de fase! Aprecie a importancia das condigoes iniciais, que estao
implementando o fato de que as ondas estao em oposicao de fase, mas sao geradas em
extremidades diferentes.

Também poderfamos ter escolhido 4; = 7. Entao, pela Eq. (15), d2 = (1 — n)m, onde
n =0, £2, £4, ---, o que é equivalente a o = n'w com n’ = £1, £3, £5, ---. Assim, das
Egs. (1) e (2)

y1(z,t) = Acos(kx — wt + ) = —Acos(kx — wt) (18)
yo(z,t) = Acos(kx + wt + §y) = —Acos(kz + wt). (19)
Faga o mesmo teste que antes! Neste caso, usando (18) e (19), temos que y;(0,0) = —A

e yo(L,0) = —Acos(kL) = —Acos(217) = +A.

Tanto para a solucao nas Egs. (16) e (17) como para a solugao nas Eqgs. (18) e (19), se
calculamos a velocidade em ¢ = 0 de cada extremidade usando as Egs. (5) e (6), temos
que v1(0,0) = —wvy(L,0) = 0. Isto é, as extremidades partem do repouso. Em um
instante imediatamente posterior, vocés podem comprovar que vy(0,t) = —vo(L,1).
As escolhas realizadas aqui para d; e 5 correspondem as situacoes 1 e 2 do comentario
realizado na pagina 2.

Outra escolha para 0, e d2 que também satisfaz simultanemente as Eqs. (13) e (14) é

considerar §; = ng, onde n = £1,£3,45,---, o que implica que
0 — 0y =n"m, n"=41,43,4£5,--- (20)
Entdo, por exemplo, se consideramos d; = 7/2, uma possibilidade para dy é 9y = —7/2.
Neste caso
y1(z,t) = Acos(kx — wt + 7/2) = —Asen(kz — wt), (21)
ya(x,t) = Acos(kx + wt — w/2) = Asen(kx + wt). (22)

Neste caso, y1(0,0) = 0 e y2(L,0) = Asen(217) = 0, portanto y;(0,0) = —ys(L,0) =
0. Também, v1(0,0) = —v9(L,0) = wA. Portanto, no instante ¢t = 0 as extremidades
ja partem com uma velocidade inicial. A escolha realizada para d; e d5 corresponde a
situacao 3 mencionada no comentario da pagina 2.
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Apoés as ondas se encontrarem no ponto médio da corda, vamos ter uma superposicao de
ondas e a onda resultante é

y(@,t) = (@, t) + y2(z, 1) (23)
Para a escolha de d; e d5 que produz a solugao nas Egs. (16) e (17)
y(x,t) = Acos(kx — wt) + Acos(kx + wt) = 2Acos(kx)cos(wt). (24)
Se tivéssemos considerado a escolha de d; e dy que originou as solugoes nas Eqs. (18) e (19),
y(x,t) = —Acos(kr — wt) — Acos(kz + wt) = —2Acos(kz)cos(wt). (25)
Se tivéssemos considerado a escolha de d; e 0y que gerou as solugbes nas Egs. (21) e (22),

y(x,t) = —Asen(kr — wt) + Asen(kx + wt) = 2Acos(kx)sen(wt). (26)

Como a velocidade de propagacao das duas ondas é v = 10 m/s (Eq. (9)) e a corda
tem L = 20 m de comprimento, temos interferéncia de ondas quando as ondas chegam
ao ponto médio da corda, que estd a uma distancia de % = 10 m em relagao a cada
extremidade. Assim, apés um tempo t = L2 — 1 g temos interferéncia das ondas,
gerando assim ondas estaciondrias. Perceba que com a independéncia da escolha
realizada para 0, e 0, as ondas estacionarias geradas tém todas a mesma dependéncia
na variavel x. Assim, o numero de nds e anti-nés gerados entre as extremidades da
corda nao depende da escolha realizada para 6, e d9, sempre que as condigoes de
contorno sejam verificadas. O que pode mudar para as diferentes escolhas de 9; e
dy (que verifiquem as condigoes de contorno) é a dependéncia com ¢. Entretanto,
para todas as escolhas de d; e ds, 0 deslocamento vertical y(x,t), conforme o tempo ¢
transcorrer, esta contido no intervalo de 24 a —2A. Recomendamos fazer o desenho
de y(x,t = 1.1 s) como fungao de x para as ondas estacionarias nas Eq. (24) e (26).
Utilizando o fato de que os nés da onda correspondem a situacao onde y(z,t) = 0
com independéncia do valor de ¢, portanto, cos(kz) = 0, podemos obter que ha nds
em z, = 10n/21 m, com n = 1,3,5,-- -, onde tomamos como origem a extremidade
z = 0. A distancia entre dois nds consecutivos ¢ de ,,, —x,, = (n2—n1)10/21 = 20/21
m (pois para dois nds consecutivos, ny —ny = 2). Assim, o primeiro né estd a 10/21
m da extremidade z = 0 e o segundo né6 a 30/21 m de z = 0 ou 20/21 m em relacdo
ao primeiro né. Isto indica que a extremidade em x = 0 é um anti-né, pois a distancia
entre x = 0 e o primeiro né é a metade da distancia entre dois nds consecutivos. A
mesma coisa acontece com a extremidade em z = L. Ela também é um anti-né. A
corda assim é dividida em 20 partes de 20/21 m, onde ha 21 nés, e em 2 partes de
10/21 m, que correspondem a distancia entre x = 0 (anti-nd) e o primeiro né e a
distancia entre o dltimo né e a extremidade z = L (anti-ng).
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