
1. TÓPICO 1

1.1. Funções Características.

Se a e b são constantes reais, z = a+ ib, onde i =
√
−1 define um nú-

mero complexo. O conjugado de z é z = a− ib. O produto zz = a2 +b2

e |z| =
√
zz define a norma de z.

Se uma função real tem expansão em série de potência com raio de
convergência positivo, podemos usar série de potência para definir uma
função de variável complexa.

O desenvolvimento de Taylor, em torno de um ponto a, de uma
função g(·) infinitamente diferenciável é

g(t) =
∞∑
n=0

g(n)(a)(t− a)n
n! .

O desenvolvimento da função exponencial, g(t) = et, em torno do
ponto 0 é

et =
∞∑
n=0

tn

n!
e definimos

ez =
∞∑
n=0

zn

n! ,

para qualquer número complexo z. Temos ez1ez2 = ez1+z2 para quais-
quer números complexos z1 e z2. em particular se z = eit

eit =
∞∑
n=0

(it)n
n! = 1 + it− t2

2 −
it3

3! + t4

4! + it5

5! . . .

=
(

1− t2

2 + t4

4! − . . .
)

+ i

(
t− t3

3! + t5

5! − . . .
)

= cos(t) + isen(t).

Observe que se f(t) = cos(t) então f(0) = 1,

f ′(t) = −sen(t) f ′′(t) = −cos(t) f ′′′(t) = sen(t) f (4)(t) = cos(t)
f ′(0) = 0 f ′′(0) = −1 f ′′′(0) = 0 f (4)(0) = 1

e a série de Taylor em torno do ponto 0 é

cos(t) =
(

1− t2

2 + t4

4! − . . .
)

1
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assim

cos(t) = eit + e−it

2 e sen(t) = eit − e−it

2i .

Temos também que

|eit| =
√
eite−it =

√
(cos(t) + isen(t))(cos(t)− isen(t)) =

√
cos2(t) + sen2(t) = 1.

Se f(t) e g(t) são funções de t a valores reais então h(t) = f(t)+ig(t)
define uma função complexa em t com h′(t) = f ′(t) + ig′(t).

Exemplo 1.1.
ezt = eat+ibt.

Exemplo 1.2.(
ezt
)′

=
(
eat+ibt

)′
=
(
eateibt

)′
=
(
eat(cos(bt) + isen(bt))

)′
=
(
eatcos(bt) + ieatsen(bt)

)′
=
(
aeatcos(bt)− beatsen(bt)

)
+ i

(
aeatsen(bt) + beatcos(bt)

)
= eat [a(cos(bt) + isen(bt)) + ib(cos(bt) + isen(bt))] = eat

[
(a+ ib)eibt

]
= (a+ib)eat+ibt = zezt,

ou seja, (ezt)′ = zezt.

Exemplo 1.3. (
eit
)′

= ieit.

Se
∫ b
a f(t)dt e

∫ b
a g(t)dt existem, temos

∫ b
a h(t)dt =

∫ b
a f(t)dt+i

∫ b
a g(t)dt.

∫ b

a
eztdt = ezt

z

∣∣∣∣∣
b

a

= ezb − eza

z
,

pelo teorema fundamental do cálculo. Como consequência,
∫ b

a
eitdt = eib − eia

i
.

Note que

∫ b

a
eitdt ==

∫ b

a
cos(t) + isen(t)dt =

∫ b

a
cos(t)dt+ i

∫ b

a
sen(t)dt

= sen(t)|ba − i cos(t)|
b
a = (sen(b)− sen(a))− i(cos(b)− cos(a))

= cos(b)− cos(a) + isen(b)− isen(a)
i

= eib − eia

i
.

Se X e Y são variáveis aleatórias (reais), podemos escrever uma v.a.
complexa como Z = X + iY .
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Definição 1.4.
E [Z] = E [X] + iE [Y ] ,

sempre que E [X] e E [Y ] estão bem definidas. Z tem esperança finita
se e só se E |Z| <∞ e neste caso |E [Z]| ≤ E |Z|.

E [a1Z1 + a2Z2] = a1E [Z1] + a2E [Z2] ,
é válida onde a1 e a2 são números complexos e Z1 e Z2 são variáveis
aleatórias complexas com esperanças finitas.

Definição 1.5. Seja X uma v.a. (real), t ∈ R, então |eitX | = 1 e
ϕX(t) = E

[
eitX

]
, −∞ < t <∞ existe.

Definiremos a função característica de X por ϕX(t) = E
[
eitX

]
.

Note que:
P1: ϕX(0) = 1.

|ϕX(t)| =
∣∣∣E [eitX]∣∣∣ ≤ E

[
|eitX |

]
= E [1] = 1.

P2: Se X é degenerada em θ, isto é, P (X = θ) = 1, temos
ϕX(t) = eitθ,

se θ = 0 então ϕX(t) = 1.

P3: X é simétrica, em torno de 0, se f(x) = f(−x)

P (X ≤ x) = P (X ≥ −x) = P (−X ≤ x)↔ X
D= −X.

Então
ϕX(t) = E [eitX ] = E [cos(tX)− isen(tX)] = E [cos(t(−X)) + isen(t(−X))]

= ϕ−X(t) = ϕX(t)↔ a parte imaginária é zero.
Portanto X é simétrica em torno de zero se e só se ϕX(t) é real.

P4: Se X é uma v.a. e a, b são constantes reais, então

ϕa+bX(t) = E
[
eit(a+bX)

]
= eitaE

[
eitbX

]
= eitaϕX(tb)

Exemplo 1.6. Se X ∼ exp(λ), então

ϕX(t) = λ
∫ ∞

0
eitxe−λxdx = λ

∫ ∞
0

e−(λ−it)xdx = λ

λ− it
e−(λ−it)x

∣∣∣∞
0

= λ

λ− it
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Observe que limx→∞ e
−(λ−it)x = 0 pois limx→∞ e

−λ = 0 e e−itx é
limitado em x.

Exemplo 1.7. Y ∼ U(−1, 1)

ϕY (t) =
∫ 1

−1

eitx

2 dx = 1
2
eitx

it

∣∣∣∣∣
1

−1
= 1

2

(
eit − e−it

it

)
= sen(t)

t
.

Exemplo 1.8. Y1, . . . , Yn, Y
iid∼ Cauchy

E
[
eitY

]
= 1
π

∫ ∞
−∞

1
1 + x2 cos(tx)dx = e−|t|

e

E
[
eit
∑n

i=1 Yi
n

]
= E

[
n∏
i=1

ei
t
n
Yi

]
ind=

n∏
i=1

E
[
ei

t
n
Yi
]
idt=

n∏
i=1

e−|
t
n | = e−|t|

então Y n ∼ Cauchy e Y n
D= Y .

Teorema 1.9. Se E [|Xn|n] <∞, então ϕX(t) possui n derivadas con-
tínuas e

ϕ
(k)
X (t) =

∫ ∞
−∞

(ix)keitxdFX(x), k = 1, . . . , n

e em particular ϕkX(0) = ikE
[
Xk
]

Teorema 1.10. ϕX(t) é uniformemente contínua, isto é,

∀ ε > 0,∃δ = δ(ε) > 0 tal que se |t− s| < δ ⇒ |ϕX(t)− ϕX(s)| < ε.

Observação 1.11. Note que δ depende somente de ε. Uma função uni-
formemente contínua é contínua em todo ponto, mas a recíproca não
vale: f(x) = x2 é contínua na reta mas não é uniformemente contínua.

Teorema 1.12. Se X é uma v.a. e Y = a+ bX, e a, b ∈ R então

ϕY (t) = E
[
ei(a+bX)t

]
= E

[
eiateibXt

]
= eiatE

[
eibXt

]
= eiatϕX(bt).

Um resultado importante é

ϕX(t) = E
[
eitX

]
= E

[ ∞∑
n=0

(itX)n
n!

]
=
∞∑
n=0

inE [Xn] tn
n! .
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Exemplo 1.13. X ∼ N(0, σ2), então

E
[
X2k+1

]
= 0 e E

[
X2k

]
= σ2k(2k)!

2kk!

ϕX(t) =
∞∑
k=0

i2kE
[
X2k

]
t2k

(2k)! =
∞∑
k=0

(−σ2t2/2)k

k! = e−
σ2t2

2 .

Se Y ∼ N(µ, σ2)
X = Y − µ ∼ N(0, σ2)

Y = X + µ

ϕY (t) = eitµϕX(t) = eitµe−
σ2t2

2 = exp
(
itµ− σ2t2

2

)

Exemplo 1.14. X ∼ P (λ), logo, ϕX(t) = eλ(eit−1)

ϕ′X(t) = λeitieλ(eit−1)

ϕ′X(0) = λi = iE [X]↔ E [X] = λ

ϕ′′X(t) = λi2eiteλ(eit−1) + λeiti2λeiteλ(eit−1)

ϕ′′X(0) = λi2 + λ2i2 = (λ+ λ2)i2

i2E
[
X2
]

= (λ+ λ2)i2 ↔ E
[
X2
]

= (λ+ λ2)

2. Fórmula da Inversão

Teorema 2.1. Seja X uma v.a. com valores nos inteiros,(ϕX(t) =
E
[
eitX

]
= ∑∞

j=−∞ e
itjP (X = j)). Então

P (X = k) = 1
2π

∫ π

−π
e−iktϕX(t)dt

Exemplo 2.2. Considere uma variável aleatóriaX com valores inteiros
e com função característica ϕX(t) = (peit + 1− p)n. Qual a sua função
de probabilidade.

Utilizando o teorema aima temos que

P (X = k) = 1
2π

∫ π

−π
e−ikt(peit + 1− p)ndt =

1
2π

∫ π

−π
e−iktΣn

j=1

(
n

j

)
(peit)j(1− p)n−jdt =

Σn
j=1

(
n

j

)
(p)j(1− p)n−j 1

2π

∫ π

−π
e−ikteitjdt =

(
n

k

)
(p)k(1− p)n−k.
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Teorema 2.3. Se X e Y são independentes e Z = X + Y ,

ϕZ(t) = E
[
eit(X+Y )

]
= E

[
eitX

]
E
[
eitY

]
= ϕX(t)ϕY (t).

Teorema 2.4. Fórmula da Inversão
Se X é uma variável aleatória contínua com função característica

ϕX(t) integrável ∫ ∞
−∞
|ϕX(t)|dt <∞.

Então sua função densidade de probabilidade é

fX(t) = 1
2π

∫ ∞
−∞

e−itxϕX(t)dt.

Exemplo 2.5. Seja X é uma variável aleatória com função densidade
de probabilidade

fX(x) = 1
2e
−|x| −∞ < x <∞.

Estamos interessados em calcular sua função característica ϕX(t):

ϕX(t) =
∫ ∞
−∞

eitx
1
2e
−|x|dx =∫ 0

−∞
eitx

1
2e

xdx+
∫ ∞

0
eitx

1
2e
−xdx =

∫ ∞
0

e−itx
1
2e
−xdx+

∫ ∞
0

eitx
1
2e
−xdx =∫ ∞

0
e−x(e

−itx + eitx

2 )dx =
∫ ∞

0
e−xcostxdx.

Contudo, integrando por partes obtemos∫ ∞
0

e−xcostxdx = 1− t2
∫ ∞

0
e−xcostxdx

e concluimos que ∫ ∞
0

e−xcostxdx = 1
1 + t2

= ϕX(t).

Usando a fórmula da inversão, do teorema anterior, temos

1
2e
−|x| = 1

2π

∫ ∞
−∞

e−itx
1

1 + t2
dt.

e−|x| =
∫ ∞
−∞

e−itx
1
π

1
1 + t2

dt.

e−|x| =
∫ ∞
−∞

eitx
1
π

1
1 + t2

dt.

e concluimos que a distribuição de Cauchy padrão tem função caracte-
rística ϕX(t) = e−|t|.
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Exemplo 2.6. SeX é uma variável aleatória com distribuiçãoN(0, σ2),
a sua função característica é ϕX(t) = e−

σ2t2
2 , isto é

e−
σ2t2

2 =
∫ ∞
−∞

eitx
1

σ
√

2π
e−

x2
2σ2 dx.

Se, na expressão acima, substituirmos t por −t e σ por 1
σ
, temos

e−
t2

2σ2 =
∫ ∞
−∞

e−itx
σ√
2π
e−

σ2x2
2 dx,

isto é
1

σ
√

2π
e−

t2
2σ2 = 1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxe−
σ2x2

2 dx.

Teorema 2.7. Teorema da Unicidade
Se duas variáveis aleatórias tem mesma função característica, então

tem mesma função de distribuição.

Exemplo 2.8. Seja X uma variável aleatória com distribuição bino-
mial de parâmetros n e p, 0 < p < 1 e seja Y uma variável aleató-
ria, independente de X, com distribuição binomial de parâmetros m e
p, 0 < p < 1. As funções características de X e Y são

ϕX(t)) = (q + peit)n e ϕY (t)) = (q + peit)m

respectivamente, onde q = 1− p.
Portanto ϕX+Y (t) = (q + peit)n+m e concluimos que X + Y tem

distribuição binomial de parâmetros n+m e p, 0 < p < 1.

Exemplo 2.9. Se X é uma variável aleatória com função característica
ϕX(t) = cos2(t), qual sua função de probabilidade?

Observe que a função característica é real , isto é ϕX(t) = E[cosXt].
Podemos, tambem,escrever que

ϕX(t) = cos2(t) = 1 + cos2t
2 = 1

2 + 1
2cos2t.

Se definimos X = 0 com probabilidade P (X = 0) = 1
2 e X = 2 com

probabilidade P (X = 0) = 1
2 obtemos, pelo teorema da unicidade, o

resultado.

No que segue enunciaremos os teoremas que relacionam a convergên-
cia em distribuição com a convergẽncia das respectivas funções carac-
terísticas.

Teorema 2.10. Teorema de Helly-Bray
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Sejam (Xn)n≥1 e X variáveis aleatórias. Sejam (Fn)n≥1 e F as suas
respectivas funções de distribuições tais que Fn →D F . Então, para
toda função g contínua e limitada temos

E[g(Xn)] =
∫ ∞
−∞

g(x)dFn(x)→n→∞

∫ ∞
−∞

g(x)dF (x) = E[g(X)].

Observação 2.11. Em particular, podemos aplicar o teorema acima para
as funções cos(t) e sen(t) que são contínuas e limitadas, obtendo

ϕXn(t) = E[eitXn ] =
∫ ∞
−∞

eitxdFn(x) =
∫ ∞
−∞

(cos(tx)+isen(tx))dFn(x) =
∫ ∞
−∞

cos(tx)dFn(x) +
∫ ∞
−∞

isen(tx)dFn(x)→n→∞∫ ∞
−∞

cos(tx)dF (x) + i
∫ ∞
−∞

sen(tx)dF (x) =
∫ ∞
−∞

eitxdF (x) = ϕX(t).

Exemplo 2.12. Se f : (0, 1)→ < é uma função contínua e limitada ,
então podemos representar f(t) por

f(t) = lim
n→∞

∑
k = 0nf(k

n

(
n

k

)
tk(1− t)n−k.

Claramente , a representação é resultado do teorema de Helly-Bray,
quando consideramos variáveis aleatórias independentes e identicamente
distribuidas com distribuição de Bernoulli de parâmetro t.

Teorema 2.13. Teorema da continuidade de Paul-Levy
Seja (FXn)n≥1 uma sequência de funções de distribuições e (ϕXn)n≥1

a sequência de suas respectivas funções características. Se ϕXn(t) con-
verge pontualmente para ϕ(t) e ϕ é contínua no ponto 0, então:

a) Existe uma variável aleatória X, com função de distribuição FX
tal que Fn →D F e

b) ϕ é função característica de X.

Exemplo 2.14. Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias
com Xn ∼ B(n, p) e tal que limn→∞ np = λ.

A função característica de Xn é

ϕXn(t) = (1− p+ peit)n = (1− λ

n
+ λ

n
eit)n = (1− λ

n
(eit − 1))n

e
lim
n→∞

ϕXn(t) = eλ(eit−1) = ϕX(t)

que é contínua no ponto 0 e é a função característica de ume variável
aleatória com distribuição de Poisson.
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Exemplo 2.15. Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias
com Xn ∼ N(0, n) com função característica ϕXn(t) = e−

t2n
2 .

Assim
lim
n→∞

ϕXn(t) = 1 se t = 0 e 0 se t 6= 0
que não é contínua em t = 0 e portanto não é função característica.

Observe que

P (Xn ≤ x) = P (Xn√
n
≤ x√

n
= P (Z ≤ x√

n
)→n→∞

1
2

que não é função de distribuição.

Observação 2.16. Se z é um número complexo tal que |z − 1| < 1,
podemos definir, através da série de Taylor

ln z = (z − 1)− (z − 1)2

2 + (z − 1)3

3 − ....

Portanto se se |z − 1| < 1 temos as propriedades usuais: z = eln z,
ln 1 = 0 . Se X é uma variável aleatória, a sua função característica
ϕX(t) é contínua, ϕX(0) = 1 e assim lnϕX(t) é bem definida para t
próximo de zero.

Se E[X] = µ <∞, então ϕ′X(0) = iµ. Portanto

lim
t→0

lnϕX(t)
t

= lim
t→0

lnϕX(t)− lnϕX(0)
t

= d lnϕX(t)
dt

|t=0 = ϕ
′
X(0)

ϕX(0) = iµ.

Consequentemente temos

lim
t→0

lnϕX(t)− iµt
t

= 0.

Suponha que V ar(X) = σ2 <∞, então ϕ′′X(0) = −E[X2] = −(µ2 +
σ2).

lim
t→0

lnϕX(t)− iµt
t2

= lim
t→0

ϕ
′
X(t)
ϕX(t) − iµ

2t =

lim
t→0

ϕ
′
X(t)− iµϕX(t)

2tϕX(t) =

lim
t→0

ϕ
′′
X(t)− iµϕ′X(t)

2ϕX(t) + 2tϕ′X(t) =

ϕ
′′
X(0)− iµϕ′X(0)

2ϕX(0) = −(µ2 + σ2)− (iµ)2

2 = −σ
2

2 .
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Portanto
lim
t→0

lnϕX(t)− iµt
t2

= −σ
2

2 .

Teorema 2.17. Teorema do Limite Central
Seja (Xn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias independentes e

identicamente distribuidas com média E[X1] = µ e variância V ar(X1) =
σ2 <∞. Então

lim
n→∞

P (Sn − nµ
σ
√
n
≤ x) = P (Z ≤ x), −∞ < x <∞.

onde Sn = ∑n
i=1 Xi e Z tem distribuição normal padrão.

Demonstração. Seja S∗n = Sn−nµ
σ
√
n
. então

ϕS∗n(t) = E[eitS∗n ] = E[eit(
Sn−nµ
σ
√
n

)] =

e
− itnµ
σ
√
nE[e

itSn
σ
√
n ] =

e
− itnµ
σ
√
n (ϕX1( t

σ
√
n

)n.

Portanto

ϕS∗n(t) = exp{n[lnϕX1( t

σ
√
n

)− iµ(t
σ
√
n

)]}.

Contudo
lim
n→∞

n[lnϕX1( t

σ
√
n

)− iµ( t

σ
√
n

)] =

lim
n→∞

t2

σ2

lnϕX1( t
σ
√
n
)− iµ( t

σ
√
n
)

( t
σ
√
n
)2 =

t2

σ2 (−σ
2

2 ) = −t
2

2 .
Concluimos que

lim
n→∞

ϕS∗n(t) = e−
t2
2 = ϕZ(t).

Pelo teorema da unicidade temos o resultado. �

Como uma extensão do Teorema do Limite Central, pode-see provar
que (ver Barri James)

Teorema 2.18. Sejam (Yn)n≥1 uma sequência de variáveis aleatórias
tais que √

n(Yn − µ)→D N(0, σ2).
Se g(y) é uma função derivável no ponto µ, então

√
n(g(Yn)− g(µ))→D N(0, σ2(g′(µ))2).
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Exemplo 2.19. Pelo Teorema do limite central temos
Sn − nµ
σ
√
n
→D N(0, 1)

que é equivalente a
Xn − µ

σ√
n

→D N(0, 1).

Pelo Teorema de Slutsky concluimos que
√
n(Xn − µ)→D N(0, σ2).

Pelo teorema anterior, se consideramos g(x) = x2, temos
√
n(X2

n − µ2)→D N(0, 4µ2σ2).
Se consideramos g(x) = 1

x
temos, se µ 6= 0

√
n( 1
Xn

− 1
µ

)→D N(0, σ
2

µ4 ).
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