1. TOPICO 1

1.1. Convergéncia em distribuicao e propriedades.

Exemplo 1.1. Uma variavel aletoria Y é definida como degenerada se
Y = 6 com probabilidade 1 (f: ntimero real)

A sua funcao de distribuicao é

_J O0sey<d
Fy(y)—{ lsey>0

Exemplo 1.2. Sejam X, X5, ...iid com distribui cao uniforme no in-
tervalo (0, 0)
, isto é, X7 ~ U(0,0) e defina (Y;,),>1 por

Y,, = max { Xy, Xs,...}. Portanto

Osey <O
Fy,(y) =PY,<y)=P(X1 <y)" =3 (4" se0<y<¥b
lsey >4
e
lim Fy, (y)Z{ Osey <0 = Fy(y).
n—00 " 1S€y29

que é uma funcao de distribuicao

Exemplo 1.3. Seja (Y,,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias tais
que P(Y, =n) =1

_J Osey<mn

lim Fy, (y) =0, que ndo é uma fungao de distribuigao.
n—o0

Exemplo 1.4. Sejam (X,,),>1 tais que P(X,, = +) =1

Observe que X, L0e X, N funcao de distribuicao de X, é

Osex <+
FX"(m)_{lsexZ%
e
lim Fyx, (z) = Lsea>0 nao ¢ funcao de distribuica
lim Fy, (r) = 0se <0 que nao é funcao de distribuicao
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contudo

lsex >0 , - e
Fx(x) = { Dser<0 © fungao de distribuicao.

Tais consideragoes motivam a seguinte defini¢ao

Definigao 1.5. Seja (F),),~, uma sequéncia de fungoes de distribui¢oes
e " uma funcao de distribuigao tal que, para todo niimero real x em
que I’ é continua em x, temos

lim F,(z) = F(x).

n—oo
Entao dizemos que (F},),, converge em distribui¢ao para F. F,, —
F. -

Se X,, é v.a. com funcao de distribuicao F,, e X é v.a. com funcao
de distribuicao F e F, =P F, dizemos também que X,, = X.

Teorema 1.6. Seja (X,)n>1 sequéncia de v.a.(s) com fungoes de dis-
tribuicoes absolutamente continuas com fungoes de densidade de prob-

abilidade f,(x).

Seja X v.a. com funcdo de distribuicao absolutamente continua com
funcdo de densidade f(x).

Se lim f,(z) = f(x)),

n—oo

entao
F, P F

Exemplo 1.7. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias com
X, ~U(0,1-1)

se 0<x<1—%
cc

hio) ={ 77,

lseO<z<l1
0 cc

i /() = {

n—o0

¢é a funcao densidade de uma v.a. com distribuicao uniforme no inter-
valo (0,1). Assim F,, =P Fe X ~U(0,1).

Teorema 1.8. Seja (X,),5, uma sequéncia de v.a.(s) discretas que
assumem valores no conjunto dos numeros naturais

P(X, = k) = pa(k), k=0,1,...



e seja X uma v.a. que também assume valores em N

com P(X, =k)=p(k), k=0,1,...
Entio lim, o po(k) = p(k) se e sé se F,, =P F.

Observacao 1.9. Se os valores de X, nao forem isolados o teorema
pode ndo valer: Sejam (X,,), ., uma sequéncia de v.a.(s) discretas com
P(X, = 1) =1 e X uma varidvel aleatéria com P(X = 0) = 1. A

funcao de distribuicao de X, é

Osexz <
FX"(x):{ lsex>

3= |=

e a funcao de distribuicao de X é

Osex <0
FX(x):{ lsex >0

de maneira que X,, = X. Mas P(X,, =0)=0e P(X =0) =1 de
maneira que p,(k) - p(k).

Exemplo 1.10. Seja (X,,),~, uma sequéncia de varidveis aleatérias
tais que X, : 1,2,3,...,n
com

O valor de a é definido por:

n n 1 1

_ oo os(-g5) by, 1

1——2{:})@Xﬁ-— k)——}zzéz —-a—jrjfz;—'——a 1-— 5; J.a = 1 1
k=1 k=1 2

Portanto

11
-
1— Lok

1
lim P(X, =k) = — keN

n—o00 9k

Observe que X : 1,2, ..., isto é, o suporte de X é N,

1 ] =1 1
P(X_k;)_?:>ZP(X_k)_ZQ—k_1i%_1 e X, =P X.
k=1 k=1

Teorema 1.11. Sejam (X,,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias
e X uma varidvel aleatéria. Se X,, - X entio X,, - X.
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Exemplo 1.12. Sejam X, Xy, ... varidveis aleatorias identicamente
distribuidas como X, em que
X/ X,]0 1
T T
V1Y 2l
1 |3 03
1 1
2 2

Assim X,, =P X pois X,, e X tem mesma funcao de distribuicao.
Contudo (e < 1),

P{X,—X|>e =P{X, - X|=1}
11
=P{X,=0eX=1}+P{X,=1leX=0}=_+ =150

X, »TX

Assim convergéncia em distribuicao nao implica convergéncia em
probabilidade.

Contudo temos o teorema

Teorema 1.13. Sejam (X,,)n,>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias
e k uma constante. Se X,, = k entio X,, =% k.

Prova:

ny . _Jlsex>k
(tapitese) fim Fur)={ 307 %

Contudo (e < 1),
P{X, —kl<et=Plk—e< X, <k+e}>

=P{k—e<X,<k+e}=F,(k+¢ —F,(k—e).
Assim
lim P{|X, — k| <e} >
n—oo
lim F,(k+¢)— lim F(k—¢) =1—-0=1.
Teorema 1.14. Teorema de Slutsky
Sejam (Xy),5, € (Yn), 1, X, v.a.(s) tais que X,, =P X, Y, ="k
entao: - -
(1) X, £Y, =2 X +k
(2) X,Y, =P kX



(3) Sek#0eP(Y,#0)=1
X, X

Y, k
Exemplo 1.15. Seja (Z,),~, sequéncia de v.a.(s) tais que
1 1

P(ann)zﬁ P(Zn:O):l—ﬁ

Sera que Z, converge em distribuigao ?

Exemplo 1.16. Seja (X,),, iid com distribuicio U(0,1). Seja Y, =
nmin {X,..., X,}. Qual o limite em distribuigao de Y,,?

Exemplo 1.17. Qual o limite em distribuicao de Z,, +Y,, onde Z, e
Y,, sao como acima?

Exemplo 1.18. X;, X5, ..., v.a.(s) com fungoes de distribui¢ao dadas
por

Osex < —n

Fo(z)=(¢ Htse —n<z<n
lsex>n
X, 27
r+n x n 1
lim F,(z) = li — 1 (- —>:—v R
) = i S = a5, ) T3 T E

consequentemente nao ¢ funcao de distribuicao e X,, nao converge
em distribuicao.

Exemplo 1.19. Sejam Xi, Xo, ..., v.a.(s) iid N(0,1) e YV, = X,, =
Z?:l Xl/n Yn —)D?

Exemplo 1.20. Sejam Xi, Xy, ..., v.a.(s) iid N(0,1)

Xl X3 Xanl
U,—J2L 28,
{X2 T T

Defina 7, = % Z, converge em distribui¢ao?
Obs: % tem distribuigao de Cauchy(0,1).

} (para todo n par) e V,, = X2+ X2+, .. X2.
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