1. TOPICO 3

1.1. A Lei dos Grandes Nimeros. Consideremos a variavel aleatoria
X que representa o valor numérico de um experimento aleatorio e seja
X1, Xo, ..., X,, uma amostra aleatéria de X, isto é, copias i.i.d. de X,
de tamanho n, grande. A Lei dos Grandes Numeros afirma que a média
aritmética dos n valores observados é aproximadamente igual a média
de X, u = E[X], quando n é grande, isto é
~ > i1 Xi(w)
Xn<w) = - n—oo M
n
onde w = (wy, ..., wy), Xp(w) = X(w,), w, s@o os ensaios sucessivos e
w é o experimento composto.

Exemplo 1.1. Considere que nas repeticoes independentes de um
experimento estamos interessados nas ocorréncias de um evento A .
Definimos a sequéncia de varidveis aleatorias (X, )n>1

X,=1 se A ocorreu na n—es realizacao; X, =0 c.c.

Desta maneira P(X, = 1) = P(A). Na n-ésima repetigdo do experi-
mento calculamos a frequéncia relativa do evento A, isto é

F, =

X
’; —qe P(A) = E[X,,).

O exemplo justifica o conceito frequéntista de probabilidade.

Se a convergeéncia é quase certa dizemos que a Lei é Forte, se a con-
vergéncia é em probabilidade dizemos que a Lei é Fraca. Claramente,
a Lei Forte implica a Lei Fraca dos Grandes Numeros.

A Lei Fraca dos Grandes Niimeros
Para provarmos a Lei Fraca dos Grandes Numeros usaremos a De-
sigualdade de Markov:

Lema 1.2. Seja X uma varidvel aleatoria. Para todo € e r, nimeros
reais positivos com E[|X|"] < oo, temos

ElIX|]

P(X| 2 ¢) < 22

Prova:

Ewmz/’MWHw:/ mmmm+/ 2rdF(z) >
-0 {\X|>«i} {IX|<e}



/ |z|"dF(z) = [e" dF (z) = [e|"P(|X] = €).
{IX]>e} {|X|>¢}

Corolario 1.3. Desigualdade de T'chebyshev. Se X uma varidvel aleatoria
com média E[X] = u e variancia 0® < oo, Ve > 0 temos

2
g
PUX —plze) < %

Prova: Segue da desigualdade de Markov

Teorema 1.4. Lei Fraca dos Grandes Numeros de Tchebyshev
Se (X,)n>1 € uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes
com médias j1 e variancias o < 0o, comuns, entdao

v Z?:l Xi

X, = =P .
n

Prova: Segue da desigualdade de Tchebyshev, desde que E[#]

ThiXy g
n n "

e Var(

Teorema 1.5. Lei Fraca dos Grandes Numeros para varidveis aleatorias
nao correlacionadas.

Se (Xp)n>1 € uma sequéncia de varidveis aleatdrias nao correla-
cionadas, isto €, cov(X;, X;) = 0,Vi,5, com médias pn e varidncias
0% < 00, comuns, entdo

X - Z:L:l Xi _p

=
Prova: ;
Sabemos que E[Z:TlX] = /.
Var(%) = El(Ky—py] = B[y = i Ny
BT X — ) = B (6 = (Y0 — )l =

n

B (X = P+ (K= ). (6 = )] = U Bl —

- 1 — o?
D EX: = p).(X; - w)]} = 3 d P t0= p
i<j i=1

Assim, pela Desigualdade de Tchebyshev

El(X. —p)? _ o

Y _ Y 2 2
P — pl > £) = (% — ) > %) < 2020 %



quando n — 0.

Observagao 1.6. Na realidade, somente é necessario que os X;’s sejam
nao correlacionados assintéticamente no sentido: lim;_ ;|- cov(X;, X;) =

0.

Teorema 1.7. Lei Fraca dos Grandes Numeros para varidveis aleatorias
assintoticamente nao correlacionadas.

Seja (X,,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias assintdticamente
nao correlacionadas, com média comum p e variancias Var(X;) =
0? < ¢, uniformemente limitadas por uma constante c. Entao

X_n _ Z?:l X;
n

-7 .
Teorema 1.8. Lei Fraca dos Grandes Numeros de Khintchin, para
varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas com média
finita.
Seja (X,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias i.i.d. com E[X;] =

w < oo.Entao

X_n _ Z?:l Xi P

n

I

A Lei Forte dos Grandes Niumeros

Teorema 1.9. Lei Forte dos Grandes Numeros para varidveis aleatorias
independente e identicamente distribuidas com média finita e existéncia
do quarto momento central.

Seja (X,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com E[|X;]|] =
p<oo e E[(X —u)t =5 < oco.Entdo

XTL fe— E‘:—l _>qc lu/
n
Prova:
Observe que
1 n
E[(Xn =)' = Bl (3 Xi —n.p)'] = B
i=1

n

O (Xi—w")] =

=1

1
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LY (X )t S = ) - )
(X = (X = )+ D (X = )" (X = o) (X = )

) (X = )X = ) (X = ) (X = )} =

1<j<k<l



Y0 Y Y0k Y 0)=

i<j i<j i<j<k  i<j<k<l
1 n—1)c* ot
ﬁ{n7+n.(n—1)a4}=%+¥< T+

n3 nd  n?

Portanto, pela desigualdade de Markov temos

B(X-p)Y_ 7 , o

P(IX, —pl >¢) = P((X, —p)* > ) < 4 = A3 g4
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Pelo Lema de Borel Cantelli concluimos que

S P([ X — ul > €) < 3024( ) < 00,

Xn — Zz:l _>qc 1
n

Observagao 1.10. Observe que
(X =) =X —4.X3 pn+6.X% 0% —4.X 0% + pt

E[(X — p)! = E[X"Y] — 4.0.B[X?] + 6.4 E[X?] — 4.4 E[X] + p*.

Exemplo 1.11. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias
iid. a X. Se X é uma variavel aleatéria de Bernoulli com parametro
p,0 < p<1,entdo E[X*] = p,Vk e

E[(X — ) =p—4p* +6P° —4P* + p* < 0
e X, =% p.

Exemplo 1.12. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias
i.id. a X. Se X é uma variavel aleatéria com distribui¢cao uniforme no
intervalo (0, 1), entao

1
E[X* :/ rdr = ——
X7] 0 k+1

[§
E[(X—0,5)% = B[X%—4.0,5.E[X?]+6.0,25.E[X?]—4.0,125. B[ X]+0, 0625 =

0,2-0,5+0,5-0,25+0,0625 = 0,0125 < o0
e X, =% 0,5.
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Exemplo 1.13. Seja (X,),>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias
i.i.d. a X. Se X é uma variavel aleatoria com distribuicao exponencial
e parametro A entao

00 k" o0 xk)\kflef)\x k'
k k —\z
e
1 4 13 1.2 1.1 1 9 9
El(X—o) = g 26 (22 g (=P o (o) e 2 = 2 o
(X = 5wt o) e G 3t == <>
e X, —9 %

Exemplo 1.14. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias
iid. a X. Se X é uma variavel aleatoria com distribuicao normal de
média p e variancia o2, entao E[(X — )" =0 e E[(X — p)*] =
o?.[(2n —1).(2n — 3)....3.1. Assim E([(X — p)¥] =3.0% e X,, =% pu.

Exemplo 1.15. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias
iid. a X, com F[(X —p)! =~ < oo e E[(X — p)? = % Entao

52 _ Z?:l(Xl _ X_n

n—1

¢ 52

Note que S? = Lo (X1 X2 — nX_,LQ)
Por outro lado, pela Lei forte dos grandes ntimeros,

1 Yoo X2
oo X2 = TR e PIX?) = o2 4 2
n—1 n—1 n
e
i X_n2 —ac 1.,uz = MQ
n—1
pois 22 é uma funcao continua de z.

Recordemos P.2 - Se X,, =% X e Y,, —»% Y, Entao

X, Y, -2 X+Y

Portanto S? = L (3, X2 — nXn ) =% (0% + pi2) — 12 = o2,

Em termos estatisticos estamos provando que S? é um estimador con-
sistente para o2, pois a convergéncia quase certa implica a convergéncia
em probabilidade.

No que seque as Leis Fortes de Kolmogorov sao enunciadas. O
lettor encontrard as provas respectivas provas no livro Probabilidade:
um curso em nivel intermedidario; Barry, R. James.
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Teorema 1.16. Primeira Lei Forte de Kolmogorov.
Seja (X,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatdrias independentes e
integraveis e suponha que
Var(X,
n
Ento
Xi+..+X, E[Xi]+ ...+ E[X,)]

n n

—9%€ 9

Teorema 1.17. A Lei Forte de Kolmogorov.
Seja (Xp)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias independentes,
identicamente distribuidas e integrdveis com E[X,] = p. Entao

X1+ ...+ X,
n

—1° p.

Exemplo 1.18. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias
i.i.d. comm funcao densidade de probabilidade

f@)=e"" se >0 e 0 cc.

Prove que Xt=tXn P74 g
Observe que

E[X] = / ze” "0 dy = /200(y + e Vdy =1+6.
9 0
Pela Lei Fraca dos Grandes ntimeros concluimos o exercicio.

Exemplo 1.19. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias
1

i.i.d. com distribui¢ao uniforme no intervalo (0, 1). seja Z,, = (7, X;)n,
a média geométrica de Xq,..., X,,,1 < n < oo. Mostre que 7, — k.
Qual o valor de k7

Observe que —InZ, = —In[(7™, X;)a] = anl% e que —InX;
tem distribuicao exponencial padrao. Portanto, pela Lei Fraca dos
Grandes Nimeros, —In Z,, — 1.

Como a fungao exponencial, a inversa da funcao logaritmo neperiano,
é continua, concluimos que Z,, =% e.

Exemplo 1.20. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias
iid., com E[X;] = Var(X;) =1, entao

Z?:l Xl _>qc 1

VS XE Ve



Observe que
ZZ 1X' i= 1X'

Vo 1X2 \/ Z

Pela Lei Forte dos Grandes Nuimeros temos

_ae ] o Zim XD _qe

n

Zi:l i
n
2.
A convergéncia quase certa é fechada por quocientes (quando possivel)
e a raiz quadrada é funcao cont
inua.

Exemplo 1.21. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatérias
i.i.d., com distribuicao normal com média p e variancia o2. Qual o

limite quase certo de
\/ n Y (X - X2,
Zz 1 X )
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