
1. Resolução da lista 1.

Primeiro apresentaremos uma integral importante, obtida a partir
da distribuição gama generalizada.

(1) J =
∫ ∞

0
xa−1e−bx

c

dx = Γ(a/c)
cba/c

, a, b, c > 0.

Demonstração: fazendo a substituição y = bxc em J temos

J =
∫ ∞

0

(
y

b

)(a−1)/c
e−y

(
bc
(
y

b

)(c−1)/c
)−1

dy = (bc)−1
∫ ∞

0

(
y

b

)(a−1)/c
e−y

(
y

b

)1/c−1
dy

= (bc)−1
∫ ∞

0

(
y

b

)a/c−1
e−ydy =

(
cba/c

)−1 ∫ ∞
0

ya/c−1e−ydy = Γ(a/c)
cba/c

, a, b, c > 0.

1) Seja f(x) = e−(x−θ), x ≥ θ. Definindo Y = X − θ, temos

G(y) = P (Y ≤ y) = P (X − θ ≤ y) = P (X ≤ y + θ) = F (y + θ),
logo g(y) = [F (y + θ)]′ = f(y + θ) = e−(y+θ−θ) = e−yI(0,∞)(y)
e portanto Y ∼ Exp(1) e X = Y + θ, θ > 0.

Considerando Y1, . . . , Yn
iid∼ Exp(1) vemos que a distribuição do mí-

nimo, Y(1), é dada por

gY(1)(y) = n!
(n− 1)!

[
1−

(
e−y

)]n−1
ey = ne−nyI(0,∞)(y),

isto é, Y(1) ∼ Exp(n).
Calcularemos a esperança e a variância de Y(1) utilizando o resultado

(1).

E
[
Y r

(1)

]
= n

∫ ∞
0

yre−nydy = n
∫ ∞

0
y(r+1)−1e−nydy = n

Γ(r + 1)
nr+1 = Γ(r + 1)

nr

então
E
[
Y(1)

]
= 1
n

e Var
(
Y(1)

)
= 1
n2 .

Então Y(1) converge para uma variável degenerada no ponto zero,
pois

lim
n→∞

E
[
Y(1)

]
= lim

n→∞

1
n

= 0 e lim
n→∞

Var
(
Y(1)

)
= lim

n→∞

1
n2 = 0.

Devido ao fato supracitado, temos, Y(1)
P⇒ 0.
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Agora provaremos que Y(1) converge quase certamente para zero.
Basta mostrar que P (Y(1) > ε infinitas vezes) = 0, para ε > 0 fixado e
usar o lema de Borel-Cantelli.

∞∑
n=1

P (Y(1) > ε) =
∞∑
n=1

e−nε =
∞∑
n=1

(
e−ε

)n
= e−ε

1− e−ε < +∞,

note que e−ε < 1 ∀ ε > 0, portanto P (Y(1) > ε infinitas vezes) = 0 por
Borel-Cantelli.

Como o resultado vale para qualquer ε então o evento [Y(1) > 0]
ocorre um número finito de vezes acarretando que ocorre Y(1) = 0 um
número infinito de vezes e portanto Y(1)

q.c.⇒ 0.
Então, respondendo a questão:

min {X1, . . . , Xn} − θ = min {Y1 + θ, . . . , Yn + θ} − θ

= min {Y1, . . . , Yn}+ θ − θ = Y(1) + θ − θ = Y(1)

que converge em probabilidade para zero.

min {X1, . . . , Xn} = min {Y1 + θ, . . . , Yn + θ}

= min {Y1, . . . , Yn}+ θ = Y(1) + θ

que converge para 0+θ = θ (pois uma função contínua de uma V.A. que
converge quase certamente também converge quase certamente, neste
caso a função é Y(1) + θ).

2) X é uma V.A. absolutamente contínua e Yn = [1− F (Mn)].

Gn(y) = P (Y ≤ y) = P (n [1− F (Mn)] ≤ y) = P
(

1− F (Mn) ≤ y

n

)
= P

(
F (Mn) ≥ 1− y

n

)

= P
(
Mn ≥ F−1

(
1− y

n

))
= 1−P

(
Mn ≤ F−1

(
1− y

n

))
iid= 1−

(
F
(
F−1

(
1− y

n

)))n
o último passo se deve ao fato de que os Xi são independentes e iden-
ticamente distribuídos. Também supomos que a inversa da função de
distribuição, F−1(·), existe, obtendo:

Gn(y) = 1−
(

1− y

n

)n
I(0,n) + 0I(−∞,0] + 1I[n,∞).

Finalmente,

lim
n→∞

Gn(y) = 1− e−yI(0,∞) + 0I(−∞,0],
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caracterizando a função de distribuição de uma exponencial com parâ-
metro 1.

3) Queremos provar que limn→∞ P (|Xn − c| > ε) = 0, ∀ ε > 0 e temos
lim
n→∞

E [Xn] = c e lim
n→∞

Var (Xn) = 0.

Pelos axiomas de Kolmogorov,
0 ≤ P (|Xn − c| > ε) ≤ 1,

para qualquer n e usando a desigualdade de Tchebychev e fixando um
ε > 0, temos

0 ≤ P (|Xn − c| > ε) ≤ Var (Xn)
ε2

Aplicando o limite nas inequações, obtemos

0 ≤ lim
n→∞

P (|Xn − c| > ε) ≤ lim
n→∞

Var (Xn)
ε2

0 ≤ lim
n→∞

P (|Xn − c| > ε) ≤ 0
ε2 = 0

e pelo teorema do “sanduiche” para limites de funções reais vemos que

lim
n→∞

P (|Xn − c| > ε) = 0
e assim provamos que a sequência (Xn)n≥1 converge em probabili-

dade para c.

4) Xi
iid∼ U(0, θ) e Xi = θYi, em que Yi iid∼ U(0, 1). Estamos interessados

na distribuição do máximo dos Yi, Y(n), que é dada por

gY(n)(y) = n!
(n− 1)!y

n−1I(0,1)(y) = nyn−1I(0,1)(y),

logo Y(n) ∼ Beta(n, 1).

E
[
Y r

(n)

]
= 1
Beta(n, 1)

∫ 1

0
yryn−1dy = 1

Beta(n, 1)

∫ 1

0
yr+n−1dy

= Beta(r + n, 1)
Beta(n, 1) = n

r + n

então
E
[
Y(n)

]
= n

n+ 1 e E
[
Y 2

(n)

]
= n

n+ 2
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Var
(
Y(n)

)
= n

n+ 2−
(

n

n+ 2

)2
= n(1 + 2n+ n2)− n2(2 + n)

(1 + n2)(2 + n) = n

(1 + n2)(2 + n) .

Então Y(n) converge para uma variável degenerada no ponto um pois

lim
n→∞

E
[
Y(n)

]
= lim

n→∞

n

n+ 1 = 1 e lim
n→∞

Var
(
Y(n)

)
= lim

n→∞

n

(1 + n2)(2 + n) = 0.

Devido ao fato supracitado, Y(n)
P⇒ 1. Agora note que

θX(n) = max {X1, . . . , Xn} = max {θY1, . . . , θYn} = θmax {Y1, . . . , Yn} = θY(n),

assim obtemos que X(n)
P⇒ θ(pois uma função contínua de uma V.A.

que converge em probabilidade também converge em probabilidade,
neste caso a função é θY(n) e Y(n)

P⇒ 1). Logo max {X1, . . . , Xn}
P⇒ θ.

5) P (Xn = 1) = 1/n e P (Xn = 0) = 1 − 1/n, logo, E [Xn] = 1/n e
E [X2

n] = 1/n, consequentemente, Var (Xn) = 1/n− (1/n)2 = 1
n
n−1
n

.
Então Xn converge em probabilidade para zero, pois

lim
n→∞

E [Xn] = lim
n→∞

1
n

= 0 e lim
n→∞

Var (Xn) = lim
n→∞

1
n

n− 1
n

= 0.

Agora mostraremos que Xn

q.c.

6⇒ 0. Note que
∞∑
n=1

P (Xn = 1) =
∞∑
n=1

1
n

= +∞,

pois trata-se de uma série harmônica de grau 1. Como os Xn são in-
dependentes, pelo lema de Borel-Cantelli o evento [Xn = 1] ocorre infi-
nitas vezes com probabilidade um. Formalmente, seja An = [Xn = 1].
Se ω ∈ [An infinitas vezes ], então Xn = 1 para um número infinito
de n′s, logo Xn não converge para zero. Como provamos P (Xn =
1 infinitas vezes ) = 1, temos P (Yn 6⇒ 0) = 1.

6) P (Xn = n2) = 1/n2 e P (Xn = 0) = 1− 1/n2.
Agora mostraremos que Xn

q.c.⇒ 0. Fixando ε > 0,
∞∑
n=1

P (Xn > ε) =
∞∑
n=1

P (Xn = n2) =
∞∑
n=1

1
n2 = π2

6 < +∞,

pois trata-se de uma série harmônica de grau 2. Pelo lema de Borel-
Cantelli o evento [Xn > ε] ocorre infinitas vezes com probabilidade zero.
Formalmente, seja An = [Xn > ε]. Se ω 6∈ [An infinitas vezes ], então
Xn > ε para um número finito de n′s, logo Xn converge para zero.
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Como provamos P (Xn > ε infinitas vezes ) = 0, temos P (Xn ⇒ 0) =
1.

A segunda parte do problema é demonstrar que limn→∞ E
[
Xk
n

]
6=

E
[
Xk
]

= E
[
0k
]

= 0.

E
[
Xk
n

]
= n2k

n2 = n2(k−1), k = 1, 2, 3, . . . ,
logo

lim
n→∞

E [Xn] = 1 6= 0
e

lim
n→∞

E
[
Xk
n

]
= lim

n→∞
n2(k−1) = +∞ 6= 0, k = 2, 3, . . .
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