1. Resolugao da lista 1.

Primeiro apresentaremos uma integral importante, obtida a partir
da distribuicao gama generalizada.

(1) J= / 2 eV i — (ba//), ab,c>0.

Demonstracao: fazendo a substituicao y = bz em J temos
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1) Seja f(x) =e @9 2 > 0. Definindo Y = X — 6, temos

Gly)=PY <y =PX-0<y)=PX<y+0)=F(y+90),

logo g(y) = [F(y +0)) = f(y +0) = eV = e Ig00)(y)
e portanto Y ~ Exp(l) e X =Y + 6, 6 > 0.

Considerando Y7, ...,Y, ud Exp(1) vemos que a distribuicao do mi-

nimo, Y{), ¢ dada por

n' _ n—1 _
9v,, () = (= 1) [1 - (e y)] eV =ne "1 0,00)(¥),
isto é, Y1) ~ Exp(n).
Calcularemos a esperanca e a variancia de Y(;y utilizando o resultado

(1).

o0 oo r 1 r 1
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entao

n’l"

1 1
E Yy = - e Var (Yy)) = 5
Entao Y{(;) converge para uma variavel degenerada no ponto zero,
pois
1
lim E [Viy)| = lim = =0 e lim Var (Yjy)) = lim —5 = 0.

n—00 n—00 N, n—00

Devido ao fato supracitado, temos, Y(y) £ 0.
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Agora provaremos que Y(j) converge quase certamente para zero.
Basta mostrar que P(Y(y) > € infinitas vezes) = 0, para ¢ > 0 fixado e
usar o lema de Borel-Cantelli.

> PYuy>e) =) e ™= (e_e)n =1 i_ee < +00,
n=1 n=1 n=1

note que e™“ < 1V e > 0, portanto P(Y{1) > € infinitas vezes) = 0 por
Borel-Cantelli.

Como o resultado vale para qualquer e entdao o evento [Y(1) > 0]
ocorre um numero finito de vezes acarretando que ocorre Y(;y = 0 um

numero infinito de vezes e portanto Y(y) £o.
Entao, respondendo a questao:
min{Xy,..., X, } —0=min{Y; +0,....Y,+60} -0
:min{Yl,...,Yn}—IrG—Q:Y(1)+9—6:Y(l)

que converge em probabilidade para zero.

min{Xy,..., X, } =min{¥;+6,...)Y, + 6}
=min{Yy,...,Y,} +0 =Y +40

que converge para 046 = 6 (pois uma fungao continua de uma V.A. que
converge quase certamente também converge quase certamente, neste
caso a fungao é Yy + 0).

2) X é uma V.A. absolutamente continua e Y,, = [1 — F(M,)].

Gn(y)ZP(YSy):P(n[l—F(Mn)]gy):P<1—F(Mn)gy) :p<F(Mn)21_y)

n n

Sy (Mn > p! <1 - i’l)> —1-P (Mn <F! (1 - 2)) = 1_<F <F_1 (1 N ;Z)))n

o tultimo passo se deve ao fato de que os X; sao independentes e iden-
ticamente distribuidos. Também supomos que a inversa da funcao de
distribui¢ao, F~!(-), existe, obtendo:

Gn(y) =1 (1 — z) I(O,n) + 0[(_0070] + 1[[,1’00).

Finalmente,

lim G,(y) =1-— e Y10,00) + 0(—oo 0],

n—o0
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caracterizando a funcao de distribuicao de uma exponencial com para-
metro 1.

3) Queremos provar que lim,, o, P (|X,, —¢| >€) =0, Ve > 0 e temos

lim E[X,]=¢ e lim Var(X,)=0.

n—oo n—oo

Pelos axiomas de Kolmogorov,
0<P(|X,—c¢|>¢) <1,

para qualquer n e usando a desigualdade de Tchebychev e fixando um
€ > 0, temos

Var (X,,)
2
Aplicando o limite nas inequacoes, obtemos

0<P(|X,—c|l>¢) <

Var (X,
0< lim P(|X,, —¢|>¢) < lim Var (Xn)
n—oo n—oo €
. 0
0< lim P(|X,—c|>¢) <5 =0
n—o0 €
e pelo teorema do “sanduiche” para limites de func¢oes reais vemos que

lim P(|X,, —¢[>¢)=0

n—oo
e assim provamos que a sequéncia (X,,), -, converge em probabili-
dade para c.

4) X; w U(0,0) e X; = 0Y;, em que Y; “ U(0,1). Estamos interessados
na distribuicao do maximo dos Y;, Y{,), que ¢ dada por

n! _ .
Iy (Y) = et o (y) = ny" o) (y),

logo Y(,,) ~ Beta(n,1).

1 1 1 1
E|Yy” — / r nfld — / r+n71d
[ (")} Beta(n, 1) Jo o Beta(n, 1) Jo Y Y
_ Beta(r +n,1)  n
~ Beta(n,1)  r+n

entao

E[Y(n)} T+l



Var(Y(n)) _n _( n )2:n(1—|—2n—|—n2)—n2(2—|—n) _ n .
n+2 \n+2 (14+n2)(2+n) (1+n%)(2+n)
Entao Y{,) converge para uma variavel degenerada no ponto um pois
JmE Y= Jm mg =1 e lim Var(Yo) = lim gm0

Devido ao fato supracitado, Y(,) £ 1. Agora note que

X = max {Xy,..., X, } = max {0Y1,...,0Y,} = O0max {Y:,...,Y,} = 0Y,,

assim obtemos que X, £ 0(pois uma fungao continua de uma V.A.
que converge em probabilidade também converge em probabilidade,

neste caso a fungao ¢ 0Y(,) e Y, £ 1). Logo max {Xy,...,X,} L9

5) P(X, =1)=1/ne P(X, =0) =1—1/n, logo, E[X,] = 1/n e
E [X?2] = 1/n, consequentemente, Var (X,,) = 1/n — (1/n)? = 21,
Entao X,, converge em probabilidade para zero, pois

1 1n—1
lim E[X,] = lim — =0 e lim Var (X,) = lim ——
n—oo

n—o0 n—oo n, n—oo n, n

q.c.
Agora mostraremos que X,, & 0. Note que

ZP(Xn:D:Zl:-i—OO,
n=1 n=1 n

pois trata-se de uma série harmoénica de grau 1. Como os X,, sdo in-
dependentes, pelo lema de Borel-Cantelli o evento [X,, = 1] ocorre infi-
nitas vezes com probabilidade um. Formalmente, seja A, = [X,, = 1].
Se w € [A, infinitas vezes |, entdo X,, = 1 para um ntmero infinito
de n’s, logo X,, ndo converge para zero. Como provamos P(X, =
1 infinitas vezes ) = 1, temos P(Y,, # 0) = 1.

6) P(X,=n*)=1/n*e P(X,=0)=1-1/n°
Agora mostraremos que X,, = 0. Fixando ¢ > 0,

1 2
72:€<+OO,

iP(Xn > €)= iP(Xn:nz) - i

n=1 = n
pois trata-se de uma série harmonica de grau 2. Pelo lema de Borel-
Cantelli o evento [X,, > €] ocorre infinitas vezes com probabilidade zero.
Formalmente, seja A, = [X,, > €]. Se w ¢ [A, infinitas vezes |, entdo
X,, > € para um numero finito de n’s, logo X,, converge para zero.
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Como provamos P(X,, > ¢ infinitas vezes ) = 0, temos P(X,, = 0) =
1.
A segunda parte do problema é demonstrar que lim, ., E {Xﬂ #*

E[X*| =E[0*] =0.

2k

E [x}] :%:nﬂk*l), k=1,2,3,...,

logo
JEEOE[X"] =1#0

lim B [Xf] = lim n®*") = 400 £0, k=2,3,...

n—oo n—oo
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