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Um pouco de Logica...

O

Teoremas e Demonstracoes Informais

= Os argumentos logicos formais tem a forma P — Q, onde P
e Q podem representar proposicdes compostas.
m Temos que demonstrar a validade do argumento.

s As vezes temos que provar argumentos gue nao sao
universalmente verdadeiros, sendo apenas em certos
contextos.

m Temos que provar que, se P € verdadeiro nesse contexto, Q
também o &,

s Se pudermos provar essa condicao, entao P — Q torna-se
um teorema sobre aquele assunto.

s Os teoremas podem ser enunciados e demonstrados de
maneira menos formal do que usando argumentos da |dgica
formal.
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Tabela 1 — Resumo dos valores 16gicos para todos os
conectivos logicos.




Expressao em portugués Conectivo logico

e; mas; também; além disso AAB
Ou AV B

Se A, entao B. A-B
A implica B.

A, logo B.

A so se B; A somente se B.

B segue de A.

A é uma condicao suficiente para B; basta A para B.

B é uma condicao necessaria para A.

A se e somente se B. Ao B
A é uma condicao necessaria e suficiente para B.

Nao A ~A
E falso que A ...

N3ao é verdade que A ...

Tabela 2 — Expressoes comuns em portugués
associadas a diversos conectivos logicos.




* Proposicao: conjunto de palavras ou simbolos gque
exprimem uma ideia com sentido completo e que
Se expressa através de sentencas, verdadeiras ou
falsas.

= Teorema: proposicao que é garantida por uma
prova.

- Todo teorema € uma implicacao da forma: hipétese = tese

- Todo teorema cujo reciproco também é verdadeiro € uma equivaléncia:
hipétese < tese



= Corolario: teorema que segue como
conseguéncia natural de um outro.

* Lema: teorema preparatorio para a demonstracao
de um outro teorema.

= AXioma: proposicao que se assume como
verdadeira e que nao precisa de prova.

= Conjectura: proposicao gue ainda nao fol
provada e nem refutada.



Provar ou Nao Provar

= Ex. 01: Para um inteiro positivo n, n! é definido com sendo
n(n-1)(n-2)...1. Prove ou encontre um contra-exemplo para
a conjectura "para todo inteiro positivo n, n! < n2.

m Testa-se alguns casos:

n! nZ | nl<n? — —
] ] v Os casos
s verdadeiros nao
2 4 V |_~~—_provam a validade
6 9 V
= Ate agora a conjectura foi sempre verdadeira. O caso
seguinte: " Esse caso é
‘ I ‘ n! ‘ n2 ‘ n! < n2 \ L suficiente para

‘ 4 ‘ 24 ‘ 16 ‘ . ‘__f____i------k_pruvara falsidade



Demonstracao exaustiva

s Encontrar um contra-exemplo pode nao ser simples. Entao
0 caminho para provar uma conjectura € usar metodos para
demonstra-la.

= Quando temos uma conjectura sobre uma colecao finita, ela
pode ser provada verificando se ela € valida para cada
elemento da colecao.

= Uma demonstracao por exaustao significa que foram
exauridos todos os casos possiveis.

s Ex.02: Provar a conjectura: “"Se um inteiro entre 1 e 20
divisivel por 6, entdo tambéem & divisivel por 3.”
s Como existe um numero finito de casos, a conjectura pode ser

provada mostrando que € verdadeira para todos os inteiros de
1 a 20, por exemplo, usando uma tabela.




Demonstracao exaustiva

m Ex.03: Provar a conjectura: "Para qualquer inteiro
positivo menor ou igual a 5, o quadrado do
inteiro € menor ou igual a soma de 10 mais 5
vezes o inteiro.”

= Ex.04: Dé um contra-exemplo para a conjectura:
“Para qualquer inteiro positivo, o quadrado do
inteiro € menor ou igual a soma de 10 mais 5
vezes o inteiro.”




Demonstracao Direta

= Uma demonstracao ou prova é dita direta quando
pressupoes verdadeira a hipotese e, a partir
desta, prova ser verdadeira a tese.

m EXx.05: Considere a seguinte conjectura: "A soma
de dois numeros pares € um numero par”.
Podemos efetuar a demonstracao direta a partir
dos seguintes passos:

1. Reescrevendo na forma P— Q: Se n e m sao dois
numeros pares quaisquer, entao n+m € um numero
par.

2. Lembrando que um numero par n pode ser definido
por n=2r, onde r € um numero inteiro qualquer.

3. Senem sao pares, entao existem r, s tais que: n=2r
e m=2s, entao: n+m=2r+2s => 2(r+5) como r+ s e
um numero natural, logo, n+m & um numero par.




m Ex.06: Considere a seguinte conjectura: "O
produto de dois nimeros inteiros pares € um
numero par”. Faca a demonstracao direta
(informal) da mesma.




Contraposicao

m  Se a demonstracao direta P — Q, nao foi
atingida, pode-se tentar algumas variantes da
técnica de demonstracao direta.

m  Se puder provar o teorema Q" — P’, pode-se
concluir que P — Q, usando a tautologia (Q" —
P) — (P — Q).
m Q — P’ éa contrapositiva de P — Q
m A técnica de provar P — Q através de uma
demonstracao direta de Q" — P’ é chamada de
demonstracao por contraposicao.

s A tautologia (Q" = P) — (P — Q) vem da regra de
inferéncia onde P — Q pode ser deduzida de Q" — P’.




Contraposicao
m EX. 07: Prove o seguinte teorema (n € N):
n! > (n+1)— n>2

= Por equivaléncia, pode-se demonstrar por
contraposicao, que:

n<2—-nl<(n+l)
m [estando a proposicao para n=0, 1 e 2.

n n! n+1
0 1 1
1 1

2 2




Demonstracao por absurdo

® Quando a demonstracao de P — Q, consiste em
supor a hipotese P, supor a negacao de Q e
concluir uma contradicao (em geral Q A Q'), a
demonstracao € chamada de por absurdo.

m Lembrando que uma contradicao € uma fbf cujo
valor |6gico é sempre Falso. Ela pode ser
denotada por 0.

m Por exemplo, a fbf A A A" tem sempre valor falso.

m Para provar P — Q, podemos levar em conta a
seguinte fbf: (P A Q" — 0) —= (P — Q).

= Construindo a tabela verdade, concluimos a que a fbf é
uma tautologia.

m Entao se provarmos que P A Q" — 0, isto
implicaraem P — Q .

*fbf: formula bem formulada, ié, expressao valida. Vem do inglés well-formed formula, com
abreviacao wff, utilizada em alguns textos.




m  Portanto, na demonstracao por absurdo, assume-
se 0 oposto do que se quer provar, ao chegar a
uma contradicao, a prova é finalizada.

= Ex.10: Demonstrar por absurdo a proposicao: "Se
um numero somado a ele mesmo € igual a ele
mesmo, entdao esse numero e 0”.
Representando x por um numero qualquer.
A hipdtese € x+x=x e a conclusao e x=0.

Para demonstrar por absurdo, supomos que x+x=0 e
xz0. Entao 2x=x e xz0.

= Dividindo ambos os lados da eq. 2x=Xx, obtem-se 2=1,
uma contradicao, que buscamos.

s Portanto, (x+x=x) — (x=0)




Técnica Abordagem para provar Observacoes
P—Q
Exaustdo Demonstre P — Q para | Pode ser usada para
todos os casos possiveis | provar um numero
finito de casos.
Direta Suponha P, deduza Q Abordagem padrao —

0 que se deve tentar
em geral.

Contraposicao

Suponha Q’, deduza P

Use a técnica se Q'
parece dar mais
municao que P.

Por Absurdo

Suponha P A Q’, deduza
uma contradicao

Use essa técnica
quando Q disser que
alguma coisa nao €
verdade.




Para complementar...




INDUCAO MATEMATICA
_____________________________________________________________________________________ @

PRIMEIRO PRINCIPIO DE INDUCAOQO




PRIMEIRO PRINCIPIO DE INDUCAO

= Imagine que voceé esta subindo uma escada infinitamente
alta. Como voce sera capaz de saber se sera capaz de
chegar a um degrau arbitrariamente alto?

m Voce pode inicialmente fazer as seguintes hipoteses sobre a
sua capacidade de subir:

i. Vocé consegue alcancar o primeiro degrau.

2. Uma vez chegado a um degrau, vocé sempre sera capaz de
chegar ao proximo.

m Se a proposicao 1 e o condicional 2 sao verdadeiros, entao,
pela proposicao 1, vocé consegue chegar no primeiro degrau
e, portanto, pela 2, consegue chegar no segundo. Novamente
pela 2, consegue chegar no terceiro.

= Mais uma vez, pela 2, chega no quarto degrau e assim por
diante.

m Vocé podera subir tao alto quanto quiser.

—




= Nesse caso, ambas as hipoteses sao necessarias. Se
apenas a primeira fosse V, ndo teriamos a garantia de
passar do primeiro degrau.
m Se apenas a 22 fosse V, poderiamos nao ser capazes de
comecar nunca.

= Numerando os degraus...

= Seja uma propriedade de que cada numero que identifica o
degrau possa ter.

m Ao invés de chegar a um degrau arbitrario, podemos buscar
um numero inteiro positivo que tenha essa propriedade.




m Usando a notacao P(n) para dizer que o inteiro positivo n
tem a propriedade P.

= Por analogia, vamos usar a mesma “tecnica” usada para
subir a escada, para provar que, qualquer que seja o
inteiro positivo n, temos P(n).
m Precisamos provar as proposicoes:
1. P(1) - (1 tem a propriedade P)
2. Para qualquer inteiro positivo k, P(k)—P(k+1) — Se qualquer

numero tem a propriedade P, o proximo também tem.

= Se pudermos provar ambas as proposicoes 1 e 2, entao
P(n) e valida para qualquer inteiro positivo n.

s O fundamento para argumentos desse tipo € o primeiro
principio de inducao matematica.




Primeiro Principio de Inducao s
1. P(1)
2. (Vk) [P(k) verdade — P(k+1) verdade]

P(n) & verdade
para todo inteiro
positivo n

s O primeiro principio de inducdao matematica € um
condicional, com uma conclusao na forma “P(n) é verdade
para todo inteiro positivo n”.

m A técnica da inducao se mostra mais apropriada para
provarmos que alguma coisa é verdade para todo inteiro
positivo n (conjunto dos nUmeros naturais).




P(1)
(Vk) [P(k) verdade — P(k+1) verdade]

Para mostrar que a conclusao dessa condicional
e verdadeira, precisamos provar que as hipoteses
1 e 2 sao.

s Para provar a proposicao 1, basta mostrar que o
numero 1 tem a propriedade P, o que pode ser trivial
(Base da Inducao).

= A proposicao 2 € um condicional que tem que ser valido
para todo k (Passo da Inducao).

m Para provar essa condicional, suponha que P(k)
(Hipotese da Inducao) € verdade para um inteiro
positivo k e mostre que, baseado nesta hipotese, que
p(k+1) é verdade.




Primeiro Principio de Inducao - Resumo

1. Passo 1 — Prove a base da inducao P(1) (ou o
menor inteiro positivo em questao.

2. Passo 2 — Suponha P(k)
3. Passo 3 — Prove P(k+1)




Demonstracao por Inducao Matematica

= Ex. 01:Suponha a arvore genealogica de uma familia cuja
caracteristica fundamental & que cada casal tem sempre
dois filhos e que cada um desses filhos também tem dois
filhos. A arvore é ilustrada abaixo:

Geracdo | Descendentes

1 21=2

2 2°=4

3 2°=8




= Ha de se perceber que a geracao n contém 2n
descendentes. Precisamos demonstrar essa propriedade.

= Formalmente, se denotarmos por P(n) o numero de
descendentes em cada geracao, nossa conjectura e que:

P(n) = 2n
= \Vamos usar a inducao para provar que a conjectura esta
correta.
1. O passo basico e estabelecer P(1), que e a equacao:
P(1) =2t=2

2. Isso e verdadeiro pois o primeiro elemento da genealogia
teve 02 filhos.

3. Supondo agora que a conjectura esta correta para uma
geracao arbitraria k, k>1:

P(k) = 2k Vamos mostrar que P(k+1) = 2k+1




m Vamos mostrar que P(k+1) = 2k+1

m Nessa familia, cada descendente tem 2 filhos, de

modo que o numero de descendentes na geragao k+1
sera o dobro da geracao k.

= Ou seja P(k+1) = 2P(k)
m Pela hipotese de inducao:

P(k) = 2




m Ex. 02: Sejam as seguintes definicoes:
2'=1=21-1
2"+ 21=14+2=3=22-1
'+ 214+ 22=14+2+4=7=23-1
20+ 214+ 224+ 22=14+2+4+8=15=2%-1
= No exemplo acima o padrao mais geral parece com:
2V + 21+ 22 4 42" =211

= Mas, ndao podemos afirmar que este padrao sera sempre
verdadeiro para todos os valores de 7 a menos que
provemaos.

= Prove que para todo numero inteiro positivo n,
20+ 2L+ 22 4+ 20 =20l -1,




m Ex. 02:20+21 4224 4+ 2n=2m1-1

= Pelo principio da inducao:

P(1) é a equacao 1 + 2 = 21+1ou 3=22-1 (base da inducao)
= Supondo P(k) como hipdtese de inducao:
1+2+22 4. +2k=2+1-1

= Provar que P(k+1) é verdadeira:

1+2+22 4. 4 2k4 2t = 2k+ld1 ]

Considerando a soma a esquerda 1 + 2 + 22 +... + 2K + 2K+

-
Usando a hipotese de inducao: 1 + 2 + 22 b K= 2kt g
em p(k+1):

— 2|-<+1 -1 + 2k+1

=2(2k+1) -1

— 2k+1+1 -1




m Ex. 03: Demonstre que, para qualquer n, 2" >n.
1. Base da inducao: P(1) = 21=2, entao 2>1 (verdadeira)
2. Hipotese da inducao: supondo que para algum k
inteiro positivo, P(k): 2% > k € verdadeira.
3. Passo da inducdo: Provar que para P(k+1): 21> k+1
é verdadeira.
4. Como P(k): 2 > k e P(k+1): 21> k+1, entdo, a
esquerda da desigualdade temos que:
2k+1= 2|(_21
Pela hipdtese de inducao 2k > k (x2) = 2k.21 > k.2
2k+41>5k.2, como k.2=k+k, e k+k > k+1,
Ou seja,
21> k+1




= O primeiro passo de uma demonstragao por indugao
nao € necessariamente obrigado ser P(1). Podemos
comecar por P(0) ou por outro valor.

= O mesmo principio se aplica, independente do grau
que se comeca a subir.

m Ex. 04: Prove que n?>3n, para n >4.
N N(ES)SE caso, € melhor comecar a base da inducao em
P(4).
1. Base da inducao - P(4): 42> 3(4) é verdadeira
2. Hipotese da inducao - k2 >3k, para k >4
3. Queremos mostrar que (k+1)2 > 3(k+1)
(k+1)2=k2+ 2k + 1
>3k + 2k +1 (pela hipotese da inducao)
>3k+8+1(poisk=4)

SRSEECNN
|




mEX. 05: Prove por inducao que a soma dos n primeiros
numeros naturais € dada por P(n) = n (n+1) / 2
mlemos: P(N)=1+2+3+4+...+n=n(nh+1)/2
i.Basedainducao: P(1)=1(1+1)/2=1

2. Hipotese da inducao: P(k): 1 +2+3 + ...+ k=k(k + 1)/2

3. Devemos mostrar quer

P(k+1) = 14243+ ... + kK + (k + 1)=[(k+1)(k+1+1)]/2

Usando a hipotese de inducao, vamos substituir na expressao
acima, o valor de P(k), teremos:

Pk+1)= k(k+1)/2+(k+1) =[(k+1)(k+1+1)]/2
Desenvolvendo o lado esquerdo, fica:

P(k +1) = [k(k+1)/2]+(k+1) = [k (k+ 1)+ 2(k+ 1)]/ 2
=[(k+1)(k+2)]/2=(k+1) [(k+1) + 1]/ 2

que é a mesma formula para (k+1).
Logo, P(n) = n(n+1) / 2 é verdadeira para todo n natural. 15
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