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“Perivadas Parciais

Em um dia quente, a umidade muito alta aumenta a
sensacao de calor, ao passo que, se 0 ar estda muito seco,
temos a sensacao de temperatura mais baixa do que a
indicada no termdmetro. O Servico Meteorologico do
Canada introduziu o humidex (ou indice de temperatura-
umidade) para descrever os efeitos combinados da
temperatura e umidade. O humidex | € a temperatura
aparente do ar quando a temperatura real for T e a
umidade relativa for H. Desse modo, | €é uma funcaode T e
H e podemos descrever | = (T, H).



!ivadas Parciais

A tabela de valores de | a seguir de | € a parte de uma
tabela compilada pelo Servico Meteorologico.

Temperatura
real
("C)

Umidade relativa (%)

~H| 40 | 45 | 50 | 55 | 60 | 65 | 70 | 75 | %0
26 | 28 | 28 | 29 | 31 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35
28 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 30
30 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 40 | 41 | 42 | 43
32 | 37 | 38 | 39 | 41 | 42 | 43 | 45 | 46 | 47
34 | 41 | 42 | 43 | 45 | 47 | 48 | 49 | 51 | 32
36 | 43 | 45 | 47 | 48 | 50 | 51 | 53 | 54 | s6

indice de calor | como uma funcéo de temperatura e umidade

Tabela 1




!ivadas Parciais

Se nos concentrarmos na coluna assinalada da tabela que
corresponde a umidade relativa de H = 60%, estaremos
considerando o humidex como uma funcao de uma unica
variavel T para um valor fixo de H. Vamos escrever

g(T) =1(T, 60). Entédo, g(T) descreve como o humidex |
aumenta a medida que a temperatura realT aumenta
guando a umidade relativa € de 60%. A derivada de g
quando T = 30 °C é a taxa de variacao de | com relacéo a
Tquando T =30 °C :

930) = lim 930 + 1) —4B0) _ . fBO + h 60) — fB30, 60)

—0 h h—0 h



!ivadas Parciais

Podemos aproximar seu valor usando a Tabela 1 e

tomando h =2 e -2:

g(32) — g(30) _ (32, 60) — f(30, 60) _ 42 — 38 _ 5
2 2 2

g'(30) =

g(28) — ¢(30) _ (28, 60) — (30, 60) _ 3538

(30) =~
g'(30) — — =

1,5

Calculando a média desses valores, podemos dizer que a
derivada g'(30) é aproximadamente 1,75. Isso significa
gue, quando a temperatura real € 30 °C e a umidade
relativa é de 60%, a temperatura aparente (humidex) sobe
para cerca de 1,75 °C para cada grau gue a temperatura
real sobe.



!ivadas Parciais

Olhemos agora para a linha sombreada da Tabela 1, que
corresponde a temperatura fixa de T = 30 °C.

Temperatura
real
(*C)

Umidade relativa (%)

Hl 40 | 45 | 50 | 55 | 60 | &5 | 70 | 75 | 80
26 | 28 | 28 | 29 | 3 3l 32 | 33 | 34 35
2% | 3 32 | 33 | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 39

o | 34 | 35 | 36 | 37 | 38 | 0 | 41 | 42 | 43
2| 37 | 38 | 3@ | 41 42 | 43 | 45 | 46 | 47
4 | 4 42 | 43 | 45 | 47 | 48 | 49 | 51 52
36 | 43 | 45 | 47 | 48 | 50 | 51 53 | 54 | 56

indice de calor | como uma funcéo de temperatura e umidade

Tabela 1




!ivadas Parciais

Os numeros nesta linha sao valores da funcao

G(H) = f(30, H), gue descreve como o0 humidex aumenta a
medida que a umidade relativa H aumenta quando a
temperatura real € T = 30 °C. A derivada dessa funcao
gquando H = 60% ¢ a taxa de variacao de | comrelacdoa T
guando H = 60%:

G'(60) = lim G(60 + h) — G(60) — lim f(309 60 + h) — f(30a 60)

h—0 h h—0 h



!ivadas Parciais

Tomando h =5 e -5, aproximamos o valor G'(60) usando
0s valores tabelados:

G(65) — G(60) _ f(30.65) — £(30,60) _ 40 — 38 _

G'(60) =
(60) 5 5 5

0,4

G(55) — G(60) _ £(30,55) — f(30, 60) _ 37T —38 _
=5 -5 =5

G'(60) = 0,2

Ao calcularmos a média desses valores, obtemos a
estimativa G’(60) = 0,3. Isso nos diz que, quando a
temperatura € de 30 °C e a umidade relativa é de 60%, o
humidex aumenta em cerca de 0,3 °C para cada ponto
porcentual que a umidade relativa aumenta.



!ivadas Parciais

Em geral, se f € uma funcao de duas variaveis x e y,
suponha gue deixemos somente X variar enquanto
mantemos fixo o valor de y, por exemplo, fazendo y = b,
onde b € uma constante. Estaremos entdo considerando,
realmente, uma funcao de uma unica variavel x, a saber,
g(x) = f(x, b). Se g tem derivada em a, n0és a chamaremos
de derivada parcial defem relacaoaxem (a,b)eo
denotaremos por f,(a, b). Assim,

1 fla. b)) = g'(a) onde glx) = fix, b)

10



!ivadas Parciais

Pela definicao de derivada, temos

V) — 1 89~ 9@

h—0 h

e assim a Equacao 1 torna-se

2 f(a.b) = lim L4 ~ fla.b)

h—0 h




!ivadas Parciais

Da mesma forma, a derivada parcial de f em relacao ay
em (a, b), denotada por f(a, b), € obtida mantendo-se x
fixo (x = a) e determinando-se a derivada em b da funcao

G(y) =f(a, y):

& fila, b) = lim fla,b + h) — fla, b)

h—0 h

Com essa notacao para derivadas parciais, podemos
escrever as taxas de variacdo do humidex | com relacéo a
temperatura real T e umidade relativa H quando T = 30 °C
e H = 60% como segue:

f-(30, 60) ~ 1,75 f,(30, 60) ~ 0,3 .



!ivadas Parciais

Se agora deixamos o ponto (a, b) variar nas Equacoes 2 e

3, f, e f, se tornam funcdes de duas variavelis.

]

Se fé uma fungdo de duas varidveis, suas derivadas parciais 530 as funcoes [, e

1> definidas por

Ffix + h.¥) — fix, v)
h

filx. v = .I-.m.ju

flx,y+ h)— filx, v)
h

flx. vl = H m

13



!ivadas Parciais

Existem diversas notacoes alternativas para derivadas
parciais. Por exemplo, em vez de f,, podemos escrever f,;
ou D,f (para indicar a derivagcao em relacéo a primeira

variavel) ou df/dx. Mas aqui, df/dx ndo pode ser
Interpretada como uma razao de diferenciais.

Motaghes para as Derivadas Pareiais  Se: = f(x, v), escrevemos
l|';|'1_ '|_l|=l|';= i: ilf-|_1_'_'|_l:|= r:'__: =.|I-=I:I.|I-=I:Ilulr
il il iy
favi=f= T - @ = —f—Dif=Df
iy ity iy

14



!ivadas Parciais

Para calcularmos as derivadas parciais, tudo que temos a
fazer € nos lembrarmos, a partir da Equacao 1, que a
derivada parcial com relacao a x € apenas € a derivada
ordinaria da funcdo g de uma unica variavel obtida
mantendo-se fixo o valor de y. Entao, temos a seguinte
regra.

Regra para Daterminar as Pareiais Derivativas de - = fix, v)

1. Para determinar f.. trate y como uma constante e derive f (x, y) com relagio a x.

2 Para delerminar £, trate x como uma constante e derive f Cx, v ) com relacio a y.

15



!mplo 1

Se f(x, y) = x* + x2y° — 2y?, encontre f,(2, 1) e f (2, 1).

SOLUCAO: Mantendo y constante e derivando em relac&o
a X, obtemos

f (X, y) = 3x2 + 2xy3
e, assim, f(2,1)=3:22+2:2-13=16

Mantendo x constante e derivando em relacao ay,
obtemos

f, (X, y) = 3x2y% — 4y
f(2,1)=3-22.12-4.1=8

16



Interpretacoes das Parcials
Derivadas
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Interpretacoes das Parciais

- Derivadas

Para darmos uma interpretacao geometrica para as
derivadas parciais, lembremo-nos de que a equacao

z = f(x, y) representa uma superficie S (o grafico def). Se
f(a, b) = c, entdo o ponto P(a, b, c) esta em S. Ao fixar

y = b, estamos restringindo nossa atencéo a curva C, em
gue o plano vertical y = b intersecciona S. (Em outras
palavras, C, & o corte de S no planoy =b.)

18



WAt rpretagoes das Parciai
Derivadas

Dessa maneira, o plano vertical x = a intersecciona S em
uma curva C,. As curvas C, e C, passam pelo ponto P.
(Veja a Figura 1.)

Observe queacurvaC, éo0
grafico da funcéo g(x) = f(x, b), de
modo que a inclinacao da
tangente T,em P é g'(a) = f,(a, b).
A curva C, é o grafico da |
funcdo G(y) = f(a, y), de modo | @.b,0)
gue a inclinacao da tangente | N )
T,emP é G'(b) =f,(a, b). 2 incinages das rotas tangentes a G,
e C,.

Figura 1l
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- Interpretacoes das Parciais
Derivadas

Entao, as derivadas parciais f,(a, b) e f,(a, b) podem ser
Interpretadas geometricamente como as inclinagcoes das
retas tangentes em P(a, b, c) aos cortes C, e C, de S nos
planos y = b e x = a. Como vimos no caso da funcao
humidex, as derivadas parciais podem ser interpretadas
como taxas de variacao. Se z = f(x, y), entao 0z/odx
representa a taxa de variacao de z com respeito a X
guando y € mantido fixo. Da mesma forma, dz/oy
representa a taxa de variacao de z em relacao a y quando
X € mantido fixo.

20



!mplo 2

Se f(x, y) = 4 — x*—2y?, determine f,(1, 1) e (1, 1) e
Interprete esses numeros como inclinacoes.

SOLUCAO: Temos

f(xy)==2x  f(x,y)=-4y
f(1,1)=-2 f,(1,1)=-4

21



!mplo 2 — Solucao

O gréfico de f é o paraboloide z = 4 — x? — 2y? e 0 plano
vertical y = 1 intercepta-o na pardbolaz =2 — x?,y = 1.
(Como na discussao anterior, rotulamos C, na Figura 2.) A
Inclinacéo da reta tangente a essa parabola no ponto
(1,1,1)ef(1,1)=-2.

continuacao

Figura 2
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!mplo 2 — Solucao continuacéo

Da mesma forma, a curva C, em que o plano x =1
interpreta o paraboloide é a parabolaz=3-2y?, x=1,ea
inclinacao da reta tangente em (1, 1, 1) e f (1, 1) = —4.
(Veja a Figura 3.)

x (L, 1)

Figura 3
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Funcoes de Mais de Duas
Variavels
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-Q("jes de Mais de Duas Variaveis

As derivadas parciais também podem ser definidas para
funcdes de trés ou mais variaveis. Por exemplo, se f € uma
funcéo de trés variaveis x, y e z, entao sua derivada parcial
em relacdo a x € definida como

f—(x y Z) — lim f()C + h,y,Z) —f(x,y,z)

h—0 h

e € determinada pela relacao de y e z como constantes e
derivando f(x, y, z) em relacao a x.

25



-§6e3 de Mais de Duas Variaveis

Sew =1(x,y, z), entdo, f, = ow/ox pode ser interpretada
como a taxa de variacao de w com relacéo a x quando y e
z sao mantidos fixos. Entretanto, nao podemos interpreta-
la geometricamente porgur o grafico de f pertence ao
espaco de dimensao quatro.

Em geral, se u € uma funcéo de n variaveis,
u=f(xy, X,,..., X;,), sua derivada parcial em relacéo a
I-ésima variavel x; é

ou o foe X Xt R X e X)) — (X X X))
- = lim
ox;  h—0 h
e podemos também escrever
Ju  Jdf
, =f.=fi=Dif
0X; dx,

26



!mplo 5

Encontre f,, f, e f, se f(x, y, z) = e¥In z.

SOLUCAO: Mantendo y e z constantes e derivando em
relacao a x, temos

f,=ye¥Inz

Da mesma forma, fy = xeXy|n z e f,=

27



Derivadas de Ordem Mais Alta
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!ivadas de Ordem Mais Alta

Se f € uma funcéo de duas variaveis, suas derivadas
parciais f, e f, sao funcOes de duas variaveis, de modo que
podemos considerar novamente suas derivadas parciais
(B (fys (f)x € (fy),, chamadas derivadas parciais de
segunda ordem de f. Se z = f(X, y), usamos a seguinte
notacao:

0 (af\ _ ¥ _ ¥
(Fde = fix = fir = ( )= =g

0x \ dx

d
oy

o\ __of _ o
0X Jy o g
29



!ivadas de Ordem Mais Alta

0 (o __Of _ 9
fh=fo=fa=——"\"-|=7"-==-—

dx \ dy X dy 0xX dy

d [ of f 9z
(H)y =y =S == ( ) — a2 a2

dy \ dy oy dy

Portanto, a notagao f,, (ou 9f/dy 9x) significa que primeiro
derivamos com relacao a x e, depois em relacao a y, ao
passo que no calculo de f,, a ordem € invertida.

30



!mplo 6

Determine as derivadas parciais de

f(x, y) = x3 + x2y3 — 2y?

SOLUCAO: No Exemplo 1, descobrimos que

f (X, y) = 3x2 + 2xy3 f (X, y) = 3x?y* — 4y

Portanto,

f, = % (3x2 +2xy3) =6x+2y3 f. = % (3x2 + 2xy3) = 6xy?

X Xy

0
fyX = E (3X2y2 _ 4y) - 6Xy2 fyy - % (3X2y2 - 4y) = 6X2y —4

31



!ivadas de Ordem Mais Alta

Observe que f,, = f,, no Exemplo 6. Isso nao € s6 uma
coincidencia. As derivadas parciais mistas f,, e f,, sao
Iguais para a maioria das funcoes que encontramos na
pratica. O proximo teorema, do matematico francés Alexis
Clairaut (1713-1765), fornece condicOes sob as quais
podemos afirmar que f,, =f,,.

Taoremade Claraut Suponha que f seja definida em uma bola aberta D que contenha
0 ponto (a, b). Se as funcdes £, e . forem ambas continuas em D, entao

fola, b) = fda, b)

32



!ivadas de Ordem Mais Alta

Derivadas parciais de ordem 3 ou maior também podem
ser definidas. Por exemplo,

0 o°f o°f
oy = (fﬂ)\ — P ( ) — 2
y \ dy ox Ay~ dx

e usando o Teorema de Clairaut podemos mostrar que

fryy = Tyxy = fyyx S€ €ssas funcoes forem continuas.

33



Equacoes Diferenciais Parciais
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qac;t")es Diferenciais Parcials

As derivadas parciais ocorrem em equacoes diferenciais
parciais que exprimem certas leis fisicas. Por exemplo, a
equacao diferencial parcial

0’u o°u
" 2 " 0 — O
X dy~

é denominada equacéo de Laplace em homenagem a
Pierre Laplace (1749-1827). As solucOes dessa equacao
sao chamadas funcoes harmonicas e sao muito
Importantes no estudo de conducéao de calor, escoamento
de fluidos e potencial elétrico.

35



!mplo 3

Mostre que a funcéo u(x, y) = eXseny é solucao da
equacao de Laplace.

SOLUCAO: Primeiro calcularemos as derivadas parciais
necessarias de segunda ordem:

u, =exseny u, = excosy
u, =exseny u,, = —exseny
Assim, Uy + U, =€*seny—e*seny =0

Portanto, u satisfaz a equacao de Laplace.

36



qac;("jes Diferenciais Parcials

A equacao de onda

descreve o movimento de uma onda, que pode ser do matr,
um onda sonora, de som, luminosa ou se movendo em
uma corda vibrante.

37



qac;("jes Diferenciais Parcials

Por exemplo, se u(x, t) representa o deslocamento da
corda vibrante de violino no instante t e a distancia x de
uma extremidade da corda (como na Figura 8), entao

u(x, t) satisfaz a equacao de onda. A constante a depende
da densidade da corda e da tensao aplicada nela.

/ } u(x,t)

Figura 8

A
(?“.
Y
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“Equacoes Diferenciais Parciais

As equacoes diferencials parciais que envolvem as
funcoes de trés variaveis também sao muito importantes
na ciéncia e na engenharia. A equacao tridimensional de
Laplace &

Pu  o’u  u
5 — +t—+—=0
dx dy dz

E um lugar em que ocorre é na geofisica. Se u(x, vy, z)
representa a forca do campo magnético na posicao

(X, Y, 2), entao ela satisfaz a Equacao 5. A forca do campo
magneético indica a distribuicao de minérios ricos em ferro e
reflete diferentes tipos de rochas e a localizacao de falhas.
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A Funcao de Producao de
Cobb-Douglas
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A Funcao de Producao de
- Cobb-Douglas

Descrevemos o trabalho de Cobb e Douglas na
modelagem da producéo total P de um sistema economico
como funcao da quantidade de mao de obra L e o capital
Investido K. Usaremos agora as derivadas parciais para
mostrar como a forma particular desse modelo deriva de
certas hipoteses que eles fizeram sobre a economia.

Se a funcao de producao é denotada por P = P(L, K), a
derivada parcial dP/dL é a taxa de variacdo da producéao
em relacao a quantidade de trabalho. Os economistas
chamam isso de producao marginal em relacao ao trabalho
ou produtividade marginal do trabalho.

41



A Funcao de Producao de
- Cobb-Douglas

Da mesma forma, a derivada parcial dP/dK é a taxa de
variacado da producéo em relacao ao capital investido e &
chamada a produtividade marginal do capital. Nesses
termos, as hipoteses feitas por Cobb e Douglas podem ser
enunciadas da seguinte forma:

() Se ou a mao de obra ou o capital se anulam, o mesmo
acontece com a producao.

(i) A produtividade marginal do trabalho & proporcional a
guantidade de producao por unidade de trabalho.

(i) A produtividade marginal do capital é proporcional a
guantidade de producao por unidade de capital.

42



WATFingo de Produgéo de
Cobb-Douglas

Como a producéao por unidade de trabalho € P/L, a
hipotese (ii) diz
PP

— =«
oL L

para alguma constante «. Se mantivermos K constante
(K =K,), entao essa equacao diferencial parcial se
transforma na equacao diferencial ordinaria:

P P

— =«
dL L

43



WATFingo de Produgéo de
Cobb-Douglas

Se resolvermos essa equacao diferencial separavel,
obteremos

7 P(L, Kg) = C1(Kg)L“

Observe que escrevemos a constante C, como fungao de
K, porque ela pode depender do valor de K.

Analogamente, a hipotese (iii) diz que

P _ P

K Pk
e podemos resolver essa equacao diferencial obtendo

8 P(Lo, K) = Co(Lo)K”




WATFingo de Produgéo de
Cobb-Douglas

Comparando as Equacoes 7 e 8, temos

3 P(L, K) = bLeK A

onde b € uma constante independente de L e K. A hipotese
() mostra que o> 0 e > 0. Observe que, pela Equacao 9,
se a mao de obra e o capital sao amabos aumentados por

um fator m, temos

P(mL, mK) = b(mL)4(mK)# = ma*/bL*KF = m**AP(L, K)
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WATFingo de Produgéo de
Cobb-Douglas

Sea+ =1, entao P(mL, mK) = mP(L, K), o que significa
gue a producao também & aumentada por um fator de m.

Essa é a razao pela qual Cobb e Douglas supuseram que
a+ p=1e, portanto,

P(L, K) = bLaK1-«
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