1. AULA 7

Estatisticas de Ordem.

Sejam X5, Xo, ..., X,, variaveis aleatérias independentes e identica-
mente distribuidas com distribuicao F' definidas em um mesmo espaco
de probabilidade (92,$, P). A cada realizacdo w € €, ordenamos
Xi(w), Xo(w), ..., Xp(w) e denotamos por Xy < Xpay < .o <
X(nin)- X(nk) ¢ denominada k-ésima estatistica de ordem dos X1, Xo, ..., X,,.
Em particular denotamos:

X(n;l) = min{Xl,Xg, ;Xn}
X(n,n) = Hla,X{Xl, XQ, 7Xn}
Assumiremos que F ¢é continua e portanto P(X; = X;) = 0,Vi,j e

concluimos que X1y < X(ni2) < ... < Xnin)-

Teorema 1.1. Sob as hipoteses acima, a funcdo densidade de proba-
bilidade (conjunta) de Xk, ( X(ni)» Xnyj) € de Xmiy, X(ni2)s - X(nim)
) sao respectivamente
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Como limg, 01 — F(x +dz) =1 — F(x) e limg,o w = f(x)
concluimos que

n!

Fron® = e PP @) @),

A parte restante da prova seque com argumentos andlogos.

Uma prova alternativa da demonstragao acima que tem interesse em
si, segue na observagao abaixo.

Observagao 1.2. Considere a funcao beta definida por

_ n! Yo n—k 3, _
By p(u) = (k:—l)!(n—k)!/o "1 =)t =
n! b n—k 1.k

Integrando por partes, temos:

Bi(u) = (Z) th (1 — 1) R+ (Z) /Ou(n —k)tf(1 — )" tdt =

ny i n—k n! Yk n—k—1
1-— B 1— )
(k)u( u) +k!(n—k—1)!/0 t*(1 —1) dt

Repetindo tal processo (n — k — 1) vezes obtemos

Bu(u) = i (’:) ur (1 — u)"

r=k

Consequentemente

P(Xtgy <2) = PO Lxi<ay 2 k) =
=1

n! Fle) k-1 n—k
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Se F' é absolutamente continua,

n!

Fron® = o PO = F@)y @)
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1.1. Funcoes das Estatisticas de Ordem. A média amostral da
estatisticas de ordem izt Xk

amostral dos X/s, %
A mediana é definida por

Md =

X(nﬁ)Jr)%(nm)
————— n=2k
A amplitude R ¢ definida por R = X(,.p) — X(n;1)-
Xy +X(n:1)

5 .

¢ identicamente distribuida a média

A amplitude média T é definida por

Exemplo 1.3. Sejam X7, Xs, ..., X, variaveis aleatérias independentes
e identicamente distribuidas com distribuicao uniforme no intervalo
(0,1). A funcao de densidade conjunta de X .1y, X(nm) ¢

FX ity Xy (@) = n(n=D)[F(y) = F(2)]" 2 f(2) f(y), 0<z <y <1, e Ocec.

Nosso objetivo é encontrar a fugao densidade de probabilidade da am-

plitude R. Como variavel auxiliar tomaremos a amplitude média T

Assimr:y—a:et:"E—;y,ex:t—gey:t+gdeﬁnema

transformacao bijetora com Jacobiano

_ozdy owdoy -1 -1
=55 st 2 Tz b

O valor absoluto do Jacobiano , |J| = 1, é 1. Se consideramos n = 10
r T g s
frr(r,t) = 10.9.[t+§ —t+§] 1.1 =90r1p(r,t)
onde D ¢ a regiao de definigao obtida através das regioes fechadas
r —r
0<:E<1,y:():>0§t—§§1,t=7:>—1§7"§0;
r r
x:0,0<y<1:>t—§:0,0<t+§<1:>0<r<1;
x:1,0<y<1:>t—g:1,0<t+g<1:>—1<r<0;

0<x<1,y:1:>0<t:_77n<1,t:1—_7r:>0<r<1.

Portanto a funcao densidade de probabilidade da amplitude R é
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f_g 90r8dt = 90r%(r+1) : —-1<r<0

fR(T) - 2—r :
f%7 90r8dt =90r%(1 —7) = O0<r<l1

1.2. Funcao de distribuicao empirica. Sejam X, Xs, ..., X, variaveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas com distribuicao
F definidas em um espago de probabilidade (2,3, P). A funcdo de
distribuicao empirica é definida por:

1 n
i=1

Observe que a funcao de distribuicao empirica é um estimador nao
viciado e consistente da funcao de distribuicao,

B = = 3 Bl ] = F(2)

e

F)(1 = F(x))

Var(Fy(x) = E[(Fa(r)~ F(@))] = “gVar(3" 1x.zn) =

i=1

n

que converge para 0 quando n converge para o infinito. Portanto
F,(x) =™ F(x), F,(x) =»F F(x) e F,(z) =P F(x).

Com mais rigor, Glivenko-cantelli, provou o teorema
Teorema 1.4. Sejam X, Xs, ..., X,, varidveis aleatorias independentes

e identicamente distribuidas com distribuicao F definidas em um espago
de probabilidade (0,3, P). Entdo

zER
Note que
P(Fu(x) 2 5 = P(nFu(x) > K) = P(Xquy < 2)
e
0 < X(n)
Fo(z) = . Xk < T < Xgk1) ‘
1 2 2 X(uin)

Portanto existe uma correspondéncia biunivoca entre F,(z) e as es-
tatisticas de ordem.
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Considere um nimero real p,0 < p < 1 e seja ¢, o p-ésimo quantil
de F, isto é, (, é a unica solucao de F'(x) = p, quando existir.
Se, para uma estatistica de ordem X, % converge para p de

maneira conveniente, X,.;y € chamado o p-ésimo quantil amostral, Ep’n.
Embora existam varias maneiras de definirmos tal k, as mais adotadas
saiok=k,=[np|+1lek==Fk,=[(n+1)p.

Exemplo 1.5. Sep = %, (p ¢ amediana de F. Sen é impar, n = 2m-+1
temos

2m+1 1 2m+1+1
[np]+1 = [%Hl = [m—i—§]+1 =m+1 e [(nt+1)p] = [(—2)]
=[m+1=m+1.
Assim o p-ésimo quantil amostral @w = X(nm+1)-
Se n é par, n = 2m temos
2m 1 1
[np]+1:[7]+1:m+1 e [(n+1)§]:[m+§]:m.

Neste caso convencionamos definir p-ésimo quantil amostral como ¢, ,, =
Xnim+1) T X (nm)
2
Desde que F),, é uma funcao escada, os p-ésimo quantis amostrais

podem ser definidos como

Zp}m = sup{z : F,(z) < p}
? = inf{z : F,(z) > p}

p,n
definem um intervalo aberto onde podemos realizar uma interpolacao

linear

Teorema 1.6. Sejam X, Xs, ..., X,, varidveis aleatorias independentes
e identicamente distribuidas definidas em um espaco de probabilidade
(Q,, P) com distribui¢ao F e fungao densidade de probabilidade f(x)
tal que f((,) > 0. Entdo

\/E(X(n;k) - Cp) <

lim P(

n—o0 ’y

x)=P(Z <x)

_ p(l—=p)

F(&)? -
Exemplo 1.7. Sejam x1,..., X,, varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas com distribui¢ao exponencial de par ametro
A. Desde que P(X; > z) = e ** temos que a mediana m é a solugao

de e™*™ = 0,5, isto é m = %. Portanto

onde ¥?

0,7

f(m)=Xe" > =0,5\
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Pelo teorema acima

0,7 1
Md~ N(—, ————).
( A 7 4n0, 25/\2>
Um intervalo de confianca para A, ao nivel de 0, 95 de confianca é obtido
através de

0,7
P(—1,96 < (Md — ’T)\/EA <1,96) = 0,95
produzindo
—1,96 +0,7y/n 1,96+ 0,7y/n

( N T )-




