Capitulo 8

Transformada de Fourier

8.1 A Integral de Fourier

Se f: R — R é uma funcao periddica de periodo 2L, suave por partes, entao

nmwx
. by sen 1 )
—|— Z (a cos + sen I

nos pontos de continuidade de f, com

t
an = f(t)cos%dt n >0,

/f sen—dt n>1.

(8.2)

Se f nao é uma funcao periddica, entao ela nao pode ser representada por uma série de Fourier. Podemos,
no entanto, representar f por uma integral de Fourier, se f for pelo menos suave por partes e satisfizer além

disso a condigao

| 1) <o

—0o0

ou seja, se f for absolutamente integravel. Neste caso, podemos escrever
o0
flz) = / (A(w) cos zw + B(w) sen aw) dw
0
para todo « € R que seja um ponto de continuidade de f, com

Alw) = %/ f(t)coswtdt, w >0,

B(w) = %/ f(t)senwtdt, w >0.

Mais precisamente,

Teorema. Seja f : R — R uma funcdo suave por partes, absolutamente integrdvel.

(8.4)

Entao f tem uma

representacdo por integral de Fourier que converge para f(x) nos pontos de continuidade de f e para

a média dos limites laterais nos pontos de descontinuidade de f.
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2 Transformada de Fourier

Esta representacao integral para f pode ser motivado da seguinte forma: restrinja f ao intervalo fechado
[-L, L] e estenda ela periodicamente fora deste intervalo. Ent&o, no intervalo [—L, L], f tem a representacao
em série de Fourier dada em (8.1) com os coeficientes dados em (8.2). Fazendo L — oo, como a fungéo f
é integravel em R, segue que necessariamente ag — 0. Além disso, a integrabilidade de f também implica
que a integral de f em R pode ser aproximada pela integral de f no intervalo [—L, L], desde que L seja
suficientemente grande. Assim, temos que os coeficientes a,, e b, podem ser aproximados por

An & / f@®) cosn—ﬂdt %A(%),

nmt s nmw

o= 3 45 e 5 () ] 7.

n=1

Logo,

Mas, se denotarmos w,, = nw/L e Aw = w/L, o que equivale a fazer uma particdo do intervalo [0, 00) em
subintervalos de comprimento Aw, reconhecemos uma soma de Riemann:

Z (wn) coswpx + B(wy,) senwy,z] Aw.

Fazendo L — oo, o que corresponde a fazer a norma da particdo Aw — 0, esta soma de Riemann converge
para a integral de Fourier de f.

Exemplo 1. Obtenha a representagao integral de Fourier da fungao

fo={} =Hs!

se |z| > 1.
A(0) = %/_OO () dt / dt =

Temos

1 tt 2
Aw) = / f(t) coswt dt = / coswtdt = 0¥ = senw’
1 wo|_, T w
1 e t
B(w) = 7/ f(t)senwtdt = f/ senwt dt = 2% =0.
TJ)_ o m)_ 4 w |_q

Observe que lirr}) A(w) = A(0) (ou seja, obtivemos neste caso a fungdo A(w) continua) e a funcao B é
w—

a funcao identicamente nula, o que era de se esperar, porque f é uma fungao par. Logo

2 oo
flx)= 7/ PN cos 2w dw.
0 w

T
Em particular, segue do teorema da integral de Fourier que

- /2 se |z <1,
/ SN o8 2w dw = /4 se |x| =1,
U 0 se |z| > 1,

e, escolhendo =z = 0, obtemos o valor da integral de Dirichlet

> senw T
dw = —.
0 w 2
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Como vemos no exemplo acima, quando uma fungao é par ou impar, sua integral de Fourier é mais
simples (da mesma forma e pelo mesmo motivo que a série de Fourier de uma fungao periédica par ou {impar
¢é mais simples):

e Se f é par, entdo B(w) =0 e a integral de Fourier de f é dada simplesmente por
flz) = / A(w) cos zw dw,
0

também chamada a integral de Fourier cosseno de f.

e Se f é impar, entdo A(w) =0 e a integral de Fourier de f é dada simplesmente por

fz) = /000 B(w) sen zw dw,

também chamada a integral de Fourier seno de f.

8.1.1 Exercicios

1. Encontre a representagio integral de Fourier das fungoes dadas (em todos os casos, a > 0).

1 se <z <1, se<z<a,

caso contrario.

a) f(x) = { 0 caso contrario.

—

se —a<z<a,
caso contrario.

b) f(x)

o

-1 se —1<z<O0,

|
[
|
{

—_

c) fz

se —1l<a<l,
se 1 < |z] <2,
caso contrario.

0 caso contrario.
T se —l<x<l,

)
d) f(z)
)

b o) ={

2

i 1) ={

1 — ||

D r@={ 17

1— a2

00 ={ '

se 0 <z <a,
caso contrario.

se —1l<ax<l,
caso contrario.

se —1l<a<l,
caso contrario.

= — oIzl
e) fl@ 0 caso contrario. D) flz) =€l
T <z < T
cosx S — — <1< —
B Jx) = 2 =0T m) fa) =
0 caso contrario.
senx se0 <z <m, x sel<z<l,
g) /(@)= 0 caso contrario n) flz)=q 2-2 sel<z <2,
. 0 caso contrario.

2. (a) Use o Exemplo 1 para mostrar que

* sen w cosw
—dw
0

e

w

(b) Use integragao por partes e o item anterior para obter

J

sen2 w

™
w2 dw = 5



Transformada de Fourier

(c) Use a identidade trigonométrica sen? w + cos?w = 1 e o item anterior para obter

(Sugestdo: sen? w = sen w + sen? w cos?

w=senw + isen2 2w.)

3. Usando a representagao integral de Fourier, prove que as seguintes integrais impréprias tém os valores

especificados abaixo.

 cos zw + w sen rw 0 se z <0,
a) T2 dw = /2 sex =0,
0 Tw e ” se x > 0.
— coS TwW /2 se0<zx<m
b)/ sena:wdw—{ / ’
0 se x> T.
coszw T
c) =_—-e® sex>0.
1—i—w2 2
T T
oocos—cosxw —cosx se |z| < =,
d)/ ——dw=1 2
1—w 0 se |x| > 3
T
*°sen Tw sen Tw —senx se0<L <,
e) —— dw=4 2
l-w 0 sex > .
w3 sen zw T
f dw = —e Fcosx sex>0.
)/ Cwtrd 2

8.2 A Transformada de Fourier

8.2.1 Definigcao

Recordamos a féormula de Euler:

0

(&

Dela segue que

cosf =

=cosf +isend.

it 4 =it eif _ o
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Vamos escrever a integral de Fourier na forma complexa. Temos

flx) = /OOO(A(w) cos zw + B(w) sen zw) dw

1 o0 oo
— / / f(t)(coswt cos zw + sen wt sen zw) dtdw
T Jo —00

717/000 /O:Of(t)cosw(mt)dtdw

1 0o o] ) )
27/ / f(t)(ew(a:—t) + e—w(a:—t)) dtdw
T Jo

—00

=— / / F)e®0 didw + — / / f)e =0 dtdw
27 Jo ) 27 Jo —oo

1 [e%) oo ) 1 0 [e%e) )
= £)e™ @) didw + — e == qid
27?/0 | s w+2ﬂ[m[wf()e ¥

=5 F()e™ =0 didw.
T _

— 00 oo

onde no tltimo passo fizemos a mudanga de varidvel —w. Portanto, a forma complexa da integral de
Fourier é

@) = % /_ h /_ T ) i, (8.5)

Por sua vez, a forma complexa da integral de Fourier pode ser escrita como

— 1 - 1 = —iwt W
flx) = m/_w [\/%/_Oof(t)e dt} e dw.
Defina a fungao f: R — C por
N 1 * —iwt
flw) = <= [ St (8.6)

Observe que apesar da fungdo f ser uma funcao definida na reta (isto é, uma funcdo de uma varidvel real)

tomando valores reais, em geral a funcao f é uma fungao definida na reta tomando valores complexos. De
fato, a funcao f pode ser escrita mais explicitamente, usando a férmula de FEuler, na forma

f(w) /O:of(t) coswt dt — Z/O;f(t) senwtdt) .

.

A parte complexa de f serd nula e portanto f serd uma funcao real se e somente se a integral

/00 f(t)senwt = 0.

Isso ocorrera se e somente se a funcao f for par. Portanto, no estudo da transformada de Fourier é inevitével
o aparecimento de funcoes de R em C, ja que a maioria das fungoes nao sao pares. Diremos que uma funcao
de R em C é absolutamente integravel se as suas partes real e imagindria (que sdo fungdes de de R em R)
forem absolutamente integraveis. O espaco de tais funcdes serd denotado por L'(R,C). Na notacdo acima,
temos que

1 - WT
flz) = E[mf(w)e dw. (8.7)

Isso nos leva a seguinte definigao. Definimos a transformada de Fourier de f, como sendo a fungao F
que associa a cada fungao absolutamente integravel f : R — R a fungao f : R — C definida pela expressao



6 Transformada de Fourier

(8.6); a sua inversa, chamada a transformada de Fourier inversa, é a funcdo F~! que associa a cada
funcao f : R — C que pertenga ao conjunto imagem de F a funcao absolutamente integravel f : R — R
definida pela expressao (8.7). Assim, se f é continua,

FHF) =1 (8.8)

Isso é uma conseqiiéncia imediata das defini¢bes acima:

FUEDN) = = | A o - = =/ [ v | 5w Mdt] £

;/Z/Zﬂt)ew(wﬂ dtdw = f(z).

Exemplo 2. A transformada de Fourier de uma funcao absolutamente integréavel, apesar de ser uma fungao
continua, nao é em geral uma fungao absolutamente integravel. O contra-exemplo classico é a fungao

pulso
1 se |z| <1

f(‘”):{o se |z| > 1.
De fato, calculando a transformada de Fourier de f, obtemos
,\ 1 ot 11
7zwt —iwt —twt
w) dt = dt = e
H \/ 27r/ J) V2 / 2miw Ll

(cosw —isenw — cosw — isenw)

_ —iw _ iw _
N 2miw (e ¢ ) \/7mw

21 sen w 2senw

V27w V2rw

Segue que a transformada de Fourier de f é a funcao

que nao é uma funcao absolutamente integravel, como pode ser verificado. Observe porém que a
descontinuidade da funcao pulso foi suavizada pela sua transformada de Fourier, ja& que f é uma
fungao continua. Com efeito,

~ 1 . 1 2 2
0) = —= te‘wodtz—/ dr = —— =/ =
1) \/27T/_oof( ) V2m) 4 Vom T
e portanto lirrb f(w) = f(O) Isso néo foi um acidente e é sempre verdade.
w—

Teorema. Se f : R — R é uma fungdo absolutamente integrdvel, entao sua transformada de Fourier
f R — C € uma fung¢do continua e limitada. Se, além disso, f for absolutamente integrdvel, entdo f
é continua.

A transformada de Fourier da funcao pulso no Exemplo 2 é uma fungao real porque ela é uma funcao
par. Em geral, a transformada de Fourier de uma fungao real é uma fungao complexa, como no préximo
exemplo.

Exemplo 3. Encontre a transformada de Fourier da fungao

e " se x > 0,
f(:v)—{ 0 se x < 0.
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Temos

— He @t gt — / —t—iwt gy / —(14iw)t dt
J(@) m/_mf( Je V2 Jo ¢ V2rJo ¢

_ 1 o= (1iw)t [
V27 (1 +iw) 0
Como ’e‘i‘”t| =1, segue que
lim e~ ()t = 1im ’e_t’ ‘e_i“t’ = lim ’e_t‘ =0,
t—o0 T—00 t—00
logo
-~ 1 1—iw
flw) = =

V2r(1+iw)  V2r(1+w?)

8.2.2 Propriedades Operacionais

A transformada de Fourier se comporta muito bem com relacdo a varias das operagoes comumente efetua-
das em funcoes: combinacoes lineares, translacao, dilatacao, diferenciacdo, multiplicagdo por polindémios e
convolugao.

Propriedade 1 (Linearidade). Se f,g: R — C sdo fungdes absolutamente integrdveis e a,b € R, entdo

Flaf +bg) = aF(f)+ bF(g).

Prova. Segue direto da definigao e da propriedade de linearidade da integral.

Propriedade 2 (Transformadas de Fourier de Derivadas). Se f: R — C € uma fungdo diferencidvel
absolutamente integrdvel tal que f' também € uma fungdo absolutamente integrdvel, entao

F(f)w) = iwF(f)(w)-

Se f:R — C ¢ uma funcao duas vezes diferencidvel absolutamente integrdvel tal que f' e " também
sao fungoes absolutamente integrdveis, entao

F(f) W) = wF(f)w) = ~w*F(f)(w).

Em geral, se f: R — C € uma funcao k vezes diferencidvel absolutamente integrdvel tal que as suas
derivadas até a ordem k também sao funcgoes absolutamente integrdveis, entao

F(FP) (w) = (iw)EF(f) ().

Prova. Integrando por partes, temos que

f(f/)(w) = \/127’”/_OO f/(t)e_’iwt dr = \/% f‘(t)e—th’iooo _ (_,Lw)/_oo f(t)e—iwt df:|

iw / T et dt = iwF(f),

porque, como f’ é absolutamente integravel, necessariamente , liim [f'(t)| = 0, logo , liim ’f’(t)e_iwt’ =
— =00 — 00
0.

As férmulas para as transformadas de Fourier de derivadas de ordem superior seguem da aplicagao
iterada desta férmula. W
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Propriedade 3 (Derivadas de Transformadas de Fourier). Se f : R — C ¢ uma fun¢do absoluta-
mente integrdvel tal que xf(x) também € uma fungdo absolutamente integrdvel, entdo

Flaf(@)(w) = iF () (@).

Se f:R — C ¢ uma funcdo absolutamente integrdvel tal que x°f(x) também é uma funcdo absoluta-
mente integrdvel, entdao

Flaf(@)(w) ==F(f)" ().
Em geral, se f: R — C ¢ uma funcdo absolutamente integrdvel tal que x* f(x) também é uma funcdo
absolutamente integravel, entao

F(@"f(2)(w) =i*F (¥ (w).

Prova. Passando a derivada para dentro do sinal de integracao, temos

d 77,wt > d —iwt
L)) = m - / Fle it = —— / @[f(t)e Ja

= —iF(zf(z))(w).

Multiplicando ambos os lados por —i obtemos a primeira férmula. As outras férmulas seguem da
aplicacao iterada da primeira. l

Propriedade 4 (Transformada de Fourier de uma Translac¢do). Se f: R — C € uma fungdo absolu-

tamente integrdvel, entdo _
F(f(z—a))(w) =e " F(f(z))(w).

Reciprocamente,

Fe' f(@)(w) = F(f(2))(w — a).

Prova. Mudando varidveis, temos

1 0 . 1 e .
Flfa=a)w) = = [ ft=ae o= —= [ feta
= e_“"a/ ft)e ™t dt = e F(f(1)).
A segunda férmula é obtida diretamente:

zatf —zwt di = f —z(cu a)t di

F(e™" f(z))(w

=l 7=

= F(f(@))(w —a).
|

Propriedade 5 (Transformada de Fourier de uma Dilatagao). Se f: R — C € uma fun¢ao absolu-
tamente integrdvel e a # 0, entdo

Em particular,
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Prova. Mudando variaveis, se a > 0 temos que

Flrtan)e) = o= [ flatreta = — [ s La
1 1 o —it g, _ 1 ) w
= v e gEe (2).

Se a < 0, temos

Firen)@) = = [ slanear=—— [ e S

=L [ resta = L) ()
]

A convolugao de duas fungoes absolutamente integraveis f, g é definida como sendo a fungao
(Fra)e)= [ fa-gtyat. (89)

Podemos assegurar que ela estd bem definida (isto é, a integral imprépria que a define converge para todo
x), se as fungdes f e g, além de serem absolutamente integraveis, sdo também quadrado-integrdveis, isto é,
seus quadrados também sao absolutamente integraveis:

[k [l @< .
De fato, utilizando a desigualdade de Schwarz

2 b2

a
b < -+ 4

valida para todos a,b € R, segue que
' | t-ngt0) dt\ <[ ie-ngwla<s [ -0 arg [ ol dt<oc,

Denotamos o espaco das funcdes quadrado-integraveis na reta por L?(R). Além disso, a convolugdao de
funcoes absolutamente integraveis, quando estd definida, é também uma funcao absolutamente integrével,
de modo que a sua transformada de Fourier estd definida:

[ wro@lar< [~ [ i olsolad = [ g0l ([ 10 ) a

= [ tatn ([ is@nas) ar= ([ 1s@ias) ([ o) ar)

< 00.

A transformada de Fourier comporta-se extremamente bem em relacdo a convolugoes: ela transforma con-
volugao de fungoes essencialmente em produto de fungoes:

Propriedade 6 (Transformada de Fourier de uma Convolugao). Se f,g: R — C sao fungoes abso-
lutamente integrdveis, entao

F(fg) =V2rF(f)F(g).
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Prova. Mudando a ordem de integragao e usando a Propriedade 4, temos

At o) == [ (g0 dn = =/ - [ | ste=960 ds} et dy
[ | sl gwas= [T @) s as

oo

— F(f)w) / g(s)e™* ds = F(f) () VIR F(9) ().

— 00

8.2.3 Transformada de Fourier da Funcao Gaussiana
A transformada de Fourier da fungdo gaussiana desempenha um papel fundamental na resolucao da equacao
do calor na barra infinita, conforme veremos mais tarde. Aqui vamos calculd-la. Recordamos a integral

improépria

/ e~ dx = /.

— 00

O seu valor pode ser obtido da seguinte forma:

oo 2 2 o0 2 o0 2 o0 o0 2 2
(/ e " dx) = </ e ” dx) (/ e Y dy> :/ / e T e Y dxdy
- O; o] R 5 - 27 oo_ 2_ 27 1 R o]
:/ / ety )dmdyz/ / e " rdrd@z/ |:—6_7':| do
—ood =0 o Jo 0 2 0
1 2
= / df =m.
2Jo

Teorema. Seja a > 0. Entao,

A “2) 1 w?
e 2 = ——¢ 2a
Vva
Em particular,
12 wZ
Fle¥)=e 7,

M

x

isto €, a transformada de Fourier da funcdo e” "z € ela propria.
0,172 ~ . ~ . .
Prova. Seja f(x) =e~ "z . Entdo f satisfaz a equagao diferencial

f(x) +axf(x) =0.
Aplicando a transformada de Fourier a ambos os lados desta equagdo, obtemos (usando as Propriedades
1,2e3)

z'wf(w) + aif'(w) =0
ou

n w

Fw) + 2 fw) =0.

Resolvendo esta equagao através de uma integragao simples, obtemos

2

Flw) = ce®
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w
para alguma constante C. [Em uma notagdo mais usual, a equagdo diferencial é y' + —y = 0, donde
a
/

y = —gy ou L = _ﬂ; integrando ambos os lados desta equagao obtemos logy = —3’—; + C e dai
a Y a

o resultado acima.] A constante C' pode ser determinada através da integral imprépria relembrada
acima:

~ 1 e 1 a2 1 2 [ _ .2 1

C= O:—/ tdt:—/ e2dt:\/>/ e ¥ ds=—.

f(0) or 700f( ) 52 5:Va/ 7

|

N

z

A fungao gaussiana e” "z nao é a unica fungao cuja transformada de Fourier é ela prépria.
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8.2.4 Tabela de Transformadas de Fourier

Transformada de Fourier

f(z) F(f)w)
1 1 se |z] < a, 2 sen(aw)
’ 0 se |z| > a. T oW
9 1 sea<z<b, i(e~iw — gmiaw)
) 0 caso contrario. V2w
|z| 5 sen” e
5 1-2 seol<a 4. 2\/722
0 se |z| > a, Toaw
4 x se |z] < a, a0 ; 2 aw cos(aw) — sen(aw)
0 se |z| > a, T w?
sen z se |z| <, . /2 sen(mw)
5. ;[ 2sen(mw)
0 se |z| >, T w?—1
6. sen(ax) se |z| < b, Cab>0. —i (sen[(w — a)b] N sen[(w + a)b]
0 se |z| > b, V2r w—a w+a
7. cos(azx) se |z| < b, a0, 1 (sen[(w — a)b] n sen|(w + a)b]
0 se |z| > b, Vor w—a w+a
1 T e_a“’-"
8. | ——, a>0. —
2Z2raz © \/; a
2 a le]
9. | /22 a0 -l
\/;1 + a?z2 @ €
4 sen? = |w]
10. | —=_ 22’ a>0. 1—7 se |w| < a,
Vam ax 0 se |w| > a.
2
11. | el a>0. e
V a2+ w?
e~ sex >0 1 1
12. ’ . - -
0 sex <0, ’ a>0 Vo a+iw
0 se x > 0, 1 1
13. {e‘” sex <0, a> 0. \/T?a—iw
T(n+1) 1 1
14. | |z|" e a>0,n>0.
lz[* e, a>0,n 5 \ (@i + @iy
a .2 1 w?
15. | e 2%, a>0 %e—ﬁ
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8.2.5 Exercicios

1. Calcule a transformada de Fourier das funcdes a seguir (em todos os casos, a > 0).

_J1 se |z] < a, N se |z] <1,
a) f(z) = { 0 se |z| > a. g) flx) = { 0 caso contrario.
2
_ el _ se |z] <1,
b) f(z) = e . h) f(z) { 0 caso contrario.
Tl se 2] <1 T—lz|  se [z[ <1
e se |z <1, . _ x se |z| < 1,
c) f(z) = { 0 se |z > 1. i) flz) = { 0 caso contrario.
e se x <0, . [ 1—2? se |z <1,
d) f(z) = { 0 sex > 0. ) f(z) = { 0 caso contrario.
2] < 1-2 se o] <
sen se |z| <, B - = se |z| < a,
e) flx) = { 0 caso contrario. k) flz) = { 0 “ se |z| > a.
o < 5
cosx se |z| < =,
ﬂﬂmz{ 2
0 caso contrério.

2. (Relacao de Reciprocidade para a Transformada de Fourier)
(a) Use a defini¢ao das transformadas para provar que
F(H)x) = FH(-x).
(b) Use o item anterior para obter a seguinte relagao de reciprocidade:
FA(f)(@) = f(~a).

(c) Conclua que f é uma fungio par se e somente se F2(f) = f; f é uma fungdo fmpar se e somente
se F2(f) = .
(d) Mostre que para qualquer fungao f temos F4(f) = f.

3. Usando a Propriedade 4, conclua as identidades a seguir:

Fleos(az)f(z)) = W =9) ;f(f)@u +a)

F(sen(ax)f(z)) = F(f)(w _a);i}—(f)(w-&-a).

4. Use o exercicio anterior e transformadas de Fourier de fungoes conhecidas para calcular as transforma-
das de Fourier das seguintes fungoes:

cosT sen 2x
a)f(x):T. b)f(x):T

e e

cosx + cos2x senx + cos 2x
) @) == VI =—mrr

_f cosx se |z| <1, [ senz  se |z| <1,
e) )= { 0 se |z| > 1. £) f(z) = { 0 se |z| > 1.
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5. Use uma transformada de Fourier conhecida e as propriedades operacionais para calcular a transfor-
mada de Fourier das fungoes a seguir.

r ose |z <1, z?

a) f(z) = { 0 se |z| > 1. £) fx) = 1+ 222

2

b) f(z) = ze ™.

2

g) fla)=(1—a?)e ™.

c) f(z) = ax2e I, h) f(z) = (1 —z)%e 1=l

ze ™ F se x <0, . Cl(p_
) f(x):{ 0 se x> 0. i) fla) =ze 2(@=17

T

BT j) flx) =1 —z)el1

e) f(z)
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8.3 O Método da Transformada de Fourier

Suponha que u(z,t) seja uma fungao das varidveis © € R e ¢ > 0. Se fixarmos a varidvel temporal ¢, a
u(x,t) torna-se uma funcao apenas da varidvel espacial x, definida na reta toda, e podemos tomar a sua
transformada de Fourier com relacgdo & varidvel z. Denotaremos esta transformada por @(w,t). Em outras
palavras,

U(w,t) = F(u(z,t)) %/ u(z,t)e " dz. (8.10)
Agora, da Propriedade 3 da transformada de Fourier, segue que

Tz (w,1) = dw(w,1),

—

Upe (W, 1) = (iw)?U(w, t) = w?i(w, 1),

ou seja, derivadas espaciais sdo transformadas em expressoes que envolvem apenas a funcdo u(w,t) multi-
plicada por um monoémio em w. Por outro lado, derivando dentro do sinal de integragao com relagao a t,
temos que

1 ° ; d 1 ° ;
U (w, t) = E/ioout(x,t)eﬂ‘” dx = 7 <m/mu(z,t)ewx dx) = u(w, t),

o que significa que a derivada temporal é preservada pela transformada de Fourier. Assim, vemos que quando
aplicamos a transformada de Fourier a uma equagao diferencial parcial em duas varidveis, as derivadas
parciais espaciais desaparecem e apenas as derivadas temporais permanecem. Em outras palavras, aplicando
a transformada de Fourier transformamos a equacgao diferencial parcial em uma equacdo diferencial ordindria
em t. Esta observacao é a esséncia do método da transformada de Fourier para resolver equagoes diferenciais
parciais. Em resumo, o método funciona da seguinte maneira:
Passo 1: Obtenha a transformada de Fourier de todas as equagoes envolvidas (i.e., a equagao diferencial
parcial e a condicao inicial).
Passo 2: Resolva a equagao diferencial ordinéria, obtendo a solucéo u(w,t).
Passo 3: Aplique a transformada de Fourier inversa a u(w, t) para obter u(w,t).

A titulo de exemplo, vamos aplicar este método as equagoes do calor e da onda.

8.3.1 A Equacgao do Calor para uma Barra Infinita

Vamos resolver o problema de condugao de calor em uma barra homogénea, isolada termicamente e infinita.
Este é o problema de valor inicial (problema de Cauchy)

{Ut:kuww se —co<zx<ooet>0, (8.11)

u(x,0) = f(x) se —oo < x < 00.

Assumimos que a fungao f é continua, limitada e absolutamente integravel. Aplicando a transformada de
Fourier a este problema, obtemos a equagao diferencial ordinaria em ¢

{ut(wt)=£ A1)
(w.0) = flw).

A solucao geral desta equacao é
U(w,t) = C(w)e_szt.

Para obter o valor de C'(w), usamos a condicéo inicial:
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Portanto,
A(w,t) = flw)e m’t, (8.12)

Tomando transformadas de Fourier inversas de ambos os lados da equagao, obtemos
(0.0) = —— / " @)t (8.13)
u(z,t) = — w)e e w. .
21 J — oo

As vezes, no entanto, esta solucao nao é conveniente em certas aplicagoes praticas. Usando a propriedade da
transformada de Fourier com relagao a uma convolugao, podemos obter uma solugao em termos da condigao
inicial f(x). De fato, voltando & equagdo que dé a solugao u(w,t), observamos que a segunda fungdo do
lado direito é uma gaussiana em w que, conforme vimos anteriormente, a menos de uma constante é a
transformada de Fourier dela prépria. Mais precisamente,

]. W2
]:(675962) _ \/aefx
Dali, se
1 2
= — e 4kt
g9(z) 5rgC
entao

Lembrando agora que a transformada de Fourier de uma convolucao é o produto das transformadas de
Fourier das fungoes multiplicadas por /2w, ou seja

1 —
7%}0 * g(w),
segue que
1 —
U(w,t) = iﬂf * g(w).

Portanto, aplicando a transformada de Fourier inversa, obtemos
1
V2T

u(z,t) = —=(f *g)(x)

ou
(z—s)2

1 o _
u(z,t) = 2\/ﬁ/_oof(s)e T ds. (8.14)

Esta é a solucao da equagao do calor em uma barra infinita, e além disso a unica solugao do problema,
se entendermos por solu¢do uma fungio continua e limitada em ¢ > 0 (existem outras solugdes, mas elas
nao sao limitadas, e do ponto de vista fisico esperamos que a solugao do problema seja uma distribuicao de
temperaturas limitada).

Exemplo 4. Resolva o problema

Uga se —oco<zr<ooet>0,

u(z,0) =e se —oo <z < 00.
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Solugao: Denotando f(x) = e*xQ, segue que

A, 1) = Flw)e™™ = e e = e
) \/§ 2
Logo,
1 (4w 1 2 22 1 22
u $7t = 7f—1 6_# = — €7ﬁ = €7ﬁ
(@t) = s F e ) = S o

: I+t _ 1 _ 2
pois fazendo =+ = 5, segue que a = 3.

8.3.2 A Equacao da Onda em uma Corda Infinita
Vamos resolver o problema das vibragoes transversais de uma corda infinita, homogénea e de peso desprezivel:

Ut = CUgy se —oco<xr<ooet>0,
u(z,0) = f(x) se —oo <z < 00, (8.15)
ut(x,0) = g(x) se —oo <z < 00.

Assumimos que as fungoes f, g s@o continuas, limitadas e absolutamente integraveis. Aplicando a transfor-
mada de Fourier a este problema, obtemos a equacao diferencial ordinaria em ¢

Ugt(w, t) = Aw?i(w,t)

i(w,0) = f(w),
Ut (w,0) = g(w).

A solucao geral desta equacao é
U(w,t) = A(w) cos cwt + B(w) sen cwt.

Para obter os valores de A(w) e B(w), usamos a condigdes iniciais:

Flw) =1i(w,0) = Aw),
J(w) = U(w,0) = cwB(w).
Portanto, ~
U(w,t) = f(w) cos cwt + 9(w) sen cwt.

cw
Aplicando a transformada de Fourier inversa, obtemos a solugdo do problema:

u(z,t) = [f(w) cos cwt + % sen cwt | €% dw. (8.16)

1 oo
V2T /_oo
Em alguns casos especificos, esta integral pode ser computada explicitamente.

Exemplo 5. Resolva o problema

Upp = Ugy se —oco<ax<ooet>0,
1
u(x,O):m se —oo <2 < 00,
ur(x,0) = 0. se —oo < < 00.
Solugao: Denotando f(x) = o2 segue que
x

u(w,t) = ]?(w) coswt = \/ZEM cos wt.



18 Transformada de Fourier

Logo,

iwb —iwl
u(x,t) = \/zf_l(e_w coswt) = g]-'_l (e—;ee—lu))

|
N = N
M
—
N
ms.
€
5
%‘
(9]
i
£
N———
+
N
N
—
N
(9]
i\
g
>
%‘
)
1
£
N———

(1—&-(;4—75)2 * 1+(:Ul+t)2)’

1
usando a propriedade da transformada de Fourier de uma translagao, pois F <\/§ e|“’|> =7 gl
T
Observe que esta resposta coincide com a solugdo de D’Alembert.
8.3.3 Exercicios
1. Resolva a equagao do calor ou da onda dada. Em todos os casos, assuma —oco < x < 0o e t > 0.
Uty = Ugy Utt = Uzz T T
cosT se ——<z< —
a) { u(z,0)=——— b) ¢ u(x,0) = 2 o2
4+ 0 caso contrario,
’U,t(ﬂf,O) =0. Ut(l‘,O) —0.

ut:anOUIx
100 se —1 <<,
u(z,0) { 0 se x> 1.

Up = Ugy se —oo<zxr<ooet>0,
se —oo < x < 00.

sex > 1.

100 se —2<x<0,
u(z,0) =< 50 se 0 <z <1,
0 caso contrario.

| {
e) { ZZ;ZO;L:\/ZSG;:U ) { Zt(x;j{ _% se —2< <2,
0
{ {

2. Usando o método da transformada de Fourier, resolva o problema de valor inicial dado. Em todos os
casos, assuma —oo < x < ocoet > 0.
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D\ a0 = [Fet 0 { oo
3ur +u, =0 auy + buy, =0

©) { u(z,0) = f(z). ) { u(z,0) = f(z)
up +tuy =0 up = t2u,

°) { u(z,0) = f(z). £) { u(x,0) = 3cosz.
ut + a(t)uy, =0 ur + (sent)uy, =0

e) { u(z,0) = f(z), h) { u(z,0) =senz

. Ut = Uy . Up = TUgy

) { o s DL oy o,
up = a(t)Uyy Ztt;r 2u_t N ;u

k) { u(z,0) = (), * ‘W=D { uf(g}?()))_:fg((x)j
Ut = € Ugg Uy = MUgpan

m) { u(z,0) = 100, n) { u(x,0) = f(z),
Utt = Ugat Ut — 4uzxt + BUZL’IZI

0) ¢ u(z,0) = f(x), p) { u(z,0) = f(z),
ut(z,0) = g(x). ut(z,0) = g(z).

3. Resolva o problema do calor com convecgao na barra infinita (isto é, existe troca de calor da barra com
o meio ambiente):

up = gy + kuy se —co<x<ocoet>0,
u(z,0) = f(x) se —oo < < o0.

4. Resolva o problema da vibracao da corda infinita com amortecimento (b > 0):

Upp = gy — 2buy se —co<ax<ocoet>0,
u(z,0) = f(z) se —oo <2 < 00,
ut(x,0) = g(x) se —oo < x < 00.

5. Resolva o problema da vibragao na viga infinita:

Upr = g se —co<ax<ooet>0,
u(z,0) = f(z) se —oo < < 00,
ut(x,0) = g(x) se —oo < < o0.

6. Resolva a equacao de Korteweg-de Vries linearizada:

Up = Clgpy se —oco<x<ooet>0,
u(z,0) = f(x) se —oo < x < 00.

Encontre a solugdo para f(z) = e=2"" e quando f é a funcao pulso (em ambos os casos tome ¢ = 1).
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7. Usando o método da transformada de Fourier, mostre que a solugao da equagao de Laplace no semiplano

superior (problema de Dirichlet)

Ugz + Uyy = 0 se —oo<z<ooey>0,
u(z,0) = f(z) se —oo < < 00.

é dada por

w(z,y) = ﬂ/oo B (CR,

7)o @—s Ty

Use esta férmula (chamada a férmula integral de Poisson) para resolver o problema de Dirichlet para

100 se —1 <<,
f(x)_{o se x > 1.

Determine as isotermas no semiplano superior para este problema especifico.

. Definimos o nicleo de Poisson como sendo a funcao

2
Py(x):\/;x?y—i—y?’ para —oo <z <ooey>0.

Usando a transformada de Fourier, mostre a propriedade de semigrupo do nucleo de Poisson:

(Py, * Py, ) () = Py 4y, (2).

De posse desta propriedade e usando também o exercicio anterior, resolva o problema de Dirichlet para

T) = . Quals sao as isotermas neste caso?
f@)= 55 Q



