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APOSTILA 4 - CINEMATICA E DINAMICA DOS SISTEMAS FLUIDOS
4.1 -Elementos Caracteristicos na Secio
4.2 - Equacio da Continuidade
"A - INTRODUCAO

A seguir sdo transcritos alguns conceitos importantes sobre o assunto desta apostila, conforme ja
exarados no Livro Texto (ver Bibliografia adiante).

Al - Vaziio em volume, ou volumétrica, através da secgiio S.

E o volume de fluido que passa através da secgfo S, por unidade de tempo:
Q= Li‘rxﬁdS, onde [Q] =L’T".

A2 - Vaziio em massa, ou missica, através da secciio S.

E a massa de fluido que passa através da secgfio S, por unidade de tempo:
M = [ p¥xiidS, onde [M]= MT" = FL™'T.

A3 - Vaziio em peso, ou gravimétrica, através da secgiio S.

Eo peso de fluido que passa através da secgio S, por unidade de tempo:
G = [ y9xiidS, onde [G] = FT" = MLT",
A4 - Velocidade média na secgiio S.

E a média das componentes normais das velocidades em cada ponto de S:
V= 1jmds -Q
S S
AS - Valores médios pm e ym da massa e peso especificos em S:
-1 dQ; y_ = L d
P = G hPIQ ¥ = Qkrie

A6 - Se p = cte na secgdo S, G=yQ = gM, onde Q = VS e M=pVS.




A7 - Coeficiente a da energia cinética:

1 (VT
a:—j ~| ds.
SIs\v

A8 - Coeficiente B da quantidade de movimento:

p=1 | [i)zds
SH\v/
A9 - Relacio entre a. e f3:

o=38-2,

Al0 - Derivada da integral de volume F = Lfd‘v’: %

X, | Foxiids.
ot I8

Al1l - Equacio da continuidade na forma integral:

om SrFdS — -

-ét—+j'sc pvxiidS = 0, ondem = LC pdVv,

ou, % ="M, - > M,

onde M_ = vazio em massa em secgio de entrada da SC,
M, =vazdo em massa em secgfo da saida da SC.

~ Al2 - Principio da conservacio do volume:

Para um fluido incompressivel, homogéneo ou heterogéneo, ocupando totalmente o volume de
controle, resuita, :

oxads=0,0u 3 Q. =¥ Q,

ainda que o movimento seja variavel, Q, = vazdo em volume em sec¢io de entrada do VC e Q,, a de saida.
A1l3 - Equacio da continuidade na forma diferencial;
do +pdivi=0,
dt
ou

@+divp\7=0.
ot




sy d -
Para fluido incompressivel, _d% =0edivv =0,

para movimento permanente, divp v =0.
B - BIBLIOGRAFIA

Assy, Tufi Mamed Mecénica dos Fluidos - Livro III - Cinematica e Dindmica dos Corpos Fhuidos -
Capitulo VII - Cinematica dos Corpos Fluidos Equagio da Continuidade.

4.1 ELEMENTOS CARACTERISTICOS NA SECCAO

4.1.1 - Determinar vazio em volume, velocidade média, coeficientes o e 8, bem como os fluxos de energia
cinética, J_, e da quantidade de movimento J, dos escoamentos a seguir.

. t
a} Placas planas concorrentes (8 = 1/6), paraasquails v. =~— vy =v, =0
r

Solucio:

v=1"t% cq-= [7xiidS, ondefi =%, e dS = b.r.d8 (Ver fig. 4.1.1a-)
Tr

Dai,

ni6] — ¢
Q=bj0 —. rqe,

_br(i-9
Q s

Entao,

voQ_br1-t 1-¢
8§ 6b1® r°

Fig.4.11.a-1

sobre a superficie cilindrica de raio r (secgo de escoamento).




1-t
ComoV=v=—a=f=1e
r

>

o - oMV =0LpVSS=B(1—t]3 brn _mbp (1-1)
‘ 2 2 2\ r 6 12

@ IpvvxndS Ipv e,brdd = p( ) bf db.

de,

Mas, € =—-—2> e €d06 = ~dg,.

Dai, . ‘
(1 ) Fig.4.1l.1.a-IT1.

- b{l-t) .. .

9, P c ( 8.1 ee,:z)s

é pb(l—t)z .

conforme figura 4.1.1a - II, onde &, = & (1 —senc) - €, coso, de modulo = 1/2(1 -sena) = 0,518,

b) Canal de fundo inclinado de 6:

4y .3 »
_ . y 2 ~ -E‘X'G.
V=v.E =V, 1—(1—g) €., v,
vy = v, = 0. ‘;Ey dyl: e h
Sendob a largura do canal nadirecaode Oz , i=¢, e
o
dS = b dy, entao:

AT T T TR

Q= vandS Vo I [ (l——) }ﬂy=—§~vobh=%v03.

Entio: V=2 = Ev(,. Dat,
S 3

) N
y
vo[Zy——zj
a=t M= han= s,
bho| 2 35
=V,
3
h 2
VD(ZY'”X?J
B= lj“ N | bdh =12
- —5 ~12.
370




aMV? _ opv®5

Fluxoda E: ¢, = >

= 0,228p v, bh.
Fluxo da Quantidade de movimento:
®, = (B MV)E, = BpV’SE, = 0533p v; bh §,

¢) Placas Planas Fixas Paralelas:

2 yd
V= vo[l- -y];—z-)éx, comv, =v, =0
Entao:

Q= [vxids = | vo(l - i—z) bdy,

b3 Zh

com b = larguara das placas, segundo Oz.

Dai' Q= %vobh = %VOS.

- 54 .. .. .
Fntao, oo = — = 154 e B = 1,2, iguais aos do exercicio anterior,
35 g

D, = 0.456p v,’bh; B, = 1067p v2 bh.

d) tube cilindrico circular - Movimento Laminar;

2
V= vo(l —r—z}éz, comv, =v, =0 S -
R | N O
Daf \ il - i
3 A p———— - — = Ji h
Q= Lir'xﬁds, ondeii =€, ‘ O ¥ _-_,7/ _
e dS = 2nrdr.
Ent3o, Flg. 4.1, 1
R r R v, Vv 1
Q= ZJ'CVOL I—TR; rdr =—2——°- = —218.
Portanto,




Lo U TR
o= zf 2radr=12, e
TR -0 vo/2
i YT
Lo UTR
B= zj 2?'Cl'dl'=-—.
nR* 70 vol2 : : :
] FIG.4.1.1.4-IT
Donde,
2 2.3
2 2 8
- . mpR’? .
@, = (BMV)E, = -—p—3——vfm g,.

¢) Tubo cilindrico circular - Movimento Turbulento

R-— 17
w7=vm( ) €,comv, =ve=0

R
98
Resp.. Q=— _mR®:
V= 08 vmax;
120 F f
a =106, §=1,02 ‘Fig. .1.1..e

@, = 0,907pR*V},.; D, = 2137pRV, €.

f) Tubo cilindrico Circular - Perfil Conico das Velocidades:

R-r}..
v=vm(—R—-— g,comv,=v,=0

2

Resp..Q =

Vmax’

3

: Vinax . oy — . = - i
_VzT’a_2=73B 155: Flg'4‘1'l‘f

@, = 0,157pR™? s B, = 0.524pR*V,, &,.

max ?




4.1.2 - Calcular a vazdo em massa através da superficie paralele-
pipédica.
0 <x<a, 0<y<b, 0<yc<c

r

do escoamento de campo de velocidades:

- 42 - _42 -
vx = t'x, vy = -ty , VZ z,
Solucdo:
Sabemos que
M=/ pvxn dS
S
onde § = 5; + S{ * S, + S5, + Sg + S;.
Determinacao de p
de , paivy = o,
dt
leV=V_X$=
_a L~ . avy . v, , s,
3 X 3y 3z //
—tz“tz"'l:l. //

Dai, //// b FIG.4.1.2
X
dp -

= =-p ep=p, e t, onde p_ & a massa especifica para t = 0,
dt
M=) pvxn ds = Pg et [ ¥ xndS, para cada instante t(n
) S
€ a normal exterior ao paralelepipedo).
/] ¥ xnds = - | ‘er%yds=-j v,ds = 0,
S1 51 S1
ois, em S v, = —tz = 0
P * I,Y }’ *
f Vxndas = [ ¥ X-Ede = f v, ds = -t b.a.c.
S Si Si

Analogamente,




f Vv xhds = - § v,dS = 0 ,pois v, =z = O em S, .
SZ SZ .
f ¥ X nds = J v dS = c.a.b.
52 S2
> > s
.fS vxndS =-[ v.dS=20,pois v, =0 en Sz .
3 3
J ¥ xhds = | vds =t?ab.c,
S S
3 3
Dai
¥
_ -t _ -t
M = Py © abc = Po VO e
onde ¥ _ = volume do paralelepipedo.

4.1.3 - A velocidade do 5leo,que escoa entre duas placas conver-
gentes, varia em uma segao de escoamento segundo a equacao

- 2 -
Vo= Via(4n/nl) (n -n).

Sendo dados

L)
Viax = 15 cm/seg .

n, = 2 cm,

determinar:

a) a vazao em volume, supondo que
O contorno tem uma largura cons
tante, b = 23 cm;

F1G.4.1.3

b) a velocidade média para esta se

cao.
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Solucgao
. o 4n T -
Campo de velocidadesvy = Vihax > (no n) LI
n
0
-~ . . -> - -
Na seccao de escoamento (por definicao v = v e ), temos
Viax - 15 cm/s,
n, = 2cm,
b = 23 cm (normalmente ac plano representado).

a) Vazao em Volume

E Woax 0
Q = IS v x ndS = fsvdS = — _E, n(n,-n)bdn.
n ,

0
Dai, :
2 _ -3 3 - 3
Q = — bn0 Voax - 0,46 x 10 "m”/s = 0,46 2/s = 460 cm™ /s,
3
b) Velocidade/média
2/3 bn_ v
v = 3= 0o max . 2 y - 0,10 m/s .
g bno max

A L R R R e SR U AR S e e e o T AR M R e e S ek Ak A B S W e M e e e et e T MR Ak ik e e e W e ——

4.1.4- Ao medir as velocidades da agua no coroamento de um ver-
tedor de barragem, foi necessario fazé-lo em uma secgdo vertical
em lugar da normal as
linhas de corrente. Qual @&
a vazao estabelecida na sec
¢ao vertical para as veloci
dades indicadas- Largura do
vertedor igual a 1 m.
a=20,305m=1 pé,
b =0,610m = 2 pd.
Pontos Inclinagao Velocidade

1 ag = 182 4,57 m/s Vertedor de barragem de
2 a, = 15.0 5,11 m/s largura 1 m.

3 ag = 117 5,94 m/s FIG.4.1.4

4 o, = 8° 6,82 m/s

5 ag = 4° 8,01 m/s

Calculo aproximado da vazdo
= Y x 1 = Vv a =
Q vaxndS I vy xnAS; EvniASi,

com . = 7. .
Vi vy COs a.




11

Pontos 1 2 3 4 5
as;m® . 0.61 0,61 0,61 0,61 0,61
cosoy 0,951 0,966 0,982 0,990 0,993
vi(m/s) 4,57 5,11 5,94 6,82 8,01
Vi . 4,35 4_{_94 5,83 0,75 | 7,99

= = = 3
Q=AS; L vy | 0,61 x 29,86 = 18,21 m”/s,

.4.1.5 - Entre duas placas planas e paralelas est2 contido um flui-
do. A placa superior & mdvel e a inferior é fixa, e o diagrama de
velocidade na seciao € o indicado na figura. Pede-se:

P— M VO N . -

LTI T T T T T T L LTIl
A

Yo . Y

¥ o X
VAT A A NN NN FIG‘4'1'5

a) a velocidade média na secdo,
b} os coeficientes a e B,
c) o fluxo da energia cinética e o fluxo da quantidade de movimen-

to.
"Resp.: a) v = v, /2; bYa=2 e B =4/3;

c) @c= fluxo (cinét.) p by, vg/B e

]
k)
o
«
<

+ —_—
¢q" fluxo (q.m.)

R L T T T T R L I P TR T
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4.1.6-~ Quando a velocidade sobre metade de uma secc¢io transversal
€ uniforme e vale 40% da velocidade uniforme sobre o resto da sec-
¢ao, qual o valor de o e B. '

A\

n

A figura ao lado &

Solugao: <~

uma das possiveis- representa-

>

b o
Yy
.
—
-
Ty
G
P
—

¢oes dos dados do problema. \ \
Calculo de V b ) FI1G.4.1.6
Y2
V=-1 [ % xhdS,onde S =5,+5, e S, =5, = -5 .
S S 2
V=~1—.] ¥, x nds  + 1 [ % xnds.
S S S S
1 2
3
Em Sl- vy T vy Xnmn-= 0,4 vy = 0,4 32 X n3;
v, + v
Ve tvs e Aoy s, s L2 g7y,
S S 2
Calculo de a e B
_ Y v | -
@ =1 |y ( —21)3as, + f ( —2—)3as, |- 1,55;
S Sl 0,7V2 SZ 0,7V2
v v '
B o= 1 ( L y%as) v [ (—2 %, |- 1,18.
S s 0.7v, s, 0,7v,
4.1.7 - Quando a velocidade sobre metade de uma secgao vale ~-10%

da velocidade uniforme sobre o resto da seccao, qual o valor de

.o e B.
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Resposta: N
V=0,45 VO: . U,
a = 5,48, -0t
B = 2,49. ~

4.1.8 - A distribuicdo de velocidade num canal percorrido por tra
jetdrias retas e paralelas segue a lei v = k(x/yo)z. Dado o tubo -
de Pitot, instalado conforme a figura, pedem-se:

a) o valor de k, b) a vazao por unidade de largura do canal e a ve
locidade média, c) o coeficiente B, da quantidade de movimento. -~
Sdo conhecidos: y_ = 0,5 m, vy = 1000 kg*/m3 e g = 10 m/sz.

T\ocm

't I‘:::'LI

|
3

-
Yo/z ly
F

FIG.4.1.8

Nota: Para cada trajetdria vale a equacgac de Bernoulli:

2
2+ P+ § = cte, onde v = velocidade da particula fluida

‘8 Y e p a pressao.
Xk
3

Resp.: a) k = 5,66 m/s ; b) v = ; Q@ = 943 &/s;c) B = 1,8,

P

4.1.9 - Indica-se na figura a instrumentagdo necessaria para se -
determinar o diagrama de velocidades na seccgdo de diametro 0,2 m.
Pedem-se:

a) velocidade em 0,
b) admitindo os diagramas de velocidades constantes na secgao, de-
terminar os valores de a, 8 e H (carga total média da secgao).

Dados :
- 5 ) {’_ JLD=Q'}="" ° —+
v = 1000 kg*/n’, P g =T To0sm A\ PHR
= * , 1 + .
¥ pan= 2870 kg*/m”, N ; - ‘-
2 A 1 /
py = 2 kgf/em”. ﬁﬁrj | 0
St L
I FIG.4.1.9
NN
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2
Resp.: v, T 6,12m/s. Sugestao: ; + P + z = cte,
g Y

sobre a trajetdoria de 1 particula;

v=v, ,a=1,8=1,
o V2 A

H = +_p_..__.+ZA_ 1,91+ 20,00 - 0,10 = 21,81 m
2g Y

2.1.10- Pelo funil da figura escoa um liquido,estabelecendo-se,em
cada instante,o campo vetorial de velocidades dado por

a vazao varia linearmente de 1 ms/s até zero ms/s entre o instante

inicial e o final,atingido dois minutos depois. Pede-se:

a} Determinar as componentes da velocidade em coordenadas de Euler.

b) Determinar as equaglOes das trajetdrias e das linhas de corrente.
¢} Calcular a aceleragao.

TN
N T3 FIG.4.1.10

Solucao:

- Calculo da vaziao

A vazao variando linearmente com o tempo terd por equa
gao

Q =at + b,

Para t =0, Q =1 ms/s eb=1.

Para t = 120s, Q =0 e a = - L1 .
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Dai,

2
1]

p—t
i

120

Calculo de v,

Sendo
-> >
Q=) v xn ds,
S
- — ) > >
e considerando S como seccdo de escoamento,com R = -e.,

> >
Q = IS -v. e x (-e)ds = IS v, ds,

Podemos tomar dS = 2rd6é e considerar v constante sobre a su-
perficie cilindrica de escoamento, r = cte.

4
Dai,

W 3 1t
Q=/ v 2rds
o

[}
<
Py
[ ]

Nota: Para cada instante a vazdo & igual para qualquer secgao
r = cte, devido a equagfo da continuidade aplicada a um -~
fluido incompressivel homogéneo (*).

Entao, em coordenadas de Euler (r,8,z,t),

V. = Q. 5 (1 - t ) - vg =0 s v, =0.
120 * 7 z
TLY TLT
Determinagdo das trajetorias :

Vr= dr = 3 (1.........:!.:.._.)’
dt TLT 120

rdr = > (1 - £ y4r
Tl 120

(*) Veja-se item 4.2.
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Integrando
2
DR QRN S USRS 1
e 240
Zj
2 6 t
r = V/r + — (t - — ;
o "7yt T2 )l
-r 98 -y 0 = = 9 1 tendo O
Vg = T " = e = cte = 8 (plano contendo 9z),
- _dz _ = =
v, = _EE_ =0 e z=cte =z, {(plano normal a o, ),

As trajetdrias sdo retas radiais, interseccao dos pla-
nos acima.

Determinacao das linhas de corrente:

dr  _ rde _ dz |
Ve Vo Vs
Como Vg = 0, T de =0 e 6 = cte = cq;
dt
- dz _ - -
v, = 0, =0 e z = cte = Cy -

Como vemos,as trajetorias e linhas de corrente coincidem
apesar do movimento ser variado.

‘Calculo da aceleracgdo:

a = = + (v xV)v e Vo= -ve :
dt at T
3V -3V, e
Y - derivada local = ——>X— e, = T .
at 3t 40Tre
v v, 9
(¥ xV )= -v 3 . 8 9 4 _Z = -y 3.
T T 3
ar ie a6 3z 3T
(“\3} X V)Tf =—y 9 (-v P ) = -v_ . 3(1-t/ 120) - s
3T r r r 5 T
m £ by
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4.2 - EQUACAO DA CONTINUIDADE

4 - Um fluido incompressivel escoa numa tubulagao conforme a
figura

[-;

-7

|

|

|

J |

|

T
N

R

0 p,=0,50m R ; 0.=0,Im

R

IR .
1 i P
| z
( i %¥C ,// f%
= S5 :::} R TRECHO 2

TRECHO i

FIG.4.2.1
Qual a velocidade mé&dia do trecho 2,sabendo-se gue no
trecho 1
> R-r 1/7 _
v = vmax("_g__) e V.. = 0,122 m/s.
Solugdo

Apliquemos a equacao da continuidade aos sistemas:
fluidos que em instantes sucessivos ocupam o volume de controle
fixo representade em pontilhadoc na figura. A superficie de con-
trole pode ser desdobrada em

SC =8y + 8, + [,

Teremos

o [ pa¥ + | pv xn ds = 0.
3t ¥c Sc

Sendo permanente o movimento ( ¥ nio depende explici-
tamente de t), '

—— f ea¥ =0
3t ¥C
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4.2 - EQUACAO DA CONTINUIDADE

4 - Um fluido incompressivel escoa numa tubulagao conforme a
figura
! r
T P T Y
nl I \\.
4 R N

\ " N 2
AU I ——
_ 8] DI=O,50m B T — - —r—-‘_-__a—5~%02=0,1m

;
I
s !
1 vL.L. AL  TrRecHo:2
| .

TRECHO | 7
FIG.4.2.1
Qual a velocidade mddia do trecho 2,sabendo-se que no
trecho 1
> R-r .1/7 _
i vmax( n ) e Voo = 0,122 m/s,
Solucao

Apliquemos a equagao da continuidade aos sistemas:
fluidos que em instantes sucessivos ocupam o volume de controle
fixo representado em pontilhado na figura. A superficie de con-
trole pode ser desdobrada em

SC =85

1+52+Z_

Teremos

-2 [ pa¥ + { pv xn ds = 0.
3t VC Sc

Sendo permanente o movimento v ndo depende explici-
tamente de t), )

pd¥ = 0
ot ¥C




18

Sobre Sl' 31 b4 31 < 0 e sobre 52 R 32 X 32 > 0,
0 fluido sendo incompressivel, Py = Py T P,
Ent&%
{ o ¥ xmas, + o7V, x nyds, = =pV;S; + pV,S, = 0.
S S
1 2
Dai,
V1S T VoS,
s D
e Vv, =V, — =v, ( —2 )2 = 25v_.
2 1 3 1 D 1
2 2
Como vimos no item 4.l.4 exercicio e |
98
v, = v = 0,1 m/s.
1 120 max

Poxrtanto,

. S —— T — " T T T T U S N S W k) o SR S T S TE T T e - . S S S S S . S A —— ——————

4,2.2 -~ O foguete da figura queima B8 kg/s do fluido combustivel
e tem inicialmente uma massa m, - A boca de exaustao tem area S

e os gases atravessam com massa especifica p . Determinar a velo
cidade de saida dos gases.

0% 0 FIG.4.2.2

Aplicando a equagao da continuidade na forma integral
ac ¥C figurado em pontilhado,
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—2—f pd¥ + [ p VY xH ds = 0,com
at ¥C sC

8 f pav = 2™ | ge o foguete queima constantemente 8
3t ¥C 3t kg/s de combustivel,

m=mo"'8t,

onde mO = massa no instante £ = ¢ {origem da contagem dos tem-
pos). bai,

]
m = -B,
ot
Como SC = S+ ) eem vxh=0,
H
[ o VxHAdS =, VS.
sC

Portanto,
-8 + pVS = 0 e VB—E— .
pS

Nota: Esta @ a velocidade relativa ao foguete.

4.2.3 - Um reservatdrio de gis tem uma valvula gque controla a

saida do gds de forma gque a pressdo interna serd reduzida segun-

do a lei:

p=p, (1-at),

Sabendo~se que a transformagdo do gis no reservatdrio & isotdrmi

ca ( p/p = constante), e que no instante t = 10 seg a abertura
da valvula & tal que a area de passagem & § = 0,5 m2, calcular:

1) vazdo em massa do gis no instante t = 10 seg;
2) vazao em volume nesse instante}

3) velocidade média de saida do gas nesse instante;

4) massa de gds contida no reservatdrio nesse mesmo instante;
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5) tempo de esvaziamento do reservatéfio;

6) massa de gas no reservatdrio apds o esvaziamento;

7} tragar a curva de esvaziamento do reservatdrio em funcio do
tempo, M = M(t), e verificar que a Area abaixo da curva re-

presenta a massa do gas que saiu at@ o instante considerado.

Dados:
¥ =10 m3
0= 5 kg/m>, ,
Po= 10 kg*(iw abs,
a = 0,005 s,
Patm= 1 kg*/cm2 abs;
SC= 2+ 8

Solugao

Cilculo da vazao em massa-:
M{t) = p(t) V(t) S(t).

Sendo isotérmica a transformagdo do gis no reservatdrio,

P = o e B = P =1 - at%
0 Po Py Po
‘Da equagdco da continuidade,
om ] Y xnds = 0;
at SC=5+}
M_ 4 M(t) =0;
3t
m—_pV—pOV( —-at)—mo( - at);
onde m, = p ¥ = massa inicial = 50 kg,
—om - -2amot,
3t

Mt) = 2&m0t.




Da{,
1) M(10) = 2 x 0,005 x 50 x 10 = & kg/s .
' 2am_t
2) o(e) = A& _ o . Donde: Q(10) = 2 m°/s.
p(t) po(l—ut )
2om T
3) v(t) = oft) . 2 3 : V(10) = 2 =4 m/s.
S poS(l—at ) 0;5

4) m(t) = mo( 1 - atz) e m(l0) = 25 kg.

5) O gas parard de sair guando a press3o no interior do resexr
vatdrio igualar a pressio atmosférica, isto &, quando

P.- 1 -1 . 9,005 £2;
Py 10
donde
t = 13'4 S .
6) m(13,4) = 50(1 - 0,005 x 13,42) = 50, —1— = 5 kg.
10
7) Curva M = M(t)
3 mir) T -
m(t)= f M(t)dt, o que corres-
o
. M: - - -
B FE2omgt ponde a area hachurada do gra-
fico
M = M(t).
i T ' FIc.4.2.3

—....-.-_-...—..._——-.-._———._.-—-———_—_———_————-—_——_——--.-.-n————————————m_———————-u

5;2.4 =~ Um botijao de gds tem, no instante t = 0, um quinto de
seu volume ocupado por gis liguefeito. Sendo V a velocidade de
saida do g&s na secgdo S, determinar:

1} O volume de gas liquefeito num instante t [Vi(t) ]-

2) O tempo decorrido até termos somente gis no botijio.
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Pg = massa especifica do gis,
pr, = massa especifica do gas
liquefeito,
¥, = volume do botijdo.
Solugao
No instante inicial,¥_ = ¥_/5. i '
. L © O I
Vazao em massa do gas em S,
FIG.4.2.4

Aplicando a equagdo da continuidade ao ¥C indicado em pontilha
do,

am
st

+ p. VS =0 (a)

onde m = ML 4 MG .

Como p = cte, enquanto houver gas ligquefeito, pg = cte.

1) 8eja v am ) |
A¥, = - ¥ o= = variacao de volume
5 Py,
da fase liquida. Entao Amp = p, AV |

Mas a variagao da massa de gas liquefeito deve suprir a saida de

gas e o preenchimento de A¥ com gfs. Dai, usando a equagao (A),

Al‘nL = pLAVL = Pg AY. + pGVS.t

I
_ Vo pGVSt
e ¥ = - .
L 5 -
°1,7Pg
2) Para V. =0 .°.
L T = VO(DL DG) .




42.5 - No dispositivo da
figura que gira a 10 rad/s,
s3ao admitidos 0,5 m3/s de
agua pela parte central, os
quais se repartem por 4
guias com areas de saida,
normalmente ao fluxo de

agua, de 0,05 m2 cada uma.

A agua deixa o dispositivo

a 30° em relagdo & normal ‘ '
> > FIG.4.2.5 a ‘ b 4
n = er.

TERRA

Qual a velocidade média de saida da agua em relagao
a Terra?

Solucgao
Aplicando-se a equagao da continuidade ao ¥C formado
pelas 4 guias e a entrada central obtém-se:

am + ! 0 Vxnds = 0,
3t SC
onde
SC =8; + 8, +8;+5, +5,+] (} = &rea lateral das

guias)

Sendo o movimento permanente (regime dinamicamente estabelecido,
istoi'@d, w =cte e Q = cte) chegamos a '

am_ _ =
ot =0 e MO + Ml -+ M2 + M3 + M4 O
M 8.0
Por simetria, M, = M= O_ = F‘o = p Q..
i i
4 4
Entao Q Q
?
Qi = Vpi8; = . - Vpi T 2 = 9:5 - 2,5 mss.
: 4 4Si 4x0,05
Daf v_.
¥
v, = ot 2,89 m/s .
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Esta & a velocidade relativa 3 guia. Para se obter a velocidade

em relagdo a Terra deve-se somar, vetorialmente, a velocidade de
- . . =

arrastamento,em Pi’ 2 velocidade relativa Vi -

4

Dai,
_ -
?T = w R ee + Vi +
Vp =10 x 0,5 &, + 2,89 &=
_ -> +
=5 ee + 2,89 eiv
. =2 e 2 +2 g 2 -
i i X er er N el X ee 8=
= V3 2 - “g .
2 F 2
. . FIG.4.2.5b
\"FT = 3,555 &, + 2,500 &_, -
v=/35552+252' = 4,35 m/s
T r r r -

A T T T Y W . LA S ey N ——— - —. T — T A A S AL S R T ——— . £l Ut b i Arro T} — gt it e b m nas e —

4.2.6 - Verificar se as distribuig¢des de velocidade abaixo satis-
fazem a eqguacdo de continuidade para fluidos incompressiveis

a) V= (4 -2x +y)d + (3+2y - 2)8, + 27(x - 1)E; .

Y-

b) v = 2xy gx + (x2 -y V3

c) v = (2n %2 yz)g + 2% _ gn x t)e_ - .
X vy 7
Y
) ¥=—2% 2 . 4 2, para (x,y) # (0,0).
2, 2 x 2, 2 Y
Xy X +y

Sugestdo: Dada a eguagido da continuidade na forma diferencial,
do
dt

. . = .
+ pdiv v = 0 , esta se reduz a div v = 0, para fluidos
. - N . . N - .
incompressivels. Verificar, portanto, se div v = 0 para cada um
dos campos de velocidade acima.

Resp.:

a) e b): Sim ¢c) e d): Nao.
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4.2.7 - Determinar as condigdes para que

Ve = ax +. by,
Vy =c x + dy,

possam representar as componentes da velocidade de um fluido in-
compressivel em movimento permanente.
Demonstrar que no caso de ser irrotacional o movimento

(isto &, rot v = 0), as linhas de corrente sao hipérboles.

Resp.: 2
l) a=-d e ¢c=Db ; 2) a=Db e x"-y° ~ 2xy = € ¢

T S S S S v YT T T T S T S W g} M e S —————— —————————{—— 7ot k. T S T T T Vi YOOl T Gt A S o ———

o AL S i s o . e P S B T e e e -

-42.8 - A dgua escoa por um conduto longo de diimetro D, vinda de

um reservatdrio aberto para a atmosfera (V.Fig#4¢2:8. Numa
segﬁo 1-1 do conduto, suficientemente afastada do reservatdrio, o
diagrama de velocidades & dado por

- R~x 1/7

R

Pedem-se: a) a velocidade média na superficie livre 0-0 da igua
no reservatdério. b) a variagdo da massa de dgua em relagdo ao -
tempo, em cada instante, entre as segoes 0-0 e 1-1, Deve-se pro-
curar a solugdo deste problema supondo: uma regido de controle -
fixa limitada por l;l e contendo em seu interior o reservatdrio
€ o trecho do conduto desde o reservatdrio até a segdo 1-1; uma
regifo de controle parcialmente deformiavel limitada pelas secoes
1-1 e 0-0 e pelas paredes do reservatdrio e do conduto; uma re-
gido de pontos contendo o sistema fluido delimitadeo no instante
t por 1-1 e 0-0 afim de fazer uso da Eg. da Cont. na forma inte-
gral. '
Solucao:

Tomemos inicialmente a regido de controle I de (¥C), e

(sc)l- Da equacao da continuidade na forma integral,
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L bV X0 ds =0,
at (5¢),
REGIAO DE CONTROLE [ (5C) = £, 45,
_ - ‘ fR
. Ci=N
Sy t
OfF====—==+]0 ( (
l: il
i : SECCAO 1-1
! !
hf | zz Zl
. i
| ) D=2R -
! z R 1 n FIG.4.2.8
LT o o T — A I s
H I
onde (SC); =8y + ], .EmJ§; , ¥ x & = 0.
.Dal,r om + Ml = p Vl(t)Sl = 0. - {A)
at \ 3t

No interior do (¥C); a massa de dgua m pode ser posta
na forma

m(t) = p¥(t), com o cte.

Entao, . am_ _ ¥ _,

ot at

Sendo 8, = cte no reservatdrio;

¥ S dz _ S,V,.
at dt

,e’substituindo em (A),

S1V1 = S.Y,.

Temos, pelo item %.1:1 ; exercicio .e,
98
vV, = v
1 120 max .
{ S
Dai, Vo - 98 Vmax 1 ,

120 So
e am 98w - 2
—_— = - pV.S = - PV R

3t P 1¥1 120 =~ max

Tomemos, em seguida, o (VC)2 em pontilhado cuja (SC)2=

=5 + S, * 1, - A (SC), & deformivel e, entdo, a equagdo da con
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. . - =i —t ——t
tinuidade serd, fazendo-se V = Vp + Vg,

P [ oav+[op Ve x 3 dS =0,
PE o,  (sar,
com
D f pd¥ = - f pd¥ + f p %b X n ds,
Pt (we) %t (wey (sc)
2 2 2

onde $b = velocidade de cada pontc P de (SC)2 em relagéo ao sis
tema S de referénciajé a velocidade de arrastamento do bordo;
,3f = velocidade da particula com centro em P em relagﬁo‘é
(SC) 5 que tamb&m passa por P; € a velocidade do fluido relativg ao bor

’Ora,em 22:$f Xn=20 e $b =0y
> > r _Qn.
So:vb xn = VO e Ve 0;
- > 2>
Sl:vb =0 e Ve xn = Vl'
Entao,
_ 9 =
—;E— I p d¥ - 9 Vbso + p Vlsl =0,
(VC)z
O primeiro termo & nulo,pois fixado (¥C), e sendo
p = cte, _
: v,8
........a_.! pdv=0 e Vo= ll'
ot (VC)Z So
Também; - D
’ fpdV=—p:VS-—-pVS
Dt " oo 1717

(¥c),

como no caso do (V‘C)l ja visto.

Considerando finalmente o sistema fluido delimitado
no instante.t pelas secgdes 1-1, 0-0 € por 22, e aplicando a e-
quagao da continuidade

—%f pdV + [ p Vv xnds =0,
W (]

chegamos aos mesmos resultados. Resolver.
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‘3;2,9 - Pelas secgoes 0-0 e 1-1 de um misturador entram,respectiva-
mente,igua com a vazao de QO= 0,3 2/s e G0leo com a vazio de Q1=0'06
1/s. Determinar a velocidade média da mistura homogénea na segao
2-2 de diametro D, = 30 cm, para as condicdes seguintes: a) o pis-
t3o imdvel no cilindro e b) o pistdo se desloca para o interior do
cilindro com a velocidade de 30 cm/s;:adotar o peso especifico do
0leo igual a 80001N/m3 . Diametro do cilindro: 5 cm.

'2 —r
§, _ ny _

. ! o —— vz

oleo AR | ;i . :
2

32 ‘
=03m
Solugao . 7( a

a) Bistao imdvel
Adotaremos a SC pontilhada na figura. E,neste caso,uma
" S8C indeformidvel. Confina a regiao de controle de volume ¥C.

Da Equagao da Continuidade,

2 I pd¥ + f p$x3ds.=0,
at yC SC
e -M_ - M, + M, +0=0.

Nota: Os sinais das vazOes em massa M s3o dados pelos sinais de
¥V x W em cada secgdo. A vazdo em S3 & nula (M3 = 0)
Entao _
-3
= = = +
Mz M+ Ml Po Q, * 03 Q1 100 x 0,3 + 10

+ 800x 0,06 x 1073 = 848 x 1073 kg/s
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Por outro lado, sendo o fluido incompressivel, o sis-
tema fluido, que tem por caracteristica principal massa constan-
te, tera também volume constante, isto &:

av_ _ 0.
dt
Dai, ' 5% 4 JvxAas =0
3t sC
e - -
- Q, " Q+tQ +0=0,e Q, =0 + Ql = 0,36 ¢/s.
Também
52
© Q 49 4 x0,3 x 1073
V2 = = = = L = (,51 cm/s .
s 2 —d
2 D5 3,14 x 0,3
Para se obter a massa especifica média terIamos, em
2-2

_M2 _ 348 x 3073 _ 967 kg/md
Q, 0,36 x 10

b} Pistio mével

Neste caso a SC escolhida serd parcialmente deforma

vel (devido ac movimento de S3).

A Equagao da Continuidade serd

_Jl / pdv + f p$f xh ds =0, (n)
Dt wep(t) SCD(t)
com
D f pav =2 p d% + [ o %b x 0 as,
Dt wep(t) ot CD (t,) SCD (t,)

Em So’ S1 e 52' éf & a velocidade do fluido que atraves
sa as seches conforme se considerou no item a. Em 83, entret;nto,
'?E = 0, pois o fluido ndo a atravessa.

Em Sc, Sl e SZ' $b' velocidade do bordo em relagéo ao

sistema de referéncia, & nula. En, Sqs entretanto, 3V = —V3ﬁ3, com
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Vy = 0,3 m/s.

9

.. Conforme visto em 4.2.8, _ .-~ | p d¥ =0 e
ot
VCD(tO)
L p av = | p"\?hxﬁds=—pmv3.33y
Pt wcp(t) scp(t,)
onde
Py = Massa especifica média no interior do ¥C (considera-se a exis-
téncia de uma mistura homogénea).
be (a)
T My T My ¥ My - ViS; =0,
Também, devido 3 conservagdo do volume,
- Qg - Q tQy - Vi8S, =0
© -4
Q, =Q_ +Q + V.8, = 0,3 x 1073+ 0,06 x 1073 + 0,3 x L X 25 x 10
2 T % T+ V35, 2
Q, = 0,95 x 1073 m3/s e V,,= 1,34 cm/s .
Massa especifica média em 2-2:
M
= _2 - -
Py = 5 com M2 = Mo + Ml + pmv3s3 ,onde Pm = Pos
2
M + M p {(V,S,)
] 1 2 373 . 348 0,59 ; )
Q, Q, 0,95 0,95

Nota: Considerando uma SCI, neste caso b,chegariamos ao mesmo resul-
tado. Verificar.

b e e e Yl L e el L P U —

4,2.10 - Uma injecao estd sendo aplicada por meio de uma seringa cu-
jas dimensdes e outros dados est3o indicados na figura. Definir dois
tipos de regides & contro—

le afim de se avaliar e a LIRS F.‘IG.4.2.10T1
porcentagem do volume do me r '''''' ﬁ?gs e 4 ==
dicamento que estid sendo - vy R ] E$ {;%:1‘3 1 %1
perdido por vazamento devido *?—f' < b, 0O R

a pequena folga entre as pe St _i&

cas moveis e fixas da serin ' > |
. i%::ﬂ?@rnﬂﬂ, ‘ _25¢
9 , , Dj:é’,?zmm)ﬁgzé,ifmm, af= 2.5 Ymmfs,

"U;J":. 25617mm/5'
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Solucdo: ‘
Definamos como regifo de controle a regido circundada

pela SCD pontilhada na figura,

SCD = S_ + (S; + Sg) + ) =8 +sz+z,

s
onde
Hng
Sg = superficie de saida = ’
4 2
. HDl
S, = superficie mdvel do &mbolo da seringa = :
4

Sg = superficie de fuga do medicamento = 8, = §¢ =

2 2
n(D2 - Dl).

4
8, = superficie do oilindro-da seringa = ?

v . - >
z = superficie lateral, em que v xn = 0,

. Aplicando a equagdo da continuidade para SC defor
maveis (SCD),obtemos:

éi ] o @& + [ o %f xhA ds =0, (a)
¥CD(t) SCD(t)
onde
2 I p AV = 2 f p d¥ + f p $b xn ds,
Pt vep(e) " wep(t))  sop(ty)
Em Sl; > > >
Ve = 0 e Vp = Vg -
Em S O -+ T _
S , vf =v, = vsex e vb 0.
Em S > _ L wZ > _

onde V = velocidade média relativa do medicamento que se perde.




.32

3 - > > >
Em(A):-a-; pd¥ + Ipvoxnads+fpvsexxnsds+
VCD(tO) Sl+Sf=S2 Ss
o
Ve, x % as = “
+J =P Ve, X ng ds = 0; com Qg = - } Ve, x ﬁf ds
Sg s
£
-0 v052 + QVSSs + pr= 0 5 Qf = VOS2 - v SS .
Dai, |
at Qf = 8,71 mm3/s,
Vf = 6,8 mm/s,
¥_ = 43,6 mm3, pois t = 12,7 o 5s e ¥ =0Q_.x t.
P 2,54 p °f

Perda: 10,8%,pois volume inicial de medicamento = 402.2mm3

Uma outra forma de resolver o problema seria a de considerar uma
SCI formada pelas secgoOes 0=0, S=S e L.

at st

Neste caso,-?-I-“-’ + | p ¥ xR as =0, ou seja 2B + oV S +J'—p(v—vo)'éxx(-'éx)ds

SC=SS+SO+ z

. X= Y
r ¥ro)er
| _ 1% 2 |3
- s 2 b °
Y E:: S, 5
5 s [ e
R ‘-(V—Vd)e.r
--=~——-,=0=_2_ FIG.4.2.10b
Como m = m, =~ pSlx =m, - pvoSlt,

entao: o
_...am = - pv S = pVO(Sz - SI) - pr - pvsss‘
3t o™l

rd .
Dal, Qf T VoSy T VeSg

como j& haviamos calculado.




33

42.11 - Na instalagdo na Fig. 4.2.11. sabe-se que,quando a vazao Q
prassa bruscamente para Q_, a superficie livre do liquido na chaminé
adquire um movimento de oscilagdo dado por

z(t) =Csenwt,

onde w = 27/, T = periodo e C = constante. Determinar a lei de va-

riacdo da velocidade média numa segdo da galeria.

. U ‘
%, Fixo 0 - "':——"%_—--'; .il(t)
———— e e e e —
e { 1
! ! .. D,
i ! . 1
| |y ) ,
¥ { : 3 ,_..z.---' chaminé
! Galerjo Q. W __ |
i | ¥
[f s m—ge—————— mp—p—— L R
————— ——— o —— o dubi “I.....__%...._ S _—_—J \
v oot
i 2
_ - FIG.4.2.11
Solugao:
z{(t) = C sen wt , Ccom W = 21 )
. T
T = periodo,
C = constante,
No-%¥€D..figurado temos:
Em ¥y , V = 0,
Em ¥, s velocidade média = V,
Em ¥4 . velocidade média = U,

Aplicando a Lei dos nés em (&), para o caso da figura:

2
2 qD .
4 4 '
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Da1l,
Dy .2 4Q
vV = 0{(—) + — = velocidade média na galeria,
D ID
onde U=d—.z=CWcoswt=2—H-qcosg—g—E-
dat ' T T

Para T T .
‘ Z <t <3 —4— , U < 0 (movimento descendente),

4Q D
ve—3- o (B2
1D D

4,2.12- O filtro de admissao de combustivel de uma certa magquina
& formado por um elemento poroso com forma de tronco de
cone. '
O combustivel penetra no filtro com uma vazao de 102/s.
A distribuig3do de velocidades na face superior & linear com Viax
= 0,3 m/s. Qual a vazioc de combustivel gue sera filtrado.

| Ve
|ocm1 ”7(20,
FIG.4.2.12
pt::‘::: —3 g 5 C Resp.: 8,8 &/s
(g.mo)

_..__.———-————--————.-—_———..p_.———_.———-—————.—-—_——_—__p——__——_-———.q—-——o—-——-——

4.2.13- Agua escoa por um conduto gue possui dois ramais em deri
vagdo. O diametro do conduto principal & 15 cm e ©S das
derivagoes s30 2,5 cm e 5 cm respectivamente. O perfil das veloc::.

dades no conduto principal & dado poi/;rf vmaxi[]' - (r/Rl) ]
)

nas derivagoes v = V (1 -

max
2,3 R
' 2,3
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Se v = 0,02 m/s eV = 0,13 m/s, determinar a velocidade mé-

maxy max.,
Scm {3)

dia no tubo de 5 cm de diametro.

1% em
!
.FIG.4.2.13

Aﬁcml (2} |

()

V, =0,064 m/s

4.2.14 - Por um conduto convergente escoa agua com uma vazao de 10

3/s. A maior segido do convergente tem 20 cm de diametro e
a menor 10 cm. Determinar (em m/s) a expressao que fornece a velo-
cidade numa segdo genérica do convergente de abscissa X. Conside-

rar L o comprimento do conduto.
' X

(3)
‘ _ }

FI1G.4.2.14
1}

-

et '

\-
&
n
e
<
"
i
Y
[
] -
[y8]
L RS |
N
g
n
-

——— ——— " T ——— 3 T T T VT T T st 4 . S0} (L S [t P S T S S bl N S S S S S S S (R S

.:4.2.15 - 0 perfil de velocidades num liguido escoando em regime
laminar ao longo de uma parede vertical &

ve =¥ (2n - y)
2p

-

a) provar que a velocidade média do liguido & 2/3 da velocidade
na superficie livrej;
10”8

zao por metro de largura de escoamento & de 0,12/s,

i

b) calcular h e a velocidade média para v mz/S,quando a va-

Resp. b) h = 0,31 mm ;
0,33 m/s.

I}

v
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