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APOSTILA N° 12

INTRODUCAO A DINAMICA DOS FLUIDOS REAIS E CAMADA LIMITE
A - INTRODUCAO
Esta Apostila abrange exercicios sobre dindmica dos fluidos reais, incluindo camada limite e lubrificagao
hidrodinamica.
B -BIBLIOGRAFIA
MAMED ASSY, TUFI, Mecénica dos Fluidos, Livro-Texto, EPUSP, Capitulos XVIII e XIX.
C - PRINCIPAIS CONCEITOS
C-1 Equagio do Movimento de Navier-Stokes para Movimento Laminar de Fluido Incompressivel:
pd = pf — gradp + uV’v.

C-2 Camada Limite Laminar ao Longo da Placa Plana (Desde x = 0, até x, ).
a - Espessura da camada limite laminar.

5, 50
X ,IRK ’
onde

VX . ) . .
R, = —%-, x abscissa ao longo da placa, a partir do bordo de ataque, v, = velocidade constante do fluido, ao
)

longe, em relagdo & placa (paralelaa O, ).
b) Coeficiente de atrito local:

T 0,664
C), = — =222,
(C.). pve/2 R,

c) Coeficiente de atrito médio:
1328

[C“(x)]L:JI_{:'

d) Forga de atrito (ou de arrasto):

F). = —;— pviL C. (L), para cada um dos lados da placa plana, por unidade de largura.



C3- Camada Limite Turbulenta (acima de x_, e até x = L, no bordo de fuga)

a)Espessura da camada limite turbulenta:
5. 037
x R™

b3

b) Coeficiente de atrito local:

T 0.0592
(Cu)*r = > z 02 -
1/2pvy, R,

c)Coeficiente de atrito médio (0 a x):

0.074
RO

), -

d) Forga de atrito (ou de arrasto) para uma placa plana onde ha camada limite laminar e turbulenta (por
unidade de largura, para um dos lados da placa):

F, = -;—pvf,[(—jg(L)TL~ Calx,)r X, +C_5(xc,)an]-



APOSTILA NO 12

INTRODUGCAO. & DINAMICA DOS FLUIDOS REAIS.

12.1— Determinar o diagrama de velocidades para um fluido incom-

pressivel, escoando em mcvimento laminar permanente entre -
duas placas, sendo uma fixa e a outra movel. Supor que a pressio
p* seja constante em todos os pontos. Calcular a tensdao de cisa-

lhamento na placa inferior.

Fig 12.1

Solugio:

Apliecando-se a Equagéo de Navier-Stokes ao escoamento

do fluido incompressZvel em movimento laminar permanente obtemos
pd - PE - gradp + PV = - gradp* + uvy,

onde

P* = p + Yz = pressiao matrigz z = cota da vertical do lugar refe-
rida a um plano horizontal de referéncia e contada de baixo para

cimaj;

coeficiente de viscosidade absoluta ou dindmica;

H
e
v

VE cem v = ' - = -
x¥ys - vx(x,y), vy v, 0;

P* = cte e gradp* = 0,
Pela Equagao da continuidade aplicada ao fluido incom-

pressivel:

< -+
aiv v =

1

Don de s /R —

Calculando Z, obtemos



-+ d* 3+ -+ +> an +
2 el 4L (v V)V = v, 5= €, = 0, devido a (A).
dt ot X

Temos, entdo, da Eq! ‘de Navier Stokes

w2y = quvxEx = 0,
Ou seja:

32y 32v 3cv div

0 = uviv, = u( f + f) = f = u X
ax oy oy dy?

por ser v, © vx(y).
Integrando:

dvx _

— o cl

dy
e

vV, T Cyy t+ Cy

~ N -
onde cy e 02 s3o constantes a serem determinadas atraves de con-
dicoces de contorno, a saber:
03

0, v

Para y =

'

oy
<
1]
<

y =

Dal, Voy
V 2 ee——
x h

A tensdao de cisalhamento vale

dv v
T :u—')(- ='F——9.'
dy h

constante em todos os pontos, inclusive na placa inferior,

Ex.12.2-Um fluido viscoso escoa sobre um plano inclinado como e
mostrado na figura..0 escoamento € dinamicamente estabe

lecido e paralelo ac plana. A velocidade ndo & fungdo da distdn-

cia ao reservatoric. Para uma profundidade h do fluido, determi-

nar:

- o diagrama de velocidades, adotando que © fluido seja incompres

sivel, o regime permanente e o escoamento planoj
- a distribuigdo das pressoes ;
- a tensio de cisalhamento no plano inclinado.



Fig 12.2

Soluéio:

A aplicagdo ‘da Equagdo de Navier-Stokes. a0 escoamento

em consideragac nos leva a

pg - gradp + uviv,

0 (conforme raciocinio aplicado ao

vx(y) =~ ver problema 6.1.

-
pa =
com
*
v=ve |
-
a =
problema 5.1),
v =
_ x
Entao:
pg - gradp + uvzvxz

->
Segundo e,

g, - 32 4 wyiy_ = 03

ax %
d‘v ;
pgsena - 2p , H X = 0LA)
ox Hyz
Segundo 3&,
.- 8p _
p = 0
&y Ty T

-pECOS A = 22-, que, integrando, nos Ffornece

oy
P = - pgycosa + f(x), pois p

plx;, y),



Mas, para.y = h, p.= p = 0 (Patm efetiva) e f(x) =
= rghcosa.
Dai,a distribuigdo de pressdes

P = pg(h - y)cosa e p . 0.
X
E uma distribuigao hidroktatica segundo a normal, 3
is linhas de corrente, uma vez que p + pgycosa = D + pgz =
= pghcosa = cte, De (A)

d?v
-pg sena = | » que,integrando,fornece:
dy? -
- _ pgseno 2
Vx y© 4 C1¥y * &y,

2y

onde as constantes c; e c, sao obtidas a partir dad condigdes

de contorno a seguir:

Vg = 0, para y = 03
dvx
T = yuy—==0, para y = h,
dy

Entao c, =0 e ¢ _gh%?gg » O Que nos leva ao dia-
Tsrama de velocidades

v, = BEE2RE (on - y)y = 35352 (2h - Yy
2u YA

L

(v ) _ gh®sena |

X max 2v

A tensao de cisalhamento T valera

dvx
T =y —= = pgsena(h - y),
dy
Para y = 0, Ts = pghsena .

" %3 -Determinar a distribuigao de velocidades e a queda de pres
3o no escoamento em regime permanente de um fluido incom-
_ressivel entre duas placas planas fixas, no campo de gravidade.



ﬂﬂ
AT TIN
z
=)
2h ) =
h ; .
hbd 2 Ll 0 22 2l0A7 2 72222722222 FP77277777
(1) (2)
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Pig 12.3
2 2v__ .M
. 'max
Resp.: v = v__ (1 - i;); (p, + pgzy) = (p, + pgzy) --:;r—-ax.

12,4 - Seja um viscosimetro de cilindros coaxiais. Admitir que:
a) o escoamento entre os cilindros € laminar e & devido a
rotagao ‘do cilindro interno;
b) as propriedades do fluido sao constantes?
c) as componentes radiais e verticais das velocidades sao
nulas; _
d) despreza-se o efeito do fundo.
Determinar o conjugado necessario para manter o cilindro inter

no com w = cte.

— w
E§ rrf
Ri
) 2.
/
Rg
h
L
Solugao Fig 12.4

Aplicando-se a equagao de Navier Stokes obtemos

p& = pg - gradp + wyiv,

com ' )
-+ <> v v
32N, Ganv 222,
dt ot ' r 2@ r :
uma vez que
-
oe av
> _ +> G_--b 8 _ .
VEvgeg, —=-¢e e — =0, ouseja vg © ve(r).

r 20



p . Ay
0 iltimo resultads ——2-=-0 se obtém -da equagdo da con
tinuidade .
=0
IV, v ‘
div v = —~X— + 1.8 .y (Fluido incompressivel),
or r 98
* __
Sendo2 g = ge,
v
8 + _ -+ HE" 3_2_+ .QR" 2 -+ 2 *
-p—e = -pge - e - e, - e + U v, e, + uv Ve e,
r ‘D Z ap T 98 (%] 3z Z 8 8 8 (]
onde, por simetria, aP - 0, .ou seja p = p(r, 2).,
e 28
14 d .y
Viy, = = — (r — v,) . pois v, = vu(r);
8 2 dr 87y % 8 e "
e
e
2 -
Vie, = d” 2 -8,
%] 2 2 8
r d6 r?
Dai
Vo' g )
p —— =SB, 2P - - pg, donde p = - pgz +@P(r)
r ar 9z
e 2
dv v d'v dv \
1d (p 8 =8 , Ou seja, g sy —2 -8 -0
r dr dr r2 dr dr r

Ora vg = r (diagrama linear de-velocidades) & uma solu-
gao particular de (A). Consideremos u tal que VeI W r. Obtemos,

substituindo em (A)

ru" = - 3u'
e
u = - —17 ; donde: y = - =3
2p 21
A solugao geral de (A) sera, entdo, do tipo:
Cl S e .
Vg -;-+ Cor com cy € Cy constantes a determi

nar pelas condigoes de .contorno a-seguir:
- Para r = Ry, vg = le(condiﬁgo de aderencia completa).
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- Para r = R2, vB = 0 (idem).

- wR] Rj - wR}
Entao: cl S e—— e c2 2o —
2 _ g2 2 2
R2 Rl R2 R1

<

0 conjugado exercido pelo fluide no cilindro interno

sera
2
r - - -
C' = F . Rl = 112anh X Rl = 2ﬂthTl’
gnde c. u(R,2 + R,2)
- dv _ 1 . 1 2
T, = p(==)__ = ule, ~—=—=) = = w .
1 r=R 2
S R, 2 RZ - R.2)
1 2 1l
Dal. sendo
c = conjugado exercido sobre o fluido = - C',
R,2(R.2 + R, ?)
C = 27Tuwh 1 2
2 _ 2
57 & By

12,5~ Determinar o diagrama de velocidades de um cescoamento lami-

nar permanente de um fluido incompressivel, num conduto de
segao circular. Determinar ainda a perda de carga entre duas se-
goes @ o coeficiente de perda de carga distribuida. Equacgdo de

Navier Stokes emn coordenadas cilindricas.

s e, M e Mo Ve 1,
3t Tagp & 2 a2 r p Ar
2 2 \ 2
+ \)(a v_.'+ tl avr + ._1- ?_VE + ° VP - _2. .a_\:g - &.);
3 p2 T v 2 82 - 3%2 p? 38 p2
s Ve, Mo, Yeldve o dvg vivg L 3p",
ot T oar r 238 2 3z r pr 98
2 2 2
pve 1, 2 %V PVe 2 e Ve
) 2 2°7
8r2 r °r r2 28 az2 r2 98 r
av av vV, 3V RY x
a* ——E"’V __E+_£_._Z.+V —_— = —.]_'.EE +
3t T oar r 38 3z p 3z



2vZ la& ( avz)
Fig 12.5 (2) 2 T ol o
32 vLuy 64

Resp.: Vv = V 1 - 5|2 : hy = —~——~=%t; f = —"
max R £ g p D2 ? Re

,2.6-Uma placa plana, extremamente fina e polida acha-se numa cor

rente uniforme de ar de fraca turbuléncia e com velocidade -

de 60 m/s. A placa mede 14 cm de comprimento por 1 m de envergadu

ra. Determinar
- expressao da espessura da camada limite dinémica, e seu va-
lor no bordo de fugas;
- forga de arrasto que age sobre as 2 faces da placa.

R
Dadws V.. = 0,16 cm /s s P = 1,1 g/litro; cr = 5x105

ar

Solugéo:

Fig 12.6

Verifiquemos inicialmente o tipo de escoamento que tem
lugar sobre a placa plana em estudo.
Calculo do numero de Reynolds Rel

v X '
Re = -2 = 60X - a.75 x 10°x &

v 0,16 x 107"

Para x = L = 0,14m, obtemos o maximo Re,
(Re)L = 5,3 x 10

11
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Como o (_Re)cr de passagem do movimento laminap para
o- turbulento & igual’a S?x'los, pPodemos considerar que em to-

da a placa a camada limite seja laminar, valendo para ela,por
tanto, as seguintes expresgdess
Espessura § da camada limite, segundo Blasius, *

§ = S5x

=

2,58 x 107% J¢ |
Para x = L

5

L c 0,001m

"

l‘ﬂlm.
Coeficiente médio de atrite na placa:

c = =18 x 1074,

1 2 _
Fa ==p vy Ca S=
2
Fo= 2 x 2l x 602 18 x 107™% x 0,14 x 1 =
a : ;
2 0
= 0,050 kgf,
Nas duas faces F, _ = 0,10 kgf,

-Usando o Lema de Von Kéyman para a camada limite ao longo de
uma placa plana, determinar o diagrama de velocidades no in=

terior da camada limite e a expressao da. espessura da camada
limite, ao se considerar tal diagrama'parabélico (comparar -
com a solug3o de Blasius). Determxngr,tanbem,a expressao' do
coeficiente de dtrito local medio g da forga de arrasto na

placa,
Solugéo:



Lema de Von Karman (para v, = cTe)

é dv dR
2 X 1 a
S - d = —— = — P
’ dx J p(vxvo Vx Ydy = ul dy )Y=0 dx

(o

onde e = envergadura da placa.
Perfil parabolico de velocidades ¢

= 2
Vy S a8y +bx + ¢,

onde a, b e c sao constantes a serem determinadasg atraves

das condigdes de contorno:

- para y = 0, v, = 0, donde ¢ = 0;
= pPara y = 6 = espessura da camada limite,
Vx © Vo,
o v, = aé? + bs;
-paray=6,—§=2ay+b=2a6+b=0,
] ay
Dal, v, 2v°
a =z — e b= — e
62 6
v y2 2v.y
v - - o + o ®
& 62 8

Aplicando o Lema de Von Kérman,

6 =viy2  2vy2y  y2yh 2
T = u(2ay + b)__.= p - J (i 0" O -4y 2 X
: y=0 dx 8 <
52 &4 62
42Y—3)d
+ Ly
5 330W-
2vv v_2  v_2g
Dai: + © - 4 (-0 54y 250 -2y %+ v 28)
8 dx 3 5 3 g
:_2 V2gh
15 dx
Donde,
§ds = L2V gy ,
Vo
Integrando
. 4 30v
§2 = x + k. B _
; v

' o
Se para x = 0, 6 = 0, entao k = 0 e &/x=548/~/Re, comRe=v,x/v

que se apresenta 10% acima do valor obtido por Blasius.
21 4ub 146

Coeficiente de atrito local. Para Ca(x) = 2C,(x), obtem-se C,(x) = P

2 PV,
— PV
2P0

13



Segundo Blasius,

Comparando, —
(g

Forga de arrasto

onde

Ex. 128-Usando o Lema de Von Karman para a camada limite ao -
longo de uma placa plana, determinar, para um diagra-

ma de velocidades da forma

3
v, T ay + by~ ,

- expressao da velocidade Ve,
- exprescsao da espessura da camada limite,

- expressao dos coeficientes de atrito local e medio,

§ .
X Re v e VRe
Ex.12.9—Usando o Lema de Von Kdrman para acamada’ limite ao lon-

go de uma placa plara, determinar, para um diagrama se-
noidal da forma | _

Ve, ® a sen by + c,
- expressio da vélpcidéde Vo
- expressag da espessura da camada limite :

- expressao dos coeficientes de atrito local e medio.

14



15

Resp.: Ve ¥ Vo 8en %% 5
< V_X
-—:ﬂ,ccm Re:_&-)’
X \ﬁa; \Y
c = 0,656 ¢ Eé . 1,312
a

e v

Ex.12.10—Uma placa plana de 1 m de comprimento por 2 m de lar
gura e de espessura desprezivel, cai verticalmente -

6 m2/s. A placa

num fluido de viscosidade cinemitica 1,5 x 10~
pesa 1,6 kgf e desce com velocidade constante de 2.0 m/s. Deter
minar o ponto da placa no qual haverd transigdo da camada limi-

te (p = 100 utm/md).

. = 0,
Resp Xop 63m .

Ex.12.11 - Determinar a espessura da camada limite laminar numa
abcissa x, sobre uma placa plana, sabendo-se que =
N 4 .
Re = 10 nesta abscissa.

Dados ; SR

mz/s; Vs = 0,1 m/s ;

xC. 8 =
—=£ = J ~ - 2L)ay, C, = coeficiente de atrito
2

o Vo Vo - médio entre 0 e x.

0 diagrama de velocidades na camada limite, segundo a normal a
placa e v = ay3 + By, coma e B a determinar,

Resp.: 4§ = 4,8 cm,

Ex.12.12 = Lubrificagdo hidrodinamica

Achar as expressoes da distribuigdo de pressoes e das
forgas de sustentagao e arrasto para um mancal de sapatas que
trabalha conforme esquema da figura e campo das velocidades

+
v=vel(v =v_ =20,
y

' Determinar’também,a condigdo de sustentagao maxima



'Solugao:

Fig 12.12

Aplicandoc a Equagao de Navier-Stokes,

ordenada vertical do local, orien-

- gradp® + w v,

tada de baixo para cima)s;

pa = pg - gradp + vy =
com |
P* = p + pgz (z =
+ -+ . -
FRERR -\ AP L AP VIR ¢
dt ot -
oV v, oV
Como div v = =X 4+ —X 4 —2Z = g,
9x 9z 9z
e
gradp* = uV?vxgx ,
entao
* N
3p* . 0, P2 -0 e p*
ay 0z
2 2
U ) o v 9°v:
) Sl uV'vx = u( + —)
d x ax? ey?

3vx

v —

X

* -
e

x

16

Como o primeiro membro €& s6 fungdo dex e o segundo &0

fungdo de y,

'S
QL:A’
dx
d?v. .

M= == A,
y

onde A = cte,
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Integrando,
Ay?2

v. = 8 4 ey + e
X 20 1l 2

b4

com ¢, e c, constantes a determinar pelas condigoes de contorno:

Para y = 0, vx(O) Ve

0.

Para y = h, vx(h)

L d

Dal’ . N
v, =&y - -2y - s &9y -,
2u h 2u h
Para uma largura de sapata unitaria (normalmente ao pla
no x0y) a vazao Q de lubrificante sera dada por:

h v_.h 3
Q = J vxdy = 2 _ A._h_ .
o 2 12y

-

Distribuigao das pressces p¥* @

dp* . euvo _ 12uQ

A =
dx h? h?
hy - hy
onde h = h(x) = h; - mx e ms ——= .
L

Integrando,

buv
p* = 2 - buQ + ¢y =p (se se desprezar o efeito

- - 2 -
m(hl mx) m(hl mx) da gravidade pois h e pe

queno).

Condigoes de contorno: Para x = 0 e x = L, p = 0.

Entao:
v.hih buv 6uv_x(h - h,)
Q = -2 12 e o = - *) e p = o 2° .,
Prt g ity G Bl h?(hy + h,)
3uvgLihy - hy) _ hyL
Se h > h2, p > 0O; Pnasx = para x = ——— e
2h 10y (h + h, ) h, + h
1 2
— 2h,h
g s SR
L hl + h2
A forga F de sustentagdo sera F = J pdx por unidade de largu

ra do mancal.



BuvoL
[ = [2n X - 2

) S 1]

hg(k‘-'i)2 % o i

A forga de arrasto sera F_ = jL T, dx

VOL k
i3 =2u-—-———-——-———-—[22nk-3'
hz(k - 1) k

F & maximo para k = 2,2 quando ,entao,F

-1
+ 1

max

18





