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Controle Robusto

Resultados satisfatorios de aplicagdes de controle robusto tém sido relatados na lite-
ratura e, muitos livros de controle ja incluem técnicas de controle robusto (Dorf e
Bishop, 2000; Paraskevopoulos, 2002). A técnica de controle robusto utiliza resultados
tedricos matematicamente envolventes e é um desafio balancear teoria e pratica em cur-
sos de graduagdo. A teoria de controle robusto é encontrada em Zhou et al. (1996) ou
Zhou (1998), e o ultimo indica fung¢des do Matlab para controle robusto.

Neste capitulo, os conceitos e ferramentas principais do problema de controle robusto
sao apresentados. Enfase ¢ dada na modelagem e formulacao do problema de controle
para descrever as especificagoes de projeto em uma abordagem unificada usando fungoes
de ponderacao e transformacgoes fracionarias lineares. O basico é apresentado com
exemplos resolvidos no Matlab/Simulink. Como os estudantes sdo em geral motivados
por aplicagoes em diferentes areas, nesta secao considera-se a aplicagao de controle
H . ao sistema de suspensao magnética apresentado anteriormente utilizando Matlab e
LabView. A técnica de controle H,, mais utilizada é a técnica padrao com realimentacao
da saida y. E utilizada a andlise p para verificar a estabilidade e o desempenho das
solugoes. O problema de controle a ser resolvido é em geral multivariavel e portanto
o valor singular de matrizes de transferéncia é usado para generalizar a aplicacao de
ganho de sistemas. No Apéndice C uma revisao de valores singulares junto com a sua
interpretagao como ganho de sistemas sao resumidos.

Para suavizar o conteiiddo matematico, os conceitos sao introduzidos com a ajuda de
diagramas de blocos e fungoes de transferéncia. Atividades de aula s@o organizadas com
a participagao dos alunos para aumentar a interagao entre alunos e entre o professor
e aluno. O aluno contribui com a aula apresentando solugoes dos exercicios propostos
relacionados aos topicos sendo estudados. Para chegar & solugao, o aluno recebe orien-
tacdo do professor ou monitor da disciplina fora da sala de aula. As tarefas a serem
desenvolvidas pelo aluno em geral envolve a realizacao de simulagao.

As aulas de laboratorio propostas no final do capitulo abordam a implementacao do
controlador H., em plataforma LabView e comparagao com o desempenho do contro-
lador avanco-atraso. Anélise da robustez & variagoes na massa da esfera é realizada.

10.1 Estabilidade e Desempenho

Nesta se¢ao, os principais conceitos em controle robusto sao resumidos. Conceitos como
decomposicao por valores singulares e normas de matrizes sao utilizados.
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256 10. Controle Robusto

10.1.1 Funcgoes de sensibilidade e sensibilidade complementar

Considere o diagrama tipico formado pela interconexao da planta G e controlador K
como na Fig. 10.1. Com r entradas de referéncia, d; perturbacoes entrada planta, d
perturbagoes saida da planta e n ruido de sensores.

v e u dil ”p dl y
K(s) ——O—> G(s)

Figura 10.1: Diagrama tipico de um sistema realimentado.

A matriz de sensibilidade é definida como a funcéo de transferéncia entre d; e u,
para o caso em que a malha KG é obtida abrindo-se a entrada da planta e como a
funcdo de transferéncia entre d e y para o caso em que a malha é obtida abrindo-se a
saida da planta.

Si = (I—KG)_l, Up = Sldl (10.1)
S, = (I-GK)™*, u,=S,d (10.2)

A matriz sensibilidade complementar T' é definida como segue

T, = I-8S=KG(I-KG)™! (10.3)
T, = I-S,=GK(I -GK)™* (10.4)
com T; obtida para a malha aberta na entrada da planta e T, obtida para a malha

aberta na saida da planta. As relagoes entrada-saida abaixo podem ser obtidas a partir
configuracao tipica:

y = To(r—n)+ S,Gd; + S,d (10.5)
r—y = So(r—d)+Ton— S,Gd; (10.6)
u = KS;(r—n)—KS;d—"Td; (10.7)

u, = KSi(r—n)—KSid+ Sid;, up =u+d; (10.8)

A partir do diagrama de realimentagao mostrado na Fig. 10.1 obtém-se r — y =
Sr, y =Tr, uw= KSr as quais fornecem as fungoes de transferéncia entre r e o erro
e:=r—y, Yy e u, respectivamente, com:

S(s) = (I+G(s)K(s))™* (10.9)
T(s) = G)K(s)I+G(s)K(s)) ' =1-S(s) (10.10)

em que G(s) é a planta nominal e K (s) o controlador. As matrizes S e T s@o referenci-
adas como matrizes sensibilidade e matriz sensibilidade complementar, respectivamente.
No caso monovariavel, S e T' sdo fungdes. A matriz sensibilidade S determina o compor-
tamento em regime permanente do sistema realimentado. A relagbes y = Sdey = SGd;
obtidas a partir da Fig. 10.1 indica que a matriz sensibilidade S também determina
a atenuacao de disturbio ou perturbagdo. Assim, nas especificagoes de atenuagao de
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perturbacao e erros de regime, geralmente usa-se um limitante superior para a norma
de S(jw), isto é:

7 (S(jw)) < Wit (jw)l, Vw (10.11)
em que 7(S(jw) é o méximo valor singular de S(jw), e Wi uma ponderaciao para
(S(jw) que reflete a atenuagio desejada para cada frequéncia w. Assim, boa rejeigdo
de disturbio requer a satisfagao de (10.11), particularmente em baixa frequéncia onde d
and d; sao usualmente insignificantes. Se ¢(GK) > 1 entdo S ~ (GK)™!, e de (10.11)
obtém-se g(GK) > |W1| com g(GK) o valor singular minimo. A matriz de transferéncia
entre a entrada r e o controle u ¢ dada por R(s) = K(s)S(s). Sendo assim, uma restrigao
ao controle u pode ser introduzida com um limitante sobre & (K (jw)S(jw)) especificado
por:

7(K(jw)S(jw)) < W5t (jw), (10.12)

em que Ws(jw) é uma fungdo de ponderagao a ser especificada.

10.1.2 Requisitos de desempenho

Tendo em vista a analise das relagoes fundamentais apresentada, os requisitos tipicos
de bom desempenho sdo resumidos a seguir. Em baixa frequéncia [0, wy] requer-se:

o(GK) > 1ouo(KG)>1
(10.13)

e, em alta frequéncia [wy, 00) requer-se:

0(GK) < 1;6(KG) <« 1
(10.14)

onde M nao deve ser tao grande. As condigbes de projeto acima podem ser graficamente
ilustradas como na Fig. 10.2.

~

5 (GK)

Figura 10.2: Limitantes da malha aberta

Observagao 10.1 No caso multivaridvel, o tamanho de GK é especificado via valores
singulares, por exemplo, fazendo-se 6(GK) > 1 em uma faiza de frequéncia significa
que neste intervalo o sistema rejeita o efeito da perturbacao d na saida da planta.
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10.1.3 Rejeicao de ruido e estabilidade

Pode-se observar agora que existe um conflito entre rejeigao de perturbacoes d e d; e
rejeigao de erro de medida (tipicamente grande em alta frequéncia)

y=T(r —n)+ SGd; + Sd;
~r—n para|KG| > 1 (10.15)

Esta situagdo é piorada fora da faixa passante da planta: o(KG) > 1 e (G) < 1
quando u torna-se inaceitavel, podendo provocar saturagao do atuador, desde que

u = KS(r—n—-d)—Td;=SK(r—n—d)—Td;
~ G Yr—n-—d) —d (10.16)

Amplificam-se, portanto as perturbacoes e erros de medida uma vez que nesta faixa de
frequéncia 6(G) < 1. Pelo mesmo motivo nao se pode fazer g(K) muito grande quando
7(GK) < 1, pois,

u=KS(r—-n—d) —Td;=K(r—n—d) (10.17)

Sistemas de engenharia, em geral, operam sob incertezas na planta e portanto um
teste de robustez de estabilidade é necessario (Zhou, 1998). O teste deve indicar o pior
caso de operagao associada com incertezas tipicas. Se o sistema da Fig. 10.1 com a
planta nominal G(s) for estavel, o tamanho da menor perturbagdo A descrita por uma
incerteza multiplicativa (a ser definida a seguir) que instabiliza o sistema realimentado

é entao dado por:
1

7(T(jw))
O resultado (10.18) ¢ dado em termos da incerteza multiplicativa e sensibilidade com-
plementar (Chiang e Safonov, 1996). Um pequeno 7(T'(jw)) corresponde a um valor

grande para a incerteza desestabilizante e portanto uma margem maior de estabilidade.
Como consequéncia, um limitante superior é especificado por ||T'(s)|| como segue:

F(A(jw)) = (10.18)

(T (jw)) < W5 (jw)| (10.19)

em que W3 é uma fungdo de ponderagao usada para garantir o atendimento a condi¢ao
de estabilidade. Entao, boa robustez e rejeicao de ruido requer a satisfagdo de (10.19),
particularmente em altas frequéncias quando o ruido e erros de modelagem usualmente
sao significantes. Se (GK) < 1entao T ~ GK, e de (10.19) obtém-se 6 (GK) < |W3_1 |.

10.2 Modelagem da Incerteza

Sistemas reais estao sujeitos a perturbacoes de diferentes tipos. Incertezas no sistema
podem ser modeladas como perturbagoes no modelo nominal . A incerteza é chamada
nao estruturada se conhecida apenas em termos de limitantes e estruturada quando seu
modelo detalhado é conhecido. Existem diversos modelos de incerteza e os mais comuns
sao os seguintes:

Pa(s) G(s)+ W(s)A(s) (10.20)
Pa(s) = [I+W(s)A]G(s) (10.21)
Pa(s) = G(s)[I+W(s)A(s)] (10.22)
Pa(s) = [IT+W(s)A(s)7'G(s) (10.23)
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Na forma de diagrama de blocos, as representacoes de incertezas sao dadas nas
Figs.10.3 e 10.4. A representagao de incertezas na forma 2 blocos-padrao com o sistema
realimentado é mostrada na Fig. 10.5. A funcgao de transferéncia entre z4 e wy, funcao
vista pela incerteza é dada por:

-GK

Mz wyg — T . o~
T 1+ GK

(10.24)

A representagdo padrao na forma de diagrama de blocos como o sistema é visto pela
incerteza é mostrada na Fig. 10.6.

’—. W(s) A(s) _l ’—‘ W(s) A(S)—l

O—t G(s) ——> — G(s) O—
P(s) P,(s)

Figura 10.3: Representacao incertezas multiplicativa na entrada e saida.

W(s) A(s) W(s) A(s) '—‘
L G(s) —’l_' — G(s) J >

MA(S) MA(S)

Figura 10.4: Representagao incertezas aditiva e realimentagao na saida.

Figura 10.5: Sistema realimentado com incerteza multiplicativa na saida da planta.
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o A(s)

24 Wa

AMON,

Figura 10.6: Representacao incerteza na forma 2 blocos-padrao.

Exemplo 10.1 Considere a familia de plantas dada por:

1
P(s) = P 1Go(s), Tmim = T < Tmax

A descrigao do pardmetro incerto assumindo modelo multiplicativo (ver Fig.

para o pardmetro incerto T € da forma:
T = Tm(l + TTA)? |A| <1
em que

J— Tmin + Tmaz o Tmax — Tmin
m » T T *
2 Tmaz T Tmin

Assim,

_ Go(s)
Pa(s) = 1+ 708 + 17T sA

dividindo e multiplicando o denominador por 1 + 7,8 tem-se:

Go(s)
1+7,s
= [1+WA]'G(s)

Pa(s) = [14+W(s)A]™?

com

Go(s
Gls) = 1—|—0(T )s
TS

14 7ms

Esta representacao da incerteza € do tipo incerteza realimentada na saida.

l—‘ r, A
— T

Figura 10.7: Descrigao do parametro 7 como incerteza multiplicativa.

10.7)
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Exemplo 10.2 Considere a familia de plantas com incertezas paramétricas dada por:

1

Ps)=———,1<a<3;2<b<6.
() s$Z2+as+b T~ -
Pede-se obter a descricao destas plantas usando o modelo de incerteza multiplicativa

com uma simples funcgao peso W (s).

Inicialmente escolha a planta nominal usando os valores médios dos pardmetros. Ini-
cialmente escolha a planta nominal usando os valores médios dos pardmetros. Considere
entao diversas plantas dentro da familia para obter o erro multiplicativo:

P(jw) — G(jw
erro = | (Jw) — G(jw)
G(jw)
para escolher com auzilio grifico uma fung¢do peso. Assim, pode-se chegar o sequinte
descri¢cao com modelos de incerteza multiplicativos

Pa(s) = G(s)[L + W(s)]A(s)].
No Matlab pode-se utilizar as sequintes fungoes:

mf=ginput (10) % pegar 10 pontos no grafico do erro
multiplicativo

magg=vpck(mf (:,2) ,mf(:,1)) % organizar os pontos para
usar fitmag

Wim=fitmag(magg) % escolha a ordem da fung&o
[A,B,C,D]=unpack(Wim) ’converter para a forma espago

de estado
WErro=ss(A,B,C,D) Ycria o sistema espago de estado
WErro=tf (WErro) /Mostra na tela a fungdo de transferéncia
da fung¢8o de ponderagdo do erro de modelagem

10.2.1 Transformagoes lineares fracionarias

As transformagoes fracionarias lineares (LFT, do inglés) sao ferramentas poderosas para
representar muitos objetos matematicos. Nesta aula revemos alguns fundamentos LFT
para utilizagao no projeto de controladores robustos.

Definigao 10.1 Um mapeamento da forma F : C — C da forma:

as+b
F(s) = s d (10.25)

chamado de uma transformacao fraciondria linear.

Para d—0 tem-se a representagao alternativa de F(s):

F(s)=bd '+ (a —bd 'c)s(1 +d tes)~td™? (10.26)
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Na forma de diagrama de blocos o mapeamento entre w e z pode ser obtido como segue.

[z]:P{p” plQ}[w},u:sy (10.27)
Y P21 P22 u
eliminando u e y obtém-se a relagao entre z e w:

Z p—

w Pu + p128(1 — paas)” 'par. (10.28)

Igualando os coeficientes de (10.26) aos coeficientes de (10.28) obtém-se os elementos
da matriz P. A Fig. 10.8 ilustra a representa¢ao LFT na forma de diagrama de blocos.
Na literatura, o mapeamento em (10.27) é chamado uma LFT.
w z
N = ,
u y

Figura 10.8: LFT inferior com respeito a s.

Para um conjunto de perturbagdes A(s), satisfazendo ||Alls < 1, a planta pertur-
bada pode ser modelada em termos de uma planta nominal G e, por exemplo, uma
incerteza nao estruturada multiplicativa. Neste caso tem-se:

Pa=(1+W,A)G, [Allw 1) (10.29)

com W, uma fungao estavel que reflete a incerteza no sistema.
No contexto da LFT formas mais gerais de incertezas, inclusive as paramétricas,
podem ser descritas na forma de dois blocos mostrada na Fig. 10.9, que representa o

seguinte conjunto de equagoes:
p| wa]_ Py P wq
w P21 P22 w ’

7]

wqg = Azd,
Tow = Poo+ PoA(I— Py A P, (10.30)
A(s)
Wy Zq
— P&
w z

Figura 10.9: LFT superior com respeito a A.

Exemplo 10.3 Obter a LEF'T para o coeficiente incerto T dado pelo modelo multiplica-
tivo com T =2,4+0,4 A LFT para T € obtida a partir da fun¢io de transferéncia T,
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usando o diagrama 2 blocos-padrao com:
T = Top:i=Fu(PA)

Tm Tm
P

com 7 = T (1 + r;A) para 7, = 2,4 e v, = 1,2/4,8 dados por (10.25) e (10.25),
respectivamente. A planta aumentada é entdo definida de acordo com o diagrama de
blocos da Fig. 10.10.

w z
:Q—b T, |—
Z
Wy > 7 d
4

Figura 10.10: LFT para a incerteza do Exemplo 10.3.

Exemplo 10.4 Considere o sistema Maglev sob variagcao de 10% na massa m, a qual
€ descrita na forma de incerteza multiplicativa, em que m € a massa nominal e m a
massa real. A dindmica do Maglev pode ser consultada na Se¢ao 3.5.1.

A representagiao LET para % pode ser obtida como segue:

L S
m  m+0,1Am
1 0,1A

= —- 1 1A
= (140,1A)

™ —
e comparando com

Towy = Pos + Pyy A1 — Pi1A) ' Py,
pode-se obter a LFT:

Exemplo 10.5 Modelos com pardmetros incertos no Matlab para simulacdo. A partir
do exemplo de um motor (ver “robust control Matlab”) e demo: dc motor demo.html)
selecionar os principais recursos do Matlab para construir modelos incertos. Repetir o
Exercicio 10.2 definindo os pardmetros incertos da forma:

a = ureal (‘a’, 2, ‘Range’,[1 3])
b = ureal (‘b’, 4,‘Range’,[2 6])
P = tf(1, [1 a b]) %planta
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A representacao por LFT pode também associar a planta com o controlador . Neste
caso, a entrada da planta é formada pelo sinal de controle u e entradas externas w, por
exemplo, perturbagoes, sinal de ruido de sensores, sinais de comando ou referéncia e
a safda da planta ¢ formada pelos sinais medidos y (realimentados tornam-se entradas
do controlador) e as saidas reguladas denotadas por z, por exemplo, varidvel de estado,
sinal de controle e erro. Na forma de diagrama de blocos obtém-se a Fig. 10.11.

w z

— P —

u y
K

Figura 10.11: LFT inferior com respeito ao controlador K.

Os vetores entrada-saida na representacao 2 blocos-padrao sao dados por:

z = Ppiw+ Pou

y = Pyw+ Pou
v = Ky (10.31)

e na forma matricial por:
z w P11 P12 w

. = , 10.32
MBI R 20
u = K(s)y. (10.33)

Substituindo u = K(s)y em (10.32), a matriz de transferéncia de w to z pode ser
calculada como:
Tzw = P11 + P12K(I - PQQK)_l.PQl. (1034)

10.3 Funcgoes de Ponderagao

O entendimento dos efeitos das fungdes de ponderagao na solugdo de controle é crucial
para modelar as especifica¢oes desejadas. Da Fig. 10.1 e equagdes (10.11), (10.12),
e (10.19), pode-se ilustrar o modelo tipico de interconexao como na Fig. 10.12; em
que as fungoes Wi, Ws, e W3 refletem o erro em regime permanente e atenuagao de
distirbio especificados, restrigoes sobre a entrada de controle e condicao de estabilidade,
respectivamente, da seguinte maneira:

1. Wi pondera a sensibilidade S refletindo as especificagoes de desempenho;
2. W5 pondera K S refletindo as restrigoes sobre a entrada de controle;

3. W3 pondera a sensibilidade complementar T refletindo a condigao de estabilidade
e a rejeicao de ruido de alta frequéncia.

Na Fig. 10.11, P(s) define uma planta aumentada com w, u entradas e, z e y saidas.
A saida z é um vetor de varidveis reguladas. Aqui w e y correspondem 4 referéncia r e
erro e definidos no diagrama tipico de um sistema realimentado ilustrado na Fig. 10.1,
respectivamente.
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No projeto H., em geral sao empregadas fungoes de ponderagao para especificar a
estabilidade e desempenho do sistema. O entendimento dos efeitos destas fungbes no
sistema de controle é crucial para a modelagem das especificagbes. Um modelo tipico
para projeto, chamado de planta aumentada, é mostrado na Fig. 10.12. As fungoes de
ponderacao Wy, Ws and W3 refletem o erro especificado para o regime, limitagoes sobre
a entrada de controle e a condigao de estabilidade, respectivamente.

Planta aumentada P(s) Z
> W] (S ) >
Z3
W2 (S ) >
Z3
w e u
__;< — | >

7- GGs) TWs(S) ~

K (s)

Figura 10.12: Planta aumentada.

Considerando o modelo tipico para projeto como na Fig. 10.12 com funcoes de
ponderacao Wy, W5 e W3, a matriz de transferéncia T, é dada por:

W1S
Tow = Fo(P,K) = | WoKS | . (10.35)
WsT

Na Fig. 10.12, P(s) define uma planta aumentada com w e u entradas, z e y saidas.
Note que aqui w e y correspondem ao sinal de referéncia r e erro e no diagrama tipico
da Fig. 10.1, respectivamente.

Se considerar incerteza na planta, tem-se a forma 3 blocos-padrao mais geral mostrada
na Fig.10.13. Dessa forma, tem-se:

Fu=Tow = Moy + Moy AT — M3 A) " Mis, ||Allee <1 (10.36)

com M como ilustrado na Fig. 10.13 dado por:

Mll = [ dwd]
M12 = [ Zqw Pzdu]
Mo = | ]
Ywqa
e = [ 55 ]

O sistema conectado da Fig. 10.13 pode ser entao descrito por:

Zd | wa | _ | M1 Mo Wq —
|:Z:|_M|:w:|_|:M21 M22:||:w:|, wyg = Azg. (10.37)
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wy 4,(5) Zq
= Py =

u
K(s) e d

Figura 10.13: LFT inferior com respeito ao controlador K.

A representagao espago de estado do sistema na forma 2 blocos-padrao é descrita
como:

t = Ax+ Biyw -+ Bau

z ClI + Dllw + Dlgu

y = Chx+ Dayw + Dosu (1038)
com w = [wg w|T e z := [24 2]T e matrizes A, By, Ba, C1,Ca, D11, Da1, Day de

dimensoes apropriadas.

Exemplo 10.6 Considere um modelo de incerteza multiplicativa na entrada da planta.
Suponha que a planta nominal seja razoavelmente precisa (desvio de cerca de 0,5%)
em frequéncias abaizo de 10 rad/s, mas imprecisa em frequéncias acima de 1000 rad/s
(desvio de 40%). Considere um modelo de incerteza da planta entre estes dois extremos.

A partir desta especificacao, verificar que o limitante para a incerteza pode ser da forma
(ordem 1).

Jjw 410
(jw + 1000)

Resta apenas determinar o ganho k. Para a faixa de baiza frequéncia tem-se:

W(jw) =k

. 10k
|W(JW)| ~ 1000

e sendo |A'(jw) < [W(jw)|, para |A'(jw)| < 0,5% tem-se k > 0,5. Jd para a faiza de
alta frequéncia obtém-se W(jw) =k o que fornece

|A'(jw)| < 40%

e portanto tem-se k > 0,4. O valor de k que atende as duas situagoes € entao k > 0,5.
O sistema aumentado na forma 2 blocos-padrao com incerteza sem o controlador é
apresentado na Fig. 10.14 com P(s) dado por:

Zd _ Wq _ Pzdwd Pzdw Wq _
R b | B B
A transferéncia entre z e w a malha fechada € dada por Ty = Py + Pow,All —
PzdwdA]_lpzdw-
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Exemplo 10.6.m

close all;clear all;clc;

%Verificando o limitante para o modelo de incerteza da planta
%Funcdo Wd(s)

numw=0.5*%[1 10];

denw=[1 1000];

sisw=tf (numw,denw) ;

figure(1);

bode(sisw,{0.1,1e5});

% Abrindo arquivo simulink com a representacao do sistema
run PlantPEx10-6;

%0btendo a planta aumentada P(s)

disp(‘Representacdo espago estado da planta aumentada P(s)’)
[A,B,C,D]=1inmod (‘PlantPEx10-67)

Wi L Zy

Figura 10.14: Diagrama 2 blocos-padrao.

10.4 Robustez de Estabilidade e Desempenho Caso
Incerteza Multiplicativa

Para garantir a estabilidade e o desempenho do sistema incerto é necesséario testar a
robustez de desempenho e de estabilidade.

A seguir sdo apresentadas as condigoes de estabilidade e desempenho que guiam a
selecao das fungoes Wy e W3 para o caso monovariavel e incertezas multiplicativas.

Considere o sistema realimentado com incerteza multiplicativa normalizada descrito
por Pa(s) = [1 + W(s)A(8)]G(s), |A(S)]|eo < 1. Pode-se utilizar o critério de Nyquist
para obter as condigoes de robustez de estabilidade do sistema realimentado. Considere
o grafico tipico de Nyquist de K(s)G(s) na Fig. 10.15 para o caso monovariavel em
que K (s) e G(s) ndo possuem polos no semiplano lateral direito e portanto estabilidade
significa que o ponto critico —1 + j0 nao é envolvido.

Suponha que a planta perturbada tenha o mesmo nimero de polos no semiplano
direito que a planta nominal. Utilizando a descricao da planta por incerteza multi-
plicativa pode-se representar a incerteza sobre KG(s) no diagrama de Nyquist por
circulos de de raio |W(jw)K (jw)G(jw)| uma vez que G(s) = [1 + W(s)A(s)]G(s) e
K(s)G(s) + W(s)K(s)G(s)A = K(s)G(s). Portanto, para evitar o envolvimento do
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A Im
140 .
> 0 Re
1+ K (jo)G(jo) K(jo)G(jo)
W (jo)K (jo)G(jo) -

Figura 10.15: Condicao de robustez de estabilidade a partir do diagrama de Nyquist
caso monovariavel.

ponto critico —1+ 50 nenhum dos circulos de raio |W (jw) K (jw)G(jw)|, Yw pode cruzar
este ponto critico. Por inspecao da Fig. 10.15, conclui-se que o envolvimento é evitado
para |[WK(s)G(s)| < |1 + K(s)G(s)|, ou equivalentemente se

(WK (s)G(s)(1+ K(s)G(s))""| < 1. (10.39)
Pode-se, assim, escrever a condigao de robustez de estabilidade da seguinte forma
[WT| <1 (10.40)

em que T = K(s)G(s)(1 + K(s)G(s))™! é a fungao sensibilidade complementar. Este
limitante para a fungao sensibilidade complementar T' é garantido em termos da funcao
W3 quando a seguinte condigao é atendida

Ws| > [W]. (10.41)

Especificagoes de desempenho sao relacionadas a fungao sensibilidade S, que deve res-
peitar
(WS <1 (10.42)

Exercicio 10.1 (Burl, 1999) Seja o modelo simplificado de uma aeronave considerada
como um corpo rigido (sem ressondncias)

1 20(s +1)

G(s) = ¢ compensador K(s) = G110y

Suponha que a planta real seja

2(s+1)
G = ———
() $2(s2+s+1)
Pede-se:
1. Obter o modelo de incerteza multiplicativa para a planta

2. Obter M(s) a fungao de transferéncia vista pela incerteza

3. Verificar a estabilidade do sistema a malha fechada quando sujeito & incerteza
calculada em 1.
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A condicao de robustez de desempenho garante as especificagoes de desempenho
para o conjunto de perturbagoes consideradas. Uma fungdo sensibilidade modificada,
que incorpora perturbagoes na planta é mostrada a seguir:

1 S

! _ _
5= 1+ KGO +AW)  1+AWT®

(10.43)

De (10.43), S" pode ser feita mais proxima de S adotando-se W3 mais restritiva, de tal
forma que [WT| < 1.

10.5 Analise

A analise do problema de robustez para descri¢bes mais gerais de perturbacoes pode ser
formulada em uma abordagem unificada utilizando LFT e o valor singular estruturado
(SSV, do inglés), conhecido como u.

Valor singular estruturado

Considere uma estrutura bloco diagonal, com blocos escalares repetidos e blocos com-
pletos, para a incerteza A, definindo-se A como

A = {diag [6117‘“ s 758[TS,A17 ...7AF] 1 0; € C, AJ‘ € ijxmj} (1044)

com S e F o nimero de blocos escalares e blocos completos, respectivamente. Considere
agora um subconjunto de A com norma limitada

BA={AcA:5(A)<1}. (10.45)

O SSV pode tratar incertezas estruturadas e nao estruturadas e seu inverso define
a menor perturbagdo A instabilizante do sistema (Zhou, 1998).

O SSV pode ser interpretado como uma margem de estabilidade com respeito a
incerteza A. Dada uma matriz de transferéncia M, O SSV é definido como segue.

Definigao 10.2 (Zhou, 1998) For M € C"*", ua(M) is given by

1
ua(M) = min{g(A)|det(I — MA) =0}’ A € BA[det(I - MA) =0
0, det (I — MA) #0, VA € BA.
(10.46)
com A € A uma matriz de perturbagoes diagonal em blocos representando incertezas
escalares e nao estruturadas e 7(.) o valor singular mdzimo.

10.5.1 Robustez de estabilidade

A estabilidade de um sistema sujeito a perturbacao A é determinada a partir da analise
do sistema realimentado da Fig. 10.17. A estabilidade de sistemas multivariaveis pode
ser estudada estendendo o critério de Nyquist. Seja o sistema realimentado mostrado
na Fig. 10.1. Se todos os elementos da matriz de transferéncia forem estéveis o sistema
é dito ser internamente estével. Agrupando as entradas externas na malha de reali-
mentagao como wi € wp e os sinais de entrada da planta e controlador como e; e e,
respectivamente, o sistema realimentado pode ser descrito como na Fig. 10.16 que é
comumente utilizado para anéalise de estabilidade.
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Wy e;

—0O— PG)

L Ko) (Y

Figura 10.16: Diagrama de analise de estabilidade externa.

Lema 10.1 Suponha K e G estdveis. Entdo o sistema descrito na Fig. 10.16 € inter-
namente estdvel se e sd se os zeros de det(I + GK) possuem parte real negativa.

Supondo-se o sistema realimentado nominal estavel, quaisquer polos instaveis devem
ser solucoes de
det(I + Mi1(s)A(s)) = 0. (10.47)

Robustez de estabilidade é avaliada pela menor perturbagdo A desestabilizante que
leva & uma solugao de (10.47) localizada no eixo imaginario. A menor perturbagio A é
definida em termos de 6(A) como segue

1gf{Aré1]13nA[U(A) tal que det(I — My1A) = 0]}. (10.48)
Uma medida da menor perturbagdo A desestabilizante é dada pelo SSV, conhecido
como [t
Um sistema realimentado descrito na forma padrao é estavel internamente (todas
as suas fungoes de transferéncias sdo estéveis) para todas as possiveis perturbagoes
A € BA se e sO se o sistema nominal a malha fechada for internamente estavel e
sup{pa[Mi1(jw)]} < 1 como estabelece o seguinte teorema.

Teorema 10.1 (Pequenos Ganhos) Um sistema realimentado representado na forma
2-blocos padrao da Fig. 10.13 € internamente estdvel para A € BA e M(s) estdvel se
e 80 se

Sgp[uA(Mu(jW))] <L (10.49)

A seguir é apresentado um esbogo da prova seguindo Zhou et al. (1996). Uma vez que
M (s) & estavel, a instabilidade s6 pode ser causada pela malha fechada da perturbagao
A e a andlise de estabilidade pode ser feita a partir do digrama da Fig. 10.17. Assim,
usando A admissivel e sup,[ua(Mi1)] < 1 tem-se det(I — M11;A) # 0. De fato,

inf,[o(I — M11A)] >1—sup,[c(M1A)]

(10.50)
=1- HMllAHoo >0
e a suficiéncia segue. A necessidade pode ser mostrada usando contradigdo supondo que
sup,,[(M114A)] > 1 e mostrando que existe A admissivel tal que det(/ — MA) tenha
um zero no eixo imaginario usando decomposicao de valores singulares.

10.5.2 Robustez de desempenho

Considera-se inicialmente o desempenho do sistema nominal e em seguida robustez de
desempenho. Consideram-se as especificagoes de desempenho mais comuns: acompa-
nhamento de referéncia, rejeicdo de perturbacoes e restricdo na amplitude dos valores
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v

A(s)

24 Wa

M, (s)

[y

Figura 10.17: Analise de estabilidade.

da saida do controlador. Considere as relagbes fundamentais a partir da configuracao
tipica mostrada na Fig. 10.1

y = To(r—n)+ S,Gd; + Sod (10.51)
e = Sy(r—d)+Ton—S,Gd; (10.52)
u = KSi(r—n)—KS;d—Td, (10.53)

come=r1—y.
Para o acgmpanhamento de referéncia deve-se impor que o erro de acompanhamento
seja tal que (Cruz, 1996):
llell2
Iz —
De outra forma, utilizando a matriz sensibilidade pode-se escrever ||W,.(jw)S,(jw)]|co <
1 para W,.(jw) escolhido adequadamente. Equivalentemente, para a rejeicao de pertur-
bagao na saida da planta, deve-se impor

Er- (10.54)

lyll2
<eé&q (10.55)
lldll2
e consequentemente ||Wy(jw)S,(jw)|eo < 1, Wy(jw) escolhido adequadamente. Para
restringir a amplitude do sinal de controle ou atuador deve-se impor:

W (jw) K Sp(jw)lle <1 (10.56)

para W, (jw) escolhido adequadamente.
As especificagoes de desempenho descritas anteriormente podem ser representadas
na matriz de transferéncia entre z e w dada por

W,.S,
[Towlloo = [Fe(P, K)lloo = || WaSo <1 (10.57)
W, KS,

para saidas do diagrama 2 blocos-padrao dadas por z1 = Wye, 20 = Wyy, 23 = Wyu
e entradas w; = 7 e we = d. Outras especificagbes podem ser incorporadas nesta
formulacao 2 blocos-padrao.

Como visto anteriormente, a especificagao de desempenho pode ser feita a partir da
norma H., da matriz de transferéncia T,,,. A norma H,, possui a vantagem de ser de
facil aplicacdo. Diz-se que um sistema realimentado possui desempenho robusto se o
sistema conservar-se internamente estével e a especificacao |||, < 1 for satisfeita
para as perturbagoes admissiveis. Assim, a partir do Teorema 10.1, as condi¢oes para
desempenho robusto podem ser expressas em termos de:

[Towllo < 1 (10.58)
sup pa[Mi] < 1. (10.59)
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O problema de robustez de desempenho pode ser convertido em um problema equiv-
alente de robustez de estabilidade através da inclusdo de um bloco de incerteza ficticio
ao sistema. O bloco de desempenho conecta a saida z & entrada w. Portanto, intro-
duzindo um bloco ficticio de perturbacao A associado as especificacoes de desempenho,
uma estrutura aumentada de incerteza pode ser formada

_ A 0 . My XMz
Ap_{[o Af}.AeA,AfeC . (10.60)

Um resultado importante para a analise de robustez é dado a seguir.

A(s) 0 ]
0 As(s)

Wa Z4
M(s)

w z

Figura 10.18: LFT do sistema com pertubacao aumentada.

Teorema 10.2 O sistema da Fig. 10.18 atende as condi¢oes de robustez de desempenho
(10.58) e (10.59) se e s6 se este for internamente estdvel.

Suponha o sistema internamente estével para a estrutura de perturbagao aumentada
(10.60). Assim, tem-se

det(I — MAp) #0. (10.61)
Para o caso especial de Ap
A0
Ap = { 0 0 } (10.62)

tem-se det(I — MAp) = det(I — M11A) # 0 o que implica (10.59). Expandindo (10.61)

- I — MllA —Mlef
det(I — MpA) = det { Mo A [—MyA; (10.63)
e usando a identidade
A B 1
det = det(A)det(D — CA™"B) (10.64)
C D
obtém-se
det(I — MA,) =det(I — M1 A)det(] — T, Ay). (10.65)
Tendo em vista (10.61) chega-se a
det(I — T,,Af) # 0. (10.66)

E entdo, pelo Teorema 10.1 chega-se a condigao (10.58).
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Exercicio 10.2 Seja o sistema realimentado da Fig. 10.19 com a planta G(s) apre-
sentando um polo incerto:

1

Gls)= o1

§ €[-0.2,0.2].

Esta incerteza pode ser descrita na forma separada da planta nominal para A € [—1,1]
como na Fig. 10.20. Sabe-se que a referéncia varia lentamente com banda-limitada em
menos de 10 rad/seg. O objetivo do controle é fazer a saida sequir a referéncia com erro
de regime menor que -20 dB. Uma func¢do de ponderagdo para a funcao sensibilidade
pode ser do tipo:

150

We(jw) = ———
(%) = 555710

a qual garante um ganho maior do que 20 dB na faiza [0, 10 rad/seg]. A forma padrao

para o sistema normalizando a incerteza em 1 € como a sequir na Fig. 10.21. A

especificagao de desempenho foi incorporada como incerteza A(s). Pede-se:

1. A matriz aumentada M e o seu valor singular estruturado para K = 50 e K = 200
com M(s) = Fe(P(s), K(s))

2. Plotar o diagrama do valor singular estruturado e verificar se a condi¢do de To-
bustez de desempenho € satisfeita.

K(s) G(s)

A4

Figura 10.19: Sistema realimentado.

s+ 2

s+ 2

0.2 4

Figura 10.20: Incluindo incertezas no diagrama de blocos.
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—1 [ 4(s) 0
0 4,(s) Zd
zZ
Wd > 0.2 M (s)
w - 1
,r\ K(S) —
T s+ 2
W.

Figura 10.21: Sistema realimentado na forma LFT.

10.6 Projeto H,, e Funcoes de Ponderacao

O problema de controle Hy, foi formulado primeiramente por Zames (1981) a partir
da minimizagao da norma H,, da fungao sensibilidade do sistema realimentado, nome
derivado de espagos de Hardy da teoria de analise funcional. A norma H,, de uma
funcao de transferéncia é definida como:

1G()lloe = supe |G(Gw)] -

Considere a representacao 2 blocos-padrdo mostrada na Fig. 10.11 com P(s) a
matriz de transferéncia aumentada. Do diagrama tem-se:

z = P11’UJ—|—P12U

_ Z w| Pi1 Pl |w
v = awrr o [ [B BT o
u = Ky.

A seguir, obtém-se a matriz de transferéncia entre a saida regulada z e a entrada
externa w. Substituindo u na equacao de y tem-se:

y=Pyw+ PpKy eassim y=(1—PyuK) 'Phw.
E, pode-se escrever:
u=Ky=K(1 - PyuK) 'Pyuw.
Finalmente, substituindo v na equacao de z tem-se:

z = P11w+P12K(1—P22K)_1P21w
[Pi1 + PioK (1 — Poo K) ™' Py Jw (10.68)
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e entao
z = Tw (10.69)

com
Tow = P11+ PiaK(1 — Py K) ™' Pyy.

A planta aumentada na forma espaco de estado é da forma:

r = Ax+ Biyw -+ Bau
z = Clz+D11w+D12u
Yy = Cox + Dojw + Dosu. (1070)

10.6.1 Problema de controle H,, com realimentacao de estado
Considere o sistema:

r = Ax+ Biyw+ Bau
= Ciz+ Diou
x

y = M : (10.71)

Condigao simplificadora do projeto: D%, [Cl D12] = [0 1}
O problema de controle H., com realimentacao de estado consiste na obtengao de um
controlador que minimize:

121
J = ||T. = . 10.72
1Tl Supuw(t)Hz#O”w(t)”Q ( )
Uma fungao objetivo quadratica tratavel pode ser obtida considerando um limitante

para a norma

[2(®)ll
[Tzl = sUP|w 0T < (10.73)
w lw®)ll,# ||w(t)||2

v é chamado de limitante de desempenho. O controlador que satisfaz este limitante é
chamado controlador H, sub-6timo.

Teorema 10.3 FEziste um controlador admissivel tal que ||T.. ||, < v para um dado ~y
se e sd se existe uma matriz definida positiva P satisfazendo:

ATP+ PA—P(By,BY —y2B,BNYP+CTCy >0 (10.74)
com A. = A— BB P +y=2B1BT)P estdvel. O controlador é dado por u(t) = —Kx(t)
com K = —BI'P.

10.6.2 Problema de controle H,, com realimentagao da saida

Seja P(s) a realizagdo espago de estado de uma planta aumentada descrita na forma
compacta:

A| Bl B
P(S) = Cl D11 D12 . (1075)
02 D21 D22

O problema pode ser formulado como obter um controlador estabilizante u = Ky tal que
a norma da fungéo de transferéncia de malha fechada T, = P11+ PioK(1—Pao K )’1P21
seja pequena, isto é, [T, ||, < 7y, com 7 um escalar positivo.
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Condigoes de existéncia de solugao simplificada

a) O par (A, By) é estabilizavel e o par (C1, A) é detetavel (condigdes mais fracas do
que controlabilidade e observabilidade).

b) O par (A, By) ¢ estabilizavel e o par (Ca, A) é detetavel. Esta condigdo ¢ uma
condigao necessaria para o controlador existir.

&) DL, [C Dia = [0 1],{5211] Dg;:m.

d) D11:06D22:0.
As condigoes ¢) e d) ndo sao necessarias, mas simplificam a solugao.

Teorema 10.4 Eziste um controlador admissivel tal que ||T..| . < 7 se e s se as
sequintes trés condigoes forem satisfeitas:

1. ATP + PA — P(ByBY —42BBT)P+ CICy > 0 com A, = A — ByBI'P +
7 ~2B1 BT P estdvel

2. SAT+AS—-S(CTCy—~=2CTC1)S+B1BY >0 com A = A-SCTCy+y—28CT Oy
estdvel

3. p(PS) < ~2.

O controlador é dado por

A 7
=l

com Ao = A+~ 2B BT P + ByFoo + ZooLooCo e Fog = BIP,Loo = —SCT, Z,, =
(1—~725P)~!

Incorporando fungoes pesos

Dadas as especificagoes de desempenho e estabilidade em termos da fungao sensibilidade
e sensibilidade complementar:

WSl <1lou S|, < ||W1_1HOO
e (10.76)
IW5T |, < 1ou [T, < [[W5 .-

o problema de controle H., pode ser formulado em termos da minimizacao da fungao
Wi S
WsT
tal que ||TLw||,, < . O diagrama do sistema na forma 2 blocos-padréo é mostrado na
Fig. 10.22 abaixo.

objetivo ||T% ||, dada por 1%, = { ], ou em termos de encontrar um 7 pequeno

Observagao 10.2 Os comandos Matlab augtf e augss fornecem a planta aumentada, e
os comandos hinf e h2lqg fornecem os controladores Hy e Ho.
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Planta aumentada P(s)

w e

Lot

W)
“ G T W(s) |
y

Controlador

K(s)

Figura 10.22: Diagrama planta aumentada.

Exercicio 10.3 Considere a configuracao de controle da Fig. (10.22) com

G

Wi

Wy
W3

Pede-se:

(s—1)
(s —2)
0.1(s + 100)
(100s + 1)

0.1
[

1. Obter um controador H-infinito usando o Matlab com a fun¢ao hinfopt.

2. Verificar se as condigoes de projeto dadas por Wy e Wy foram satisfeitas.

3. Plotar a resposta ao degrau do sistema a malha fechada com o controlador obtido

no item anterior.

4. Obter as margens de ganho e fase do sistema com controlador.

Exercicio 10.4 Considere movamente a configuracio de controle mostrada na Fig.
(10.22) mas com entradas de perturbagoes d; e d na entrada da planta e saida da planta,

respectivamente e com (Zhou, 1998)

G

Wi

Wa

W3

50(s + 1,4)

(s+2)(s+1)
2

s+0,2

(s+1)

(s +10)

(-

Com w =[d d;)" e z = [z1 2], projetar um controlador para minimizar ||y, ||, .

O método H,, padrao de realimentacdo da saida é usado para estabilizacdo do
sistema de suspens@o. O problema padrao de controle Hy, é formulado em termos de
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encontrar um controlador K, se este existir, tal que para um dado v > 0

WwhS
WsT

O projeto de controle H., permite incluir especificagoes de desempenho e estabilidade,
rejeicao de perturbagoes e limitacoes na entrada de controle através das fungoes de
ponderacdo. Os critérios empregados para a escolha das fungées Wy, Wy e W3 séo
resumidas a seguir.

A fungao Wi é um limitante para a fungfo sensibilidade S e deve refletir a rejeigao
a distarbios externos, erro de regime e toleréncia a variagoes. Além disso, deve propor-
cionar o ganho minimo da malha em baixas frequéncias, j4 que o sistema de suspensao
é condicionalmente estavel. Para W, de primeira ordem, seu polo deve proporcionar a
velocidade desejada.

A funcao W5 deve ter um ganho suficiente para limitar a entrada de controle para
uma faixa aceitavel, evitando a saturagao do atuador. Entretanto, um ganho alto pode
deteriorar o desempenho, e este compromisso deve ser levado em conta. Deve atenuar
os ruidos de alta frequéncia, porém manter aceitavel a velocidade da resposta.

A funcdo W3 deve minimizar o pico da fungdo sensibilidade complementar T', re-
duzindo as oscilagoes e garantindo a estabilidade, entretanto é conflitante com Wi,
especialmente em baixas frequéncias.

A planta aumentada pode ser obtida usando a funcao augtfe, entdo, com tss a planta
aumentada (10.12) e sscl o sistema a malha fechada resultante, o controlador Hs, pode
ser obtido como segue:

[sscp,sscl]l=hinf (tss);
[sysccl=ss(sscp);

10.7 Sintese p

O objetivo de projeto é obter um controlador estabilizante K, tal que para todas as
pertubacgoes A o sistema em malha fechada seja estavel e satisfaz:

| Fe[Fu (P,A), K] o< 1. (10.78)

O objetivo da sintese p é minimizar sobre todos os controladores estabilizantes K, o
pico do valor de pa (.) da func@o transferéncia de malha fechada Fy (P, K), ou seja

min max pa (Fe (P, K) (jw)) . (10.79)

K
estabilizavel

No problema min max (10.79), a reducao do limitante superior de p permite aumen-
tar a menor perturbagdo desestabilizante A assim, aumentando a margem de robustez
de estabilidade. A computagao direta de pua (M) fazendo-se uma busca sobre todos os
A € BA néo é praticavel. Portanto, um limitante superior de pa (M) é usado no pro-
jeto de controladores robustos. Um limitante superior de pa (M) é (M) como pode ser
visto no Exercicio 10.5. Entretanto, este limitante é bastante conservador. Para superar
este problema, em (Safonov, 1982) o conceito de escalonamento diagonal ¢é utilizado para
computar um limitante para pa(.). A motivacao para este escalonamento é que se A e
D sdo matrizes diagonais tem-se [|Al| = ||[DAD™! HOO mas |[DM D! HOO pode ser feita
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bem menor do que |[M]| . Portanto, como os polos do sistema realimentado 10.13 nao
sao afetados pelo escalonamento, tem-se:

pa(M) = pa(DMD™Y), (10.80)
Isto leva ao seguinte limitante superior para pa (M)

< inf 7 -1 .
pua (M) _[1)r€1fl’)0(DMD ) (10.81)

com D um conjunto de matrizes de escalonamento diagonais com a propriedade DA =
AD paratodo D e De A e A€ BA.

Pode-se enxergar (10.79) como um problema de minimizac¢ao do limitante superior
ua mostrado em (10.81) e formar a chamada iteragdo D — K.

min min || DFy(P, K)D ™| . (10.82)
K D-leH

estabilizavel

A Fig. 10.23 ilustra o problema de otimizacao.

min 11+ — — —
KD D P D!
’ «— le— le— l—I 1 oc
y ) u
y K

Figura 10.23: Sintese D — K.

Algoritimo 10.1 (Iteragao D — K )

1. Fizar uma estimativa inicial da matriz de escalonamento D, = diag(d{ 1, ...,d%_I,1) €

D, d?,i=1,..,.F —1 escalares positivos ;

2. Encontrar funcdes de transferéncia escalares estdveis d;(s), d; *(s) parai = 1,2, ..., (F—

1) de forma que |d;(jw)| = d¥ ;
3. Seja D(s) = diag(di(s)I,...,dp_1(s)I,I);
4. Construir um modelo espaco de estado para o sistema P = (D(s)I)P(D~'(s)I);

5. Solucionar o problema de otimizagio Ho,

min || 7 (P, K)o (10.83)

e denotar o controlador encontrado por K’;
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6. Solucionar
R N —1
DriuenDJ[Dw}'g(P, K)(jw)D "] (10.84)

e denotar o novo D, por D,;

7. Comparar D,, com o anterior D,, e retornar ao passo 2 alé atingir convergéncia.

Exercicio 10.5 Mostrar que o SSV é limitado acima pelo valor singular mdximo, isto

P

pa(M) < o(M).

Sugestao. Utilizar a Defini¢ao 10.2 para um A* satisfazendo det(I—MA) = 0 e utilizar
o conceito de norma induzida de matriz.

A teoria de sintese u é encontrada em Zhou (1998) e Burl (1999), e instrugées para
usar o Matlab em Balas et al. (1995).

10.7.1 Problema de controle H,

O problema de controle Hy é formulado similarmente ao problema H-infinito, mas em
termos da minimizacao de ||T.y||,, a norma Hs da fungao de transferéncia é dada por:

1 . [ .
Tl = o [ (T2 G0) T G0)) 2 (1055)

com tr(A) o trago de A. Pode-se dar & norma Hs a seguinte interpretacdo. Seja w(t)
uma entrada ruido branco com E{w(t)w*(t)} = I6(t — ) e o erro dado por z = T, w.
A poténcia esperada para o sinal de erro z (valor rms de z) é dada por:

N U S
|I2]|pow = E{ Thféoﬁ/_Tz zdt} (10.86)

com FE o operador esperanca. No dominio do tempo tem-se que:

T
. / Tt — T)w(r)dr (10.87)

-T

Substituindo (10.87) em (10.86) e notando que z*z = tr E{zz*} tem-se:

lllpow = |Tewwlf3

1

T T T
7 [ ar [ ) tr(Tzw(t—T)E{w(T)w (a)}T;w(t—a)> do

= /Oo tr(T'zw(t - T)T:w(t - T)dT

— 0o

= [|T0lf3- (10.88)

Portanto, minimizando o valor ||2||pow ¢ 0 mesmo que minimizar de ||T%,||3. Usando a
identidade de Parceval, obtém-se a norma em (10.85).
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10.8 Discretizacao do controlador H.,

A técnica de projeto H., geralmente leva a controladores continuos de ordem elevada,
ndo sendo vidvel a implementacao analdgica. A partir da representacdo continua em
espacgo de estado é normalmente usada a transformacao de Tustin para a obtencao do
controlador na forma de espaco de estado discreta

zo(k+1) = Acxo(k) + Beu(k)
u(k) = Cexe(k) + Dou(k). (10.89)

A transformagao Tustin, também chamada de bilinear, preserva a norma H, e apresenta
resultados satisfatorios desde que o tempo de amostragem T seja da ordem de 10 vezes
menor que as constantes de tempo do sistema. Esta transformagcao é obtida seguindo a
relagao

o 1+8T/2 2(z—1)

e =22 10.
1—s1/2 " PTG (10-90)

zZ=e€

A funcao bilin do Matlab é empregada para realizar a discretizacao na forma de espaco
de estado,

[syscd] = bilin(syscc,1,‘tustin’, Ts) T, é o tempo de amostragem.
[Ac, Be, Ce, De, T|=ssdata(syscd) gerando controlador

e a implementacao deste pode ser realizada através de registradores de deslocamento,
somadores e multiplicadores, como na Fig. (10.24).

D,
k1) x()
k xC(
W] I u(k)
4,

Figura 10.24: Realizacao em diagrama de blocos.

10.9 Exemplo de Projeto

Para aplicar técnicas de controle robusto em problemas préticos, os conceitos de planta
aumentada, especificagao de desempenho e fungoes de ponderagao sao fundamentais.
A seguir utiliza-se o mesmo sistema de suspensao apresentado na Secao 3.3 para re-
forgar estes conceitos a partir da realizagao de um projeto completo de um controlador
incluindo testes de desempenho e estabilidade e simulagoes.

O projeto de um controlador p para o sistema de suspensao magnética supoe a
existéncia de variagGes paramétricas na massa da esfera e distturbios externos. A planta
aumentada é entao construida com as fungoes de ponderagao Wi, Ws e W3 mencionadas
anteriormente e uma entrada e saida adicional para modelar a incerteza na massa.
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10.9.1 Escolha das matrizes de ponderacao

A escolha das matrizes de ponderacao Wy, Ws e W3 tem por base as caracteristicas do
sistema a ser controlado e no caso tratado observa-se o seguinte.

W7 deve limitar S, em baixas frequéncias estabelece um ganho minimo necessario
para estabilizar o sistema em malha fechada para que tenha boa rejeigao a pertubagoes
externas, apresente pequeno erro de regime e tenha desempenho insensivel a variagoes
da planta. O ganho nesta faixa nao pode ser muito elevado para evitar a saturacao do
PWM. A localizagdo do polo deve proporcionar a velocidade desejada.

A funcao W5 deve ter um ganho suficiente para limitar a entrada de controle para
uma faixa aceitavel, evitando a saturagao do atuador. Entretanto, um ganho alto pode
deteriorar o desempenho. Este ganho deve atenuar os ruidos de alta frequéncia, porém
manter aceitavel a velocidade da resposta.

A funcdo W3 deve minimizar o pico da fung¢ao sensibilidade complementar T, re-
duzindo as oscilagoes e garantindo a estabilidade, entretanto é conflitante com Wi,
especialmente em baixas frequéncias. Apos simulagoes e ajustes, as fungoes escolhidas
foram:

2,25
W; = !
! s+0,1
0,0045 0,09
W, = 0,0040s + 0,09
s+ 150
0,0955 + 1,9
Wy = ———oT ot
3 s+ 190

10.9.2 Incertezas paramétricas

Incertezas paramétricas podem ser representadas por LFTs. Para o modelo de suspen-
sao magnética escolhido é razoavel considerar a variagao da massa m suspensa para
uma aplicagao de um veiculo suspenso magneticamente no qual a entrada e saida de
passageiros representaria uma variacao real e prevista da massa. Considera-se uma
varia¢ado de 10% na massa da esfera

m=m+0,16m, &€ [-1, 1] (10.91)

em que m é a massa nominal e m a massa real. Esta perturbagao é descrita na planta
aumentada da Fig. 10.25 por uma LFT em 4. De fato, o termo % pode ser escrito como

0,16

m

(1+0,186)7" (10.92)

3=
3=

Comparando (10.36 and (10.
pode ser obtida como

el

2), a matriz LFT correspondente a qual é denotada M;

M, = { i?jll i ] : (10.93)

A LFT pode ser representada na forma:

1 -0,1
ot = % (0] T

D . (10.94)

S~ —
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Figura 10.25: Diagrama em blocos no Simulink para gerar a planta aumentada P.

10.9.3 Controlador H,, padrao

O problema de controle H,, padrao é formulado em termos de encontrar um controlador
admissivel K, se existir um, tal que, para um dado v > 0

WiS
||Tzw||oo = || WaKS <. (1095)
WsT

Para modelar as especificagoes de desempenho e estabilidade, uma planta aumentada
é obtida a partir da planta nominal G e fungoes de ponderacao. Para considerar o
modelo perturbado para a planta em termos de incerteza multiplicativa a qual reflete
a variagdo da massa m, gera-se um funcdo de transferéncia estéavel W, e ajusta-se a
funcdo de ponderagdo W3 de forma que a condigao de estabilidade para a incerteza
multiplicativa é garantida ||[W,T|| <1 e W3 ¢é alterada para:

0,095s + 1,9
Wy = O s+ 1,
54190
A planta aumentada segue a estrutura mostrada na Fig. 10.22 obtida com a fungdo augtf
(ver codigo a seguir) em que sscp=mksys(Ac,Bc,Cc,Dc) com Ac,Bc,Cc,Dc as matrizes
do controlador obtidas e sscl o sistema de malha fechada resultante.

(10.96)
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[tss]=augtf (Gn,W1,W2,W3);

% o controlador H infinito & ent8o obtido via os seguintes comendos
[sscp,sscl]l=hinf (tss);
[sysccl=ss(sscp)

O controlador encontrado é de ordem 6. A fung@o hinf utiliza um algoritmo com
2 equagoes de Riccati (Zhou, 1998). Fig. 10.26 ilustra os limitantes de desempenho e
estabilidade especificado em termos de Wy and W '

40  KG So e -

200 w1 s

Magnitude (dB)
o

_40,

_60 L !
10° 10° 10° 10
w (rad/s)

Figura 10.26: Especificagoes de projeto.

10.9.4 Controlador u

A matriz P para o problema de controle de acordo com a Fig. 10.25 descreve o sistema
interconectado

2d

21 Wq

29 = P| w (10.97)
z3 u

Y

A solugao de (10.82) leva & minimizagao de [|W1 S| oo, [|W2 K S]co, |W3T ||oo € | T2ywy || 0o
A sintese do controlador pode ser obtida no Matlab através dos comandos (Balas et al.,
1995).

[Ap,Bp,Cp,Dpl=1linmod (‘Pmu’) ;

P=pck [Ap,Bp,Cp,Dp] ;

dk\_def\_name = ‘G\_dk.m’;

dkit;

0 arquivo G\_dk.m é descrito a seguir:
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% estrutura de interconexfo da planta nominal
nominal\_dk = P;

nmeas\_dk = 1; % numero de saidas

ncont\_dk = 1; % numero de entradas de controle
% estrutura de Delta para calcular mu de Delta
blk\_dk = [-1 0;1 3];

% faixa de frequéncia de resposta

omega\_dk = logspace(-1,4,200) ;

Encontra-se assim um controlador de sexta ordem, na sétima iteragao, com o menor pico
de pa,. Um controlador de ordem maior poderia ser encontrado no escalonamento
da matriz de transferéncia D porém acarretaria um tempo de processamento maior
comprometendo a implementacao em tempo real do controlador.

10.9.5 Testes de robustez

A resposta em frequéncia do limitante superior de u para o teste de robustez de desem-
penho é obtida através dos comandos

M=starp(P,K,1,1);

% calcula mu de Deltap(M) para o teste de robustez de desempenho
[bnds]= mu(M, [-1 0; 1 3]1);

[Af, Bf, Cf, Df]=linmod(‘M11’);

% calcula mu de Delta(M1l) para o teste de robustez de estabilidade
[mu,LOGD]=SSV(Af,Bf,Cf,Df ,w, [-1 -11);

Segundo o teste de estabilidade robusta (10.49) mostrado na Fig. 10.27 o sistema é
robustamente estavel para os dois controladores uma vez que ua < 1. Observa-se que o
controlador p tem maior tolerancia a variagoes de massa em relagao ao H.,. Enquanto
o primeiro atinge a instabilidade com 6 = 1/0,1768 = 5, 65, ou seja, a massa pode variar
no intervalo de 0,44m < m < 1.56m para m = m + 0, 1dm, o segundo é desestabilizado
com 6 = 1/0,2118 = 4,72 que resulta na faixa admissivel 0,53m < m < 1,47m.

O teste de robustez de desempenho é feito com a perturbagao aumentada Ap, para
considerar as condigoes (10.58) e (10.59). Na Fig. 10.28 observa-se que ambos tem
desempenho robusto mas o controlador p apresenta vantagens consideraveis. O pico
de pa, do controlador p é 0,275 enquanto para o controlador H, é de 0,534, o que
representa uma faixa de tolerancia da massa de 0,64m < m < 1.36m e 0,81m < m <
1,19m, respectivamente. A Fig. 10.29 apresenta o diagrama Simulink utilizado para a
realizagao de simulagoes com perturbagoes.

10.10 Aulas de Laboratoério

A principal dificuldade no ensino de controle é a variedade de conceitos envolvidos
em uma Unica aula de controle uma vez que o estudante tem de integrar os conceitos
de algebra linear, equacoes diferenciais, e sistemas dindmicos.Para motivar os alunos
sobre os temas sendo ensinados, um ou dois alunos recebem tarefa de casa. Na semana
seguinte, esses estudantes trazem as suas solugoes que sao entao dadas aos outros como
um trabalho de classe orientado. Para facilitar a conclusao da tarefa de casa, mais
instrucoes sao dadas a eles durante a semana.
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Figura 10.27: Teste de robustez de estabilidade.
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Figura 10.28: Teste de robustez de desempenho.

Para usar o projeto de controle robusto em problemas praticos, descobre-se que os
conceitos de planta aumentada, especificagdo de desempenho, e as fungoes de ponder-
acao e de modelos conectados sao de suma importancia. Algumas possiveis tarefas de
classe de trabalho que envolvem esses conceitos incluem os seguinte itens.

10.10.1 Analise e sintese

1. Analisar a estabilidade do ponto de equilibrio (h,i.) das equagbes non-lineares
usando o modelo linearizado com os parametros dados na Secao 3.3.

2. Descrever a planta perturbada e escolher as func¢bes de ponderacao seguindo as
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Figura 10.29: Modelo Simulink para simulacao de pertubagdes.

diretrizes dadas na Sec¢ao 10.9.2 and 10.9.1. Obter uma funcao de ponderagao W,
estavel para uma variagido de 10% na massa da esfera adotando:

m=m+0,10m, —1<d§<1
em que m é a massa nominal.

3. Construir a planta aumentada mostrada nas Figs. 10.12 e 10.25 para projeto usa-
ndo os procedimentos fornecidos na Se¢ao 10.9.3 e 10.7, respectivamente. Utilizar
as as fungoes de ponderagao encontradas no projeto.

4. Devenvolver um programa Matlab para obter os controladores H,, e u usando
os passos fornecidos na Segoes 10.6 e 10.7, respectivamente. Para comparacao,
usar um controlador avango-atraso obtido com as interfaces sisotool ou rltool do
Matlab.

5. Develolver um programa Matlab para realizar os testes de robustez em termos dos
limitantes superiores de p usando os passos fornecidos na Secao 10.5. Graficos
tipicos obtidos pelos alunos sao mostrados na Fig. 10.28.

6. Testar a robustez de estabilidade, apresentando o grafico em frequéncia da fungao
sensibilidade complementar juntamente com o gréafico de 1/W5 e 1/W,,. Apesar
de a condigao (10.41) nao ser satisfeita em toda a faixa de frequéncias, a condigao
de robustez de estabilidade (10.40) é atendida. A escolha foi feita desta forma
para nao prejudicar o avanco de fase proporcionado pelo controlador, ja que a
robustez de estabilidade continua sendo garantida.
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7.
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Obter o diagrama para analise u do sistema controlado para verificar robustez de
desempenho e estabilidade. Os limitantes de p fornecem informagées do efeito da
perturbacao d,, na matriz M. A matriz M dever ser obtida a partir do diagrama
apresentado na Fig. 10.25

Zd
zZ1 - M Wq
29 w |’

z3

Obter a resposta em freqiiéncia do limitante superior de p para o teste de robustez
de desempenho. Utilizar os seguintes passos

[Af, Bf, Cf, Df]=linmod(‘MHinf’)
[mu,LOGD] =SSV (Af,Bf,Cf,Df ,w,[-1 0;1 3])

em que w ¢é a faixa de frequéncia selecionada e [-1 0;1 3| é a descri¢do dos blocos
de incerteza.

. Testar a robustez de estabilidade usando o bloco de incertezas [-1 0] e a submatriz

M1, obtida por

Mil=sel(M,1,1).

10.10.2 Trabalhos de simulacao

1.

Construir um diagrama Simulink do tipo mostrado na Fig. 10.29 para obter as
respostas a perturbacao degrau.

Plotar as respostas do sistema de controle realimentado com o controlador avango-
atraso obtido.

Repetir o item 2 acrescentando perturbagoes do tipo degrau de diferentes ampli-
tudes e variar a massa da esfera com os controladores H, e u obtidos. Graficos
tipicos obtidos pelos alunos sao mostrados na Figura 10.30.

10.10.3 Implementacao do controlador

1.

Obter o controlador discreto usando os procedimentos apresentados na Subsecao
10.8.

Construir um VI em trés estagios para implementar o controlador no LabView
como na Fig. 10.31.

Obter a resposta do sistema a um degrau de perturbagao de 0,1 V na tensao na
bobina.

Testar a robustez do controlador adicionando um anel na esfera de metal.
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Figura 10.30: Respostas ao degrau de perturbagao. Com controlador avango-atraso
(esquerda) e com controlador H,, padrao (direita).
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Figura 10.31: Diagrama LabView.

Neste ponto, os estudantes ja percebem que controladores de alta ordem podem fornecer
solugbes mais adequadas para o problema do que o controlador de 2% ordem avango-
atraso obtido.

Em geral, as respostas dos estudantes as atividades de sala de aula interativas foram
bastante positivas.

Indicam que o ponto forte do curso é a introdugao as técnicas de controle robusto
com foco nas aplicagbes relacionando teoria, simulagdo e trabalho de laboratorio

Além disso, o uso intensivo de Matlab e Simulink em sala de aula contribuiu para
desenvolver as suas habilidades em simulagoes.

Como consequéncia da experiéncia adquirida em atividades de aula, a participagao
dos estudantes em discussoes aumentou.

Cada grupo de estudantes explora alguns aspectos do projeto de acordo com a sua
habilidade e envolvimento com outras disciplinas o que favorece a aprendizagem de
novos componentes de controle a aplicagoes.
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O uso de resposta em frequéncia para descrever as especificagoes de desempenho e
o uso do Simulink foram bem assimilados pelos estudantes. O diagrama LabView VI
na configuragdo usada é fornecido de forma que o estudante precisa somente projetar a
lei de controle e introduzir no bloco como mostrado na Fig. 10.31.
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Apéndice A

Tabela da Transformada Z e
Propriedades

A.1 Propriedades da Transformada Z

Linearidade

Z{a z1(k) + B Ig(k)} —a Z{xl(k)} n Z{:z:g(k:)} (A1)

Deslocamento para Direita - O Operador Avanco

Z{x(k - d)} = z*dz{x(k)} =24 X(z) d>0 (A.2)

Deslocamento para Esquerda - O Operador Atraso

d—1
Z{x(k: + d)} =2 lX(z) - Zx(q)z_q] d>0 (A.3)
q=0
Amortecimento
z{x(k)e*a”s} — X (2e9T%) (A.4)
Valor Inicial
X(0) = lim X(2) (A.5)
Valor Final
-1
lim (k) = lim z —X(2) = lim(: — DX(2) (A.6)

A propriedade do valor final somente ¢ valida se x(00) existe. Assim, s se aplica a
processos estaveis.

A.2 Tabelas de Transformadas
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Tabela A.1: Transformadas de Laplace e Transformadas Z



Apéndice B

Rotinas de Interrupcao e do
Controlador PI

void TIMER _isr ()

{
disable interrupts (INT_ TIMERI);
clear interrupt (INT_TIMERI);
if (running motor==1) //Flag Motor Rodando
Digital = read adc();
H = Digitalx0.12038;
//CONTROLADOR
en = ref-H; //Calcula o Erro
un = 0.00613*%xen — 0.003465%xenl + unl;
enl = en;
unl = un;
//ATRIBUI VALOR CALCULADO AO DUTY
un = unx10000;
if (un>9500)
{
un = 9500;
}
if (un<0)
{
un = 0;
}
duty = (unsigned int)un;
enable interrupts (INT TIMERI);
}
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Apéndice C

Ganho para Sistemas MIMO

O ganho é uma relagdo entra/saida e pode ser definido como

G (jw)ugelw?
oo — Ml _ IGG) oc I
ull = Twocr=T]
ali
[[uol|
com || || a norma Euclidiana. Observe que multiplicando a entrada por um escalar nao
altera o ganho do sistema, assim
G(j G(j
i, JCGI _ G
[[uol| [[uol|

ouminHuOH:1 ||G(jw)U0|| < Ganho < ma$|‘uO|‘:1 ||G(](U)7.L0||

Nao existe uma defini¢do 1util de fase para sistemas MIMO. A resposta em freqiiéncia
de sistemas MIMO ¢ limitada portanto pelo méximo e minimo ganho do sistema. Seja
a decomposicao

H=Y [% 8} U* (C.2)

em que H € C™*P Y € CP*P U € C™*™ sao matrizes unitarias e Y = diag(oy, ..., 0,
com o1 > 09 > ... > o, > 0 e min(m,p) > r. As colunas de U sdo formadas por

autovetores ortonormais de H*H e as colunas de Y por autovetores ortonormais de
HH*.

Notagao C.1 o(H) =0;:i=1,..7, Onax(H) = 01 € Oppin() = Or-

Pode ser verificado que o(H) = maz[\;(H*H)]'/? e o(H) = min[\;(H*H)]'/? com
A(.) denotando autovalor.

Definigao C.1 Uma matriz U € F™*" ¢ dita uma matriz unitdria se e sé se U*U =
UU* =1, . Equivalentemente, as n colunas de U formam uma base ortonormal de F™,
1. e.

N 1 i=3j
“i“j:5ij={0 oy (C.3)

Se F'= R, a matriz U é chamada ortogonal.
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Observacao C.1 Matrizes unitdrias preservam o produto interno e daqui a norma de
vetores: U € F™*™ ¢ unitdria entdoVa,y € F"(Uz,Uy) = (x,y) e daqui Uz, = ||z||5-

Observagao C.2 A matriz H nao possui valores singulares zero (o(H) > 0) se e sd se
H tiver posto coluna completo. Quando a matriz H for quadrada tem-se opin(H) > 0
se e sé se H for nao singular.

C.1 Interpretacao da Matriz H como Operador

Sejam

H:C?P—C™ U=[UUs], UeCm*"
u— Hu Y =WY], Y;erxr

(C4)
Assim, H[U;Us] = [Y1 3.:0] onde HU; = Y1 Y. ou H = Y; 3. U{ ou na forma didatica
H= Zo’z‘yz‘uf (C.5)

i=1
com u; e y; e colunas de U e Y, respectivamente. Os vetores u; e y; sao chamados

vetores singulares a direita e & esquerda de H, respectivamente. Uma vez que U é
e .
unitaria uju; = d;; e segue que u; ¢ mapeado em o;y; por H

Huj = () oiyiu})u; (C.6)
=1
O‘jyj (C?)

entdao, H rotaciona (u; — y;) e escalona (y; — o,y;). Em R? pode-se visualizar
graficamente o efeito de H em u na Figura C.1

h

T :
\\J U,

Figura C.1: Interpretacdo geométrica do valor singular.

H o,)5 01)1

Exercicio C.1 Mostrar que o valor singular pode ser computado a partir do problema
de autovalor, uma vez que o2 é um autovalor de H*H, ou seja H* Hy; = o?y;. Sugestao.
Utilizar a forma diddica de H e H*.

O méaximo valor singular ¢4, (H) e 0o minimo valor singular ¢,,;,(H) desempenham
um papel importante na analise e projeto de sistemas de controle multivariaveis.

Lema C.1 oyax(H) € omin(H) sao dados pelas identidades:
Omax(H) = max ||Hull

llull=1

Omin(H) = min ||Hul. (C.8)

flull=1
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Para verificar o lema, H pode ser escrita como:

|Hul?> =wUSY*Y S U*u
=zx* 2235
com x = U*u e usando as propriedades: ||z| = ||[U*u| = ||Jul| e MAaxX||y||=1 |Hul| =
maxHxH:l HZ {EH
Agora | z||> = S0, o2|x]?, sujeito a ||z]|* = 1, é maximizado com z; = 1 e
x; = 0 para todo ¢ # 1 e é minimizado com z,, = 1 e x; = 0 para todo ¢ # r e entao
O'max(H) = maxHuH:l HHU” e Umin(H) = minHuH:l ||HU|| O'mm(H) = minHuH:l ||Hu||

(C.9)

O ganho do sistema para todas as entradas é menor do que o maximo valor singular
”ﬁ?ﬁ” < 01. Uma maneira intuitiva de entender este resultado é notando que o7 é o
méximo ganho sobre o conjunto ortogonal de diregoes da entrada definido pelos vetores
singulares & direita. Assim, o ganho maximo pode ser obtido quando a entrada u é

proporcional a u;. O calculo do ganho da matriz para a entrada awu; fornece

[Hew)| _ XL, aufan]
[|acus | [|cus |
ooy ||
[y ||
ooy [yl
o [|ur ]
aloy

||
uma vez que ||y;|| = ||ug|| = 1.

Observagao C.3 A decomposicao de valor singular tem a sequinte propriedade:

Omax(H) = |H|
= maxHuH:lﬂHuH
maz [ HU|
O ]

0U $€Ja Opmar(H) € a norma do operador H induzida pela norma Euclidiana.

C.2 Ganhos de um Sistema Multivariavel

Seja y(t) = G(jw)uge’“t. A decomposigio de valores singulares da matriz de fungao de
transferéncia é dada por G(jw) = Y.;_, o;y;u} para cada w. Os valores singulares em
funcdo da frequéncia sao chamados valores principais.

Exercicio C.2 Dado o sistema (A, B, C,D) abaizo, obter a matriz de transferéncia
G(jw), o0s ganhos e a norma infinito. Utilizar os comandos:

G=ss(A, B, C, D); Gf=tf(G); sigma(G)
normhinf (G) :

A=[0 1 0;0 O 1;-4040 -444 -14];

B=[ 1 2;0 1; 0 4]; C=[10 10 0;0 1 0]; D=eye(2);
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