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1. Problema 11, cap. 4 de HMN. Uma pessoa esta segurando uma ex-
tremidade A de uma mola de massa desprezivel e constante elastica
80 N/m. Na outra extremidade B, hd uma massa de 0,5 kg suspensa,
inicialmente em equilibrio. No instante ¢ = 0, a pessoa comega a
sacudir a extremidade A (figura), fazendo-a oscilar harmonicamente I
com amplitude de 5 cm e periodo de 1s. A

(a) Calcule o deslocamento z da massa em relagdo a posigao de
equilibrio, para ¢ > 0. (R: z(t) = a[sin(wt) — (w/wp) sin(wpt)],
com w = 27 rad/s, wy = 410 rad/s ¢ a = WA/ (W} — w?) = B
0,066 m, com z apontando para cima).

(b) Calcule a forga total F(t) exercida sobre a extremidade A para
t>0. (R: F=mgz — k[z — Asin(wt)]2), com A = 0,05 m.

SOLUCAO COMENTADA

(a) O primeiro passo nesse tipo de exercicio, e em muitos outros, é definir o(s) sis-
tema(s) de coordenadas de interesse e, em seguida, escrever as forgas que agem
no sistema fisico de interesse. Nesse problema, em particular, ha dois sistemas de
coordenadas naturais: um com origem na posicao relaxada da mola e outro com
origem na posicao de equilibrio. Ainda que o exercicio faca mencao explicita ao
ultimo, incluir no seu esboco o primeiro, ajuda a compreender melhor a geometria
do problema, bem como calcular a deformagao da mola.

A figura a seguir mostra os sistemas de coordenadas e as respectivas coordenadas
do bloco. A partir da segunda lei de Newton, temos

ﬁR:ﬁk+m§':m6,

onde a forca elastica da mola depende de sua deformacao. A coordenada depen-
dente do tempo y(t) introduzida na figura representa a posi¢ao da mao (extremi-
dade A) com respeito a posigao inicial. Do enunciado podemos concluir que

y(t) = Asin(wt),
com A=0,05mew =27/T = 27 rad/s. Podemos entao escrever no sistema Oz
kly — 2|2 —mgz = mZz

Certifique-se de que em qualquer instante de tempo ¢, a deformacao da mola
é, de fato, y(t) — z(¢).

A equagao diferencial para z(t) é entao
Pt wiztg= - sin(wt),

onde introduziu-se a frequécia natural do sistema wy = \/k/m = 410 rad/s.
A mudanca para o sistema de coordenadas com origem na posicao de equilibrio
2eq = —myg/k pode ser feita percebendo que

myg

20) = 2(0) + 200 = 2 ()~ 5L,
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z(t)

e que pelo fato de diferirem apenas por um termo constante z.,, as derivadas com
respeito ao tempo de ordem maior ou igual a um (1) de z e 2’ sdo todas iguais.
Logo

k’A
=/ 2.1 :
_ t
z —|—LUOZ m sm(w ),

que é a equacao diferencial para um oscilador de frequéncia natural wy sob a acao
de uma forga externa

F.ut = Fysin(wt), Fy = kA.

A solucao geral dessa equagao deve entao ser a superposicao da solucao geral da
equacao homogénea associada

w/ 2.0
Z +wyzp =0,

com uma solugao particular da equac¢ao nao-homogeénea, que chamaremos 25.
Se promovida a uma equagao para uma func¢ao complexa w(t) = u(t) +iv(t) € C,
com parte real u e parte imagindria v, satisfazendo

E E
i+ wiu = = cos(wt) e B+ wiv=—"sin(wt),
m m

vemos que a parte imagindria de w(t) é exatamente a solucao particular que
procuramos. Combinando linearmente as equagoes diferenciais para v e v com
coeficientes 1 e i, respectivamente, e usando a férmula de Euler (™! = cos(wt) +
isin(wt)), temos para w

@ 1wt

W+ wijw = —e
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cuja candidata natural a solugao seria w(t) = Ce™'. As derivadas primeira e
segunda de w(t) com respeito ao tempo satisfazem

W= ilww, W= —ww.

Substituindo w e w na equacao diferencial

, Fy .
(_w2 4 wg) Crezwt — _6zwt7
m

de forma que
Fy
¢= m(wi — w?)’
0
e a solugao particular é entao
Fy , Fy

/ t — t :I wt —

60 =t = || =

A solugao geral fica entao

sin(wt)

2/ (t) = 21 (t) + 25(t) = B cos(wot + ) + sin(wt)

m(wd — w?)

Como era de se esperar também, a solucao geral possui duas constantes
arbitrarias B e ¢, vindas da solugao geral da equagao homogénea associada.

Utilizemos agora as condigoes iniciais do problema para fixar B e ¢. A velocidade
do bloco pode ser obtida derivando z'(t) com respeito ao tempo

Z(t) = —woBsin(wot + @) + #F—baﬂ) cos(wt),
entao
2'(0) =0= Bcosy
{ #(0) =0=—wyBsinp+ W}%
Concluimos entao que
w B

=tn/2—B=4+——"———
7 ™/ wo m(wg — w?)’

de forma que a solugao final (para qualquer escolha de ¢) é
Fy {

T

sin(wt) — el sin(wot)] )
Wo

e lembrando que Fy = kA e que k = mw3, temos também

(t) = WA {

w
= sin(wt) — — sin(wpt) | .
s [sinet) = £ sinGunt)

Wo

ATENCAO: o fato de ambas as escolhas de ¢ levarem & mesma solucio final
é uma caracteristica particular valida somente para as condigoes iniciais do
problema (repouso na origem). Em geral, a andlise conjunta de ambas as
condigoes (posicao e velocidade iniciais) fixam ¢ sem ambiguidades.
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(b) A forca F(t) esté aplicada nao no bloco, mas na extremidade A da mola. Dessa
forma, para determind-la, é preciso redefinir o sistema fisico de interesse. En-
globando a mola, nosso sistema massa-mola passa a ter o diagrama de corpo livre
da figura a seguir, onde apenas as forcas externas estao representadas:

—

®

»

o )

Perceba que ao incluir a mola como parte do novo sistema fisico, a forca
ﬁk aplicada pela mola no bloco (no ponto B) passa a ser uma forga interna
ao sistema. Essa forca deve ser cancelada pela reacao do bloco na mola,
também interna.

Aplicando a segunda lei de Newton a esse novo sistema, temos:
Fp = F(t) +mg = micu,

onde dgyy é a aceleragao do centro de massa do sistema bloco-mola. Como a mola
tem massa desprezivel, o CM do sistema bloco-mola é idéntico ao do sistema
formado somente pelo bloco. Logo

F(t) = mg+mZ'
E usando a equagao diferencial para 2/, temos que mZz = kAsin(wt) — kz’. Logo

F(t) =mg — k[ — Asin(wt)]




