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Referéncias: Reif, Secs. 9.4, 9.5, 9.8, 9.13
Salinas, Secs. 8.2, 8.3 ¢ 10.2



— Distribuicao de Fermi-Dirac:
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— Distribuicao de Bose-Einstein:
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— Ensemble canonico com /N particulas: Ocupagdes meédias
sujeitas ao vinculo:
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Estatistica de Maxwell Boltzmann. Serd interessante obter a
estatistica de um gas de particulas classicas distinguiveis, em
termos semelhantes a discussao realizada sobre gases quanticos na
ultima aula. Embora a energia seja uma variavel continua, iremos
considerar estados discretos de uma particula, com energias ¢, =
p.2/(2m). A separagdo entre os niveis de energia discretos pode ser
admitida arbitrariamente pequena, de forma a eliminar qualquer
diferenca significativa entre os resultados obtidos através das
descrigdes discreta e continua. Observando a restricdo quanto as
ocupacoes, a funcao de particao canonica sera,
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Entretanto, sendo as particulas distinguiveis, ndo basta determinar as
ocupag0Oes n, mas também o numero de maneiras diferentes de obté-

las:
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Distribuicao de Maxwell-Boltzmann. As ocupacoes médias serao:
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A seguir, iremos explorar os resultados da ultima aula para obter o
limite classico das distribuicdes quanticas, comparando os
resultados a distribuicao MB.



i BE 1/(exp(x)-1)
Limite classico. Para € >> u, as 1 Bogoas |
. . .~ . /(exp(x)+1)
distribui¢des se aproximam, 1.5 s Eeciicaat
sugerindo a existéncia de um limite
S = (e —p)/(kpT)

classico. Vale notar, s6 ¢ possivel
ocupar estados com energias muito
acima de u em altas temperaturas, o
que corrobora a ideia de limite
classico.

o T ew
Vale recordar (aula passada), u < 0 em altas temperaturas, de modo
que (¢, — u) > 0. Ainda que B seja um namero pequeno em altas
temperaturas, exp[f(e, — u)] << 1 € a regiao em que as distribui¢oes
FD e BE diferem significativamente, pois os fatores =1 se tornam
importantes. O limite cldssico deve ocorrer em altas temperaturas, €
deve tornar as distribuigdes quanticas equivalentes, pois ndao ha duas
estatisticas classicas. Esse limite, portanto, deve resultar da condigao

exp[p(e, — w]>> 1.



Argumento alternativo. No ensemble candnico, devemos
respeitar os vinculos
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Para tanto, € necessario exp[f(e, — w)] >> 1, de forma que as
maiores energias (&) tenham contribuicdo insignificante para o
somatorio (garantindo sua convergéncia).

Limite das distribuicoes. Para as distribuicoes FD e BE, o limite
classico sera:
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— No limite classico, o vinculo sobre o nimero de particulas permite
determinar facilmente o potencial quimico:
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Reescrevendo as ocupagdes médias:
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O Limite classico das distribuigdes FD e BE reproduz a distribuigao
MB (para particulas classicas distinguiveis), como esperado.



Ensemble Grande-Canonico: Na ultima aula, os gases quanticos
foram considerados no ensemble candnico, com o vinculo sobre as
ocupagdes 2 n, = N. No ensemble grande-candnico, ndo ha tal
restricao:
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Ensemble Grande-Canonico: A auséncia do vinculo sobre
ocupacoes permite fatorar a funcao de partigao:
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— Para férmions, n,™** =1, enquanto para bosons, n M = o,



Estatistica de Fermi-Dirac. Lembrando que n,= 0, 1, a funcao de
particao grande-candnica sera:
1
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Finalmente:
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Estatistica de Bose-Einstein. Lembrando que 0 < n, <oo, a fun¢do
de particdao grande-candnica sera:

@)

Z 6_5<63_M)ns — 1
1 — 6_/8(68_#)

NnNs=

In(Z) = Z —In [1 _ G—B(es—u)}

S

10In(2) B
Ne = | 1 _ B(er—mp)
N 5 865 B 868 Z n & )

r

fls =



Gas de Fotons. Os fotons, quanta de radiacao elétromagneética, sao
bosons. A radiacdo eletromagnética no interior de uma caixa (oca),
com paredes idealmente refletoras, ¢ constantemente refletida nas
paredes. Quanticamente, os fotons sdo constantemente absorvidos e
reemitidos pelos atomos das paredes das caixas. Uma vez que os
fotons ndo interagem entre si, nem mesmo por colisoes elasticas, o
equilibrio termodinamico do sistema se estabelece pelas interagoes
(absor¢ao/emissao) com as paredes da caixa, que funcionam como
reservatorios térmicos.

I Podemos considerar o gas de fotons no
ensemble candnico, com 7 e V
determinados pelas paredes da caixa,
v porém o numero de fotons (N) ndo € bem
determinado, por causa dos processos de
x absorcao/emissao.




— Nao havendo vinculo sobre o numero de fotons, a funcao de
particdo podera ser fatorada:
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— A expressdo acima ¢ semelhante a funcdo de particdo grande-
canonica da estatistica BE, porém com potencial quimico nulo.
Dessa forma:
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Radiancia Espectral, R (v)
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Corpo Negro: objeto 1ideal
que nao reflete radiacao
eletromagnética (EM), sendo
um absorvedor perfeito. A
teoria classica de Rayleigh ¢
Jeans (RJ) nao concorda com
os dados experimentais sobre
a emissao de ondas EMs por
um corpo negro a temperatura
T. Essa discordancia ficou

conhecida como ‘“catastrofe
do ultravioleta (UV)”.

— A radiancia espectral do corpo negro — poténcia emitida por
unidade de area no intervalo de frequéncia (v, v+dv) — ¢ funcdo de
sua temperatura. Como a superficie do sol pode ser entendida como
um corpo negro (a radiacao emitida resulta de sua temperatura, nao da
reflexdo de radiagdo incidente), a radiancia na regido UV, prevista
pela Le1 RJ seria altissima, incompativel com a vida na Terra.



Suponha que uma cavidade (“caixa”) com paredes
internas 1dealmente refletoras, € com um pequeno
orificio. A radiagdo  eletromagnética que passe ao
interior pelo orificio tera pequena probabilidade de
escapar, sofrendo muitas reflexdes e atingindo o
equilibrio termodinamico com as paredes refletoras,
cuja temperatura ¢ 7, antes de vir a escapar. Assim, a
radiacdo que escapa pelo orificio € caracteristica desse
estado de equilibrio, de forma que o orificio se
comporta como um corpo negro com temperatura 1.

— A Lei de RJ ¢ uma teoria classica baseada no fato de que a radiancia
do orificio ¢ proporcional a densidade de energia da radiagdo no
interior da cavidade. Isso requer a contagem de modos (ondas EMs
estacionarias) da radiacdo na cavidade, andloga a contagem dos
modos das deformacdes elasticas no solido de Debye. A densidade de
modos na cavidade também ¢ proporcional ao quadrado da frequéncia

(v= w/2n): 2V
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Assim, a energia média da radiacdo na cavidade
(energia por unidade de volume no intervalo de
frequéncias (v, v+dv)) sera

u(v)dv = u(T) p(v)dv

onde i(7) ¢ a energia média por modo da radiacdo. Sem entrar em
detalhes, a energia dos modos (ondas estacionarias) da radiagdo pode ser
escrita em termos da soma do quadrado de uma coordenada generalizada
(q,) e do quadrado de seu momento (p,), ¢, = Y2[ p,> + (27v)*q,*]. (Isso
resulta do fato de que a densidade de energia do campo eletromagnético ¢
dada pela soma de termos que envolvem o quadrado do campo elétrico e
o quadrado do campo magnético). Do ponto de vista classico, esse fato
permite aplicar o Teorema de Equiparti¢cdo, resultando na catastrofe UV
(a densidade de energia da cavidade, e portanto a radiancia espectral do
orificio, sdo proporcionais a Vv?):



Com base em argumentacdao muito diversa da utilizada aqui, Planck
introduziu, no trabalho que ¢ considerado a fundacdao da Mecanica
Quantica (1900), a energia média para modos com energias
quantizadas, ¢, = nficw = nhv. Explicitamente:

_ _ hv

u(T) = hvn = Bhv 7
8w  hv 5

u(v)dy = 3 o 1" dv

A distribuicdo BE para
fotons também ¢ chamada
de distribuicdo de Planck.

Spectral energy denslty, u(y)dv

Frequency, vy (Hz x 10™)
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