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4302401 — Mecanica Estatistica

Gases Ideais Quanticos

Referéncias: Reif, Secs. 9.1 a9.4
Salinas: Sec. 8.0 a 8.2



1) Mecanica Classica: particulas do mesmo tipo sao distinguiveis
(a prior1, desde que suas coordenadas € momentos sejam tratados
como variaveis deterministicas).

2) Mecanica Quantica: particulas do mesmo tipo intrinsecamente
indistinguiveis, havendo dois casos:

2.a) Bosons: funcdes de onda simétricas frente a permutacdao de
pares de particulas. Nao ha restricoes quanto ao numero de
particulas em um dado estado

U(q1, 5k 5 ,qn) = (@1, @, s Qky N

2.b) Férmions: fun¢des de onda antissimeétricas frente a permutacgao
de pares de particulas. Duas particulas ndo podem ter o mesmo
estado (Principio de Exclusao de Pauli).

\IJ(QM'” s ks 5 {qly - 7QN) — _\IJ(QM s qly " Gk, 7QN)



— Gases Ideais Quanticos. Sejam o, f, 7, ... estados quanticos de
uma particula em uma caixa de volume V' (ver aula passada).

O gas 1deal quantico € um sistema de N particulas
fracamente interagentes na caixa de volume V.
Sera importante distinguir os (micro)estados do
y gas € os estados quanticos de uma particula, com
energlas €., &g, €, etc.
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Ocupacao: Seja E, a energia de um microestado do gas,
caracterizado por uma dada distribuicdo das particulas entre os
estados quanticos ¢, (¢, = ¢,, & etc.). Expressaremos £, em termos
de uma soma sobre estados (ao invés de soma sobre particulas):

n. = numero de particulas com energia ¢..
Er = E Ny € Diz-se que n, particulas ocupam o r-ésimo
T estado (ou que a ocupagdo do estado € n,).



— Ensemble Canonico. Uma vez que (&, V, T) sdao constantes, ¢
necessario impor um vinculo as ocupagoes dos estados, compativel
com o numero de particulas:

ER:Z’NJT-ET N:an

— Por causa do Principio de Pauli, ha uma distingdo fundamental
entre o gas de férmions e de bosons:

férmions: n, = 0,1
bosons: n,=0,1, ..., N

OBS: no microestado com energia £, do gas, a ocupagdo do r-€simo
estado quantico € n,. Em um outro micorestado, £;’, a ocupacao
desse mesmo estado quantico serd diferente, n’. E preciso
subentender essa relagdo na notacao simplificada utilizada aqui:

_ R R R
Erp = E Ny € = E N, € = €Ny + €ny + -
T T



— Funcao de particao. Iremos indicar a dependéncia da funcio de
particdo em relacdo ao numero de particulas, para explicitar o
vinculo sobre as ocupacoes, 2 n, = N:

Z(N) p Ze_ﬁ(nfiél‘FnQREQ—F-..) — ZG_B(n1€1+n2€2+"')
R R

— Ocupacao meédia: As interagOes ténues permitem que as
particulas mudem de estado quantico, mas no equilibrio (N, V, T) o
numero de particulas ocupando o s-é¢simo estado quantico sera
constante (independente do tempo):

— % Z ns 6_5(?1161—{— et Ng€st ) —
R

1/ 1\ 8 _ 190In(Z)
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— Distribuicoes Quanticas. Na funcao de parti¢ao candnica, a soma
sobre microestados pode ser expressa em termos de somas sobre as
ocupacoes dos estados quanticos:

Y =YY Y com N =Y
R ni N2 Ng r

(s)
Z(N) — Z —Bnses o Z o~ B(nici+nzeat )

ns=0 ni,ng,:

H,_/

(exclui o estado s;
N — n_ particulas)

— Sera conveniente definir:

(s)

_ (exclui o estado s, com o vinculo
Zs(N) = E e Plmertnacat ) +n,+ . n . =
nt+n,+..+tn_tn_,+..=N)
n1,n2, -
) (exclui tad incul
o —B(ni€e1+nsea+ ) (excluio estado s, com o vinculo
Zs(N —1) = E € n+tn,+..+n_tn,+..=N-1)

ni,na,--



— A fungdo de particdao podera ser escrita na forma:

N (s)
Z(N) — Z e~ Bnses o Z o~ B(nieitnzert )
ns=0 1,9, "

(s) (s)
_ 6—6068 Z 6—5(n1€1+n2€2+...) _|_€_5€S Z 6—5(n161—|—n262—|—...) T

n1,n2, - ny,ng, -
~ ., « P

Zr ;::N Zr nr;r(N_l)

— Portanto:

Z(N) = Zg(N)+ e PeZ (N —1)+e 2P Z (N —2) + -

— Z ZS(N_nS)

ns=0



— Estatistica de Fermi-Dirac. Férmions do mesmo tipo sdo
particulas quanticas intrinsecamente indistinguiveis e sujeitas ao
Principio de Exclusdo de Pauli,n,=0,]1.

1 (s)
Z(N) — Z 6—,6n563 X Z 6—5(n1€1+n262+~-) _

ns=0 ni,M2,
= 1 x Zy(N) + e P x Z, (N —1)
n;;O n;;l

— Numero médio de particulas no estado s:

0+e P Z(N-1) 1
—Bes — B €s Zs(N)
Zs(N)+e Zs(N —1) 1+ eB ZIN=T)

Ng =




— Para relacionar Z (N) e Z(N-1), vamos notar que AN =1 << N:

In[Z,(N — AN)] ~ In[Zs(N)] — mngjv(N 1N,
— Assim: o
_ 9m[Z,(N)

ZJ(N) = Z4(N — AN) e 2N a;

— Estando interessados no caso N >> 1, sera indiferente a
dependéncia de Z (N) em relagdo ao estado s (ver proximo slide).
Nesse caso, poderemos escrever

_ OIn[Z4(N)] _ O0In[Z(N)]
B ON -~ ON
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— Sobre a aproximagdo «, = «, vamos utilizar as defini¢oes
anteriores para escrever

Z(N)=ZyN)+e P<Z (N —1) ~ Z,(N) (1 +e Pe)

In[Z(N)] = In[Z,(N)] + In(1 4 e~ Pe=~%)

0 0 1 oo
- —_ _ ,—Bes—«
oN MZ(N)] = F5=lZ(N)] + 75— (—¢ ) o
A= 0 — T 8_04
- S S@N

— Caso N sgja suficientemente grande para que o potencial quimico
(que relacionaremos a  no proximo slide) ndo varie em funcao do
numero de particulas (0a/ON = 0), teremos a = a,. Lembre-se que
na estatistica FD, a ocipa¢ao média € menor ou 1gual a 1.



— Rememorando a expressdo da energia livre de Helmholtz no
ensemble canoénico, F = — In(Z)/, vamos relacionar o parametro o
ao potencial quimico. Lembrando que AN = 1:

~ 0In[Z(N)] OF
“="on = Pan = K
— 1
Ns = 1—|—€B(€S_,u’>

— O resultado acima ¢ conhecido como Distribuicdo de Fermi-
Dirac. A energia interna meédia do gas de férmions pode ser expressa
como 1indicado abaixo, € o potencial quimico (fun¢do da
temperatura) pode ser obtido do vinculo sobre o numero de
particulas:

E = Zﬁses B 1
S Zn‘s:zeﬁ(es—u)+1 = N
0<n, <1 i

S



— Estatistica de Bose-Einstein. Bosons do mesmo tipo sdo
particulas quanticas intrinsecamente indistinguiveis ndo sujeitas ao
Principio de Exclusdo de Pauli, 1sto €, n, = 0,1,...N. Iremos retomar a

expressao da fung¢do de particdo, utilizando a expansao de Taylor
para Z(N —n,) e fazendo o= fu:

N
Z(N) — ZS(N) Z e_B(GS_IUJ)ns

ns=0
— Numero medio de particulas:
Zfl:o nge P Z (N —ny)
S e B Z (N — n,)

N
V)
|

N —B(es—p)ns N
— Z”S}\?O s © _ 19 In Z o—Bles—p)
ZnS:O 6_5(68_/1’)77’5 6 863 n-—0
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1
_ . —Bes—p)ns ~o
10 1 B 1
Ns = _E aes = 1 — 6_5<€s_:u) o e/B(GS_H) — 1
— Portanto: n. — !
. ns B 6/8(68_/11) — 1

— O resultado acima ¢ conhecido como Distribuicdo de Bose-
Einstein. A energia interna média do gas de bodsons pode ser
expressa na forma abaixo (com o vinculo sobre as ocupacgoes),

~ 1
- ;nszgeﬂ(es—ﬂ)+1 = N




Potencial Quimico: E importante salientar que o potencial quimico
¢ uma funcao da temperatura, em decorréncia do vinculo (FD e BE):

) 1
z;ns - Z eBlea—i) £1

— A expressdo acima define uma fun¢ao implicita, que pode ser
resolvida numericamente, como 1lustrado abaixo:

T y T y T g T . T
~——Fermi Energy E, '

10

Ideal Fermi Gas
— = = |deal Classical Gas
« =« = |deal Bose Gas




— Fermi-Dirac. Em decorréncia do
Principio de Exclusdo, em 7' = 0 ha
varios estados quanticos ocupados no
gas de férmions. Mais precisamente,
todos os estados com energia € < u
estardo ocupados (n = 1) e todos os
estados com energias € > u estardao
desocupados (n = 0). Em T =0, ¢
definida a energia de Fermi, &, = wu.
Vale lembrar que, para T — 0, o
potencial quimico ¢ positivo, u > 0.
(Na figura, admitimos u = constante,
ou seja, pequenas variacoes de 7)

B
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1+ 65(6_,“)
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- kT=5/100
kT =p/10
— kT =2
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— Para T > 0, ha probabilidades ndo nulas de ocupagdao de estados
com energias acima da energia de Fermi (¢ > u). Em geral,

0<ns <1



— Calor especifico eletronico. Propriedades eletronicas de metais
podem ser descritas admitindo um gas de elétrons. Quando a
temperatura aumenta (ainda com u >0), apenas estados com energias
proximas a energia de Fermi (u) t€m sua ocupacao modificada.

\ — Em baixas temperaturas,

--T1~0  apenas elétrons que ocupem
— 15 > 11 estados no intervalo Ae ~ kg7,
\ em torno de € = u, contribuirdao
\ para o calor especifico. Assim,
\ ' o numero efetivo de elétrons
\ _ que contribui para o calor
k . especifico dos metais ¢ baixo.

kT

< >

e/

OBS: Tipicamente, o regime de baixas temperaturas ¢ valido. Por
exemplo, para o cobre: T, = u(T=0K)/kz = 8x10* K.



Bose-Einstein. Em temperaturas
baixas, 77— 0, ndo ha restri¢oes
para que todas as particulas
ocupem os estados com energias
mais baixas. Nessa situacdo, o
potencial quimico tende a zero,
sendo definida uma temperatura
critica (7.), na qual w(7.,)=0.

—Quando u — 0,e T — T, todos
os bosons tendem a ocupar o
estado fundamental, levando o
sistema a sofrer uma transicao de
fase denominada condensacdo de
Bose-Einstein.

1

'fL —
T 20 BE L 1/(exp(x)-1)
Bosons
- 1/(exp(x)+1)
1.5 -t Fermions
= (e—u)/(ksT)




2 D velocity distributions

~100nK

~200nK

crédito: M. Mathews, JILA, University of Colorado, Bolder

A producao de condensados BE de atomos de rubidio (figura), entre
outros, utilizando técnicas de resfriamento rendeu o Prémio Nobel
de 2001 a Cornell, Ketterle ¢ Weiman. Os estados estao relacionados
ao momento linear, p = mv = m(v,,v) dos atomos. O aumento do
numero de atomos com v, = v, = 0 ¢ a assinatura da formagéo do
condensado.



