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4302401 — Mecanica Estatistica

Aspectos Basicos
de

Mecanica Quantica

Referéncias: Reif, Sec. 9.1; Salinas: Secs. 8.0 e 8.1



— Em Mecanica Quantica (MQ), o estado de uma particula ¢ descrito

pelo seu spin e pela sua fungdo de onda. Por simplicidade, nos
concentraremos, por hora, em particulas sem spin.

— Densidade de Probabilidade: Sendo r a posi¢do da particula, sua
funcao de onda serd denotada por y/r, f). Ao contrario da Mecanica
Classica (MC), a MQ nao permite obter a trajetoria da particula, r(¢).
A informacdo contida na funcdo de onda ¢ mais limitada: a
probabilidade dP de observar a particula, em um dado instante ¢, no
volume d’r em torno da posicao r, ¢ dada por:

dP = [¢(r,1)]* d°r

Assim, 0 modulo ao quadrado da fun¢ao de onda (em geral uma
funcao complexa) define a densidade de probabilidade de observar a
particula em uma dada regido, (r, r + d°r), no instante .



— Exemplo: Vamos considerar, por simplicidade, o movimento
unidimensional de uma particula, cuja fungdo de onda ¢ y(x,f). O
grafico abaixo 1lustra a densidade de probabilidade em ¢ = ¢,:
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— Indistinguibilidade: Na MC, a posicao, r(¢), ¢
em principio uma variavel deterministica. Assim,
mesmo que tenhamos duas particulas do mesmo
tipo, podemos distingui-las, pois r,(¢) # r,(?).

— A figura abaixo ilustra a densidade de duas particulas quanticas do
mesmo tipo no instante £. Serda impossivel saber qual particula foi
detectada na regidao Ax, pois: (1) ambas tém densidade de
probabilidade ndao nula nessa regido, ¢ (i1) ambas tém as mesmas
propriedades fisicas (carga, massa, etc.), uma vez que sao do mesmo
tipo. Assim, na MQ particulas do mesmo tipo sdo intrinsecamente
indistinguiveis.
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— Equacao de Schrodinger: As funcoes de onda sdo solucdes da
equagao de Schrodinger, mostrada abaixo para uma particula que se
move na dire¢ao x sob agdo da energia potencial V(x):

[ h* 0?

+ V(x)] Y(x,t) = ih%@b(x,t)

 29m Oz2

Sendo V(x) independente do tempo, podemos escrever a solu¢cao na
forma y(x,fr) = ¢(x) exp(—ia/h), onde o € constante:
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" v<az>] o) = ad(a)



— Na MQ, a energia cinética ¢ representada por:

h* 02

T — —
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— Assim, o termo entre colchetes (denominado Hamiltoniana)
representa a energia da particula, permitindo indentificar o = E
(soma das energia cinética e potencial):

o 2+ V()| 6la) = adls) = Bolw

— Obtemos assim a equacado de Schrodinger independente do tempo:

s+ V@) 6(0) = Botw




— Na maioria dos casos, para uma dada energia potencial V(x), ha
um conjunto discreto de solug¢des que correspondem a diferentes
energias:

[ h* 02

 2m Oz2

" v<a:>] bu(2) = Enin(a)

— Exemplo: Particula Livre. Caso V(x) = 0, ondas planas, dadas
por ¢, (x) = A exp(ikx), sao solugdes:

h2 : :
[—Q—(ZkQ)] Aezkx _ Ek Aezka:
m
21.2
B, — h*k
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— Como a energia de uma particula livre € cinética, a expressao
acima indica que o quadrado do momento linear seja p? = (hk)>.



— Particula confinada em uma caixa: Sendo nula a probabilidade
de encontrar a particula fora da caixa, ¢ razoavel um modelo em que
a energia potencial V(r) ¢ nula no interior da caixa e infinita em seu
exterior. O volume da caixa ¢ admitido grande o suficiente para que
sua forma seja irrelevante. Generalizando a energia cinética para o
problema tridimensional:

L, h: [ 0? 0? 0?
(5’332 + 5,2 + @) ¢x(r) = Ex ¢x(r)

2m

L, Pk (r) = Ae®T | interior
P (r) = .
¢k(r) = 0, exterior
h? h?k?
Ey = s—(ki+k, +k) =

2m 2m



— Sendo nula a probabilidade fora da caixa, serd necessario impor
condi¢des de contorno que resultardo em energias e vetores de onda
(k) discretizados (quantizados). Por conveniéncia, vamos impor
condicoes periodicas de contorno, admitindo que o volume da caixa
¢ grande o suficiente para que a escolha da condi¢ao de contorno nao
seja importante:
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— Spin: O estado da particula na caixa fica bem determinado pelas
trés componentes do vetor de onda, k = (k, ky, k), e pelo seu spin.
Sera suficiente observar que o quadrado do spin também admite
valores discretos, S? = A?s(s+1), onde s ¢ um inteiro ndo negativo
(0,1,2,...) ou semi-inteiro nao negativo (1/2, 3/2, 5/2, ...).

— Ha, na natureza, dois tipos de particulas denominados férmions e
bosons. Os férmions sao caracterizados por nimeros quanticos de
spin semi-inteiros (s = 1/2, 3/2, 5/2, ...), enquanto os bosons pelos
valores iteiros (s = 0, 1, 2, ...). Elétrons e protons sao férmions,
enquanto fotons e nicleos de “He sdao bdsons.

— Como veremos a seguir, ha diferencas relevantes no tratamento de
férmions e bosons na MQ que terdo consequéncias tambeém
relevantes na Mecanica Estatistica.



— Duas particulas na caixa: Admitindo que a interagcdo entre as
particulas seja ténue, a fung¢do de onda de duas particulas com spin
(s) € dada, a principio, por (embora nao demonstrado aqui, mas o
produto abaixo ¢ uma solucdo da equacdo de Schrodinger para as
duas particulas ndo interagentes):

‘I’ZLZM (r1,r2) = ¢Zsl (1'1)¢Z;S2 (r2)

— Acima, mg, € m, sdo denotam os estados (projecoes) de spin. Para
simplificar a notagdo, vamos indicar a = (k,, m,) € f = (k,, m,,):

\I’a,ﬁ(rl,rz) = ¢a(r1)¢5(rz)

— Indistinguibilidade: sendo as particulas quanticas intrinsecamente
indistinguiveis, ¢ essencial levar esse fato em consideragdo na
construcao da fun¢ao de onda (algo que nao fizemos até aqui). Como
veremos, a fungao de onda W ; precisa ser aprimorada.



— Férmions e bosons: Um dos postulados da MQ afirma que a
funcao de onda de bosons do mesmo tipo deve ser simétrica frente a
permutagao de um par de particulas, isto €,

U, p(ry,re) = Uy p(ra,r)

Ja& a funcdo de onda de férmions do mesmo tipo deve ser
antissimétrica, 1sto €,

\Ija,ﬁ(rla r2) — _\Ija,ﬂ(r27 rl)

— Caso as particulas na caixa sejam bosons do mesmo tipo, a funcao
de onda deve ser simetrizada:

W, p(ry,12) = % 60(r1)65(r2) + Ga(r2)ds(r)

(O fator 27 ndo ¢é importante para a presente discussdo, apenas
garante a normalizacdo da densidade de probabilidade.)



— Caso as particulas na caixa sejam férmions do mesmo tipo, a
funcao de onda deve ser antissimetrizada:

1

o p(r1,ra) = 7 [Pa(r1)dp(r2) — da(r2)ds(r1)]

— Principio de Exclusao de Pauli: vamos considerar dois bosons no
mesmo estado, o = f:

Waa(ry,re) = % [0 (1) B0 (r2) + da(r2)da(r1)] = V200 (r1)da(r2)

Facamos o mesmo para dois férmions:
1

7 [Pa(r1)@a(r2) — ¢a(r2)da(ri)] =0

\Ija,a (1‘1, 1'2) —

— O resultado acima 1lustra o Principio de Exclusdo de Pauli: em um
sistema de férmions do mesmo tipo, duas particulas nao podem ter o
mesmo estado.



— Estatistica de particulas classicas e quanticas: Para ilustrar as
diferencas entre particulas classicas (distinguiveis), férmions e
bosons, vamos considerar que ha duas particulas (4, B) e trés
estados de uma particula (o, S, 7).

(a) As particulas classicas serao 4B

denotadas por 4 ¢ B, uma vez AB
que sdo distinguiveis, ainda que AB

sejam do mesmo tipo. A tabela A B
ao lado 1lustra os estados B y
possiveis para o sistema de duas 4 3
particulas:
B A
A B
B A



(b) Os bosons de mesmo tipo
sdo 1ndistinguiveis, sendo
denotados por 4 ¢ A:

(¢c) Os férmions de mesmo tipo
também s3o indistinguivels e
devem respeitar o Principio de
Exclusao:

AA
AA
AA
A A
A A
A A




(d) Em cada caso, qual a probabilidade de encontrar as duas
particulas no mesmo estado (aa, S ou yy)?
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