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¢

Ensemble Grande-Canonico™

Referéncias: “Reif, Secs. 8.7 e 8.8; Salinas: Secs. 3.2 ¢ 3.3
“Reif, Sec. 6.9 Salinas: Sec. 7.2



Sistemas com Numero Variavel de Particulas

— Iremos considerar sistemas constituidos por diferentes tipos de
particulas, de forma que o numero total seja N= N, + N, + N; + ..,
1sto €, a soma dos numeros de particulas de cada tipo. Havendo m
tipos distintos:

— Ha situacdes de interesse em que o numero de particulas pode
variar, tais como reagoes quimicas (diminui o nimero de moléculas
de reagentes € aumenta o de produtos) e transi¢oes de fase (aumenta

o numero de moléculas na fase gasosa e diminui na fase liquida, por
exemplo).

— A entropia do sistema, com energia £ e volume V, podera ser
escrita na forma

S:S(E7V7N17N27"' 7Nm)



— A variagdo de entropia em um processo quase-estatico
infinitesimal sera:

0S5 oS oS
dS = dE + d dN;
5= (g2) 2+ (v) v + X (%)
Lembre-se que nas derivadas parciais acima, as demais variaveis sao

mantidas constantes. De acordo com as definicoes discutidas
anteriormente,

1 D 0S5
dS = —dE + =dV + Z (aNj)dN]

— Potencial Quimico: iremos definir o potencial quimico por
particula da espécie j na forma
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— Perceba que a defini¢ao impoe unidades de energia ao potencial
quimico. E imediato obter:

dE = TdS —pdV + Y p;dN;
j=1

— A expressdo acima generaliza a Primeira Lei para sistemas com
numeros variaveis de particulas. Segue também

( OF ) B ( OF >
b = — ) = [ =
’ 8Nj aNj S,V.{N}

— O potencial quimico caracteriza a variacdo da energia interna em
funcdo do numero de particulas de uma dada espécie (mantidas
constantes as demais variaveis).



— Com vistas a discussdo sobre gases ideais quanticos, que
realizaremos nas proximas aulas, sera interessante relacionar o
potencial quimico e a energia livre de Helmholtz, F = E — TS:

dE = TdS —pdV +»  p;dN;

j=1

= [d(T'S) — SdT] — pdV + Y  p;dN;

j=1

dF = —SdT — pdV +» p;dN,
j=1
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Exemplo: Equilibrio entre fases. Vamos considerar um sistema
isolado, no qual existem N, particulas na fase 1 (digamos, liquida) e
N, particulas na fase 2 (digamos, gasosa):

EF = F{ + E5 = const.
V =V, + Vo = const.
N = N; + Ny = const.

— As condi¢des de equilibrio poderao ser obtidas da maximizacao da
entropia:

S = S(N, V, E) = Sl(Nl,Vl,El) —I—SQ(NQ,VQ,EQ)
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— Portanto:

1 1 P1 D2 1 1
—dFE —dFE —dV; + =dVo — —u1dNy — — uodNo = 0
T, 1 T T o + T, 1 B 2 T U1 aIN1 T o aiNo

— Uma vez que (dE\+dE,) = 0, (dV,+dV,) = 0, e (dN,+dN,) = 0,
teremos:

1 1 P11 D2 1 1 )
— — — | dE — — = dV7 — | =1 — = dN1 = 0
(Tl T2> 1 T (T1 T2> 1 (Tlﬂl T2M2 1



—Sendo dE,, dV, e dN, variagOes arbitrarias:

1 1
<———>dE1:O:>T1:T2

Ty T5
P1 P2 P1 P2

(Tl T, ) ! T, T, P1 =12
H1 2 H1 2

<T1 T ) ! T, T HL = H2

— Além das condi¢oes de equilibrio ja conhecidas, a variacao do
numero de particulas da origem a condi¢ao u, = u, para o equilibrio
entre fases. Caso tenhamos liquido e vapor de uma substancia
simples em equilibrio, essa condicdo 1mpoe que a variagao de
energia da fase liquida quando uma molécula evapora (0E,/0ON,) seja

igual a variagdo de energia da fase gasosa quando uma molécula
condensa (0E,/ON,).



Ensemble Grande-Canonico

— Iremos retomar a situacdo em que um sistema de interesse S
(microscOpico Oou macroscopico) encontra-se em contato térmico
com um reservatorio, R, cuja temperatura € 7, = 7. Porém, iremos
relaxar o vinculo impermeavel, isto ¢, podera haver transito de
energia e de particulas entre S ¢ R, sendo o reservatorio também
caracterizado pelo potencial quimico, u,= u. O sistema global, R+S,
¢ admitido 1solado (&, V, E constantes):

Es+Erp = F
Vet+ Ve =V fr>fs
Ng+ Np = N (O reseratorio se caracteriza

por um numero de graus de
liberdade, f,, muito maior que
o do sistema, f.)



—Postulado Fundamental: para o sistema (R+S), a probabilidade de
encontrar o sistema (S) em um particular microestado, definido pela

energia £; e numero de particulas NV, sera

1
Pj — Q(E’N)QS(Ej,Nj)QR(E—Ej,N—Nj)

— Sendo f; << f,, praticamente toda a energia e todas as particulas
estardo no reservatorio. Fazendo uma expansdao de Taylor de
primeira ordem em torno de E,=E e N,= N:

6IH[QR(ER, NR)]

In(P;) = In(c) + n|Qr(E)] +

X 0ln[QR(ER, NR)]

8NR E( ])




— Reconhecendo as defini¢cdes (para o reservatorio):

81n[QR(ER,NR)] 1 1
8ER E kBTR kBT
8ln[QR(ER,NR)] o 1 aSR L _
N, T ks Nkl T Bur = —Bu

— Nas expressoes acima, fo1 admitido que R estdo S em equilibrio,
de forma que To= T, =T e uy= up = . Assim:
In(P;) o< =B (Ej — uN;)

P; = const x e B(Ei—pN;)



Funcao de Particao Grande-Canonica

— A normaliza¢do da probabilidade P; podera ser escrita em termos
da funcdo de particdo grande-canonica (2):

Z
J
— Os microestados de um sistema em equilibrio térmico € quimico

com um reservatorio (caracterizado pela temperatura 7 e pelo
potencial quimico u) define o ensemble grande-canonico.

— Os microestados do sistema niao sao equiprovaveis. Nao ha
conflito com o Postulado Fundamental, pois ndo se trata de um
sistema 1solado.



— Niamero médio de particulaS'

N = SBN = 3 YN E =
J J
_119 ™ (BN 10In(Z2)
Z [ ou - B8 Ou
— Energia Média:
zZ
?9_6 — Z_(Ej — uN;)e B(E;—pN;)
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— Relacao com a funcao de particao canonica: Vamos rearranjar a
soma sobre todos os microestados na fun¢ao de particdo grande-
canonica da seguinte forma:

\ ]N J

> = ¥

J
soma sobre todos os soma o n°. soma os MEs
microestados (MEs)  de particulas  com N particulas

— A energia de um microestado com N particulas sera denotada na
forma £, = E(N). Assim:
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