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4302401 — Mecanica Estatistica

Sistemas Interagentes:

Gas Monoatomico Nao Ideal — 11

Referéncias: Reif, Secs. 10.3 a 10.5
Salinas: Sec. 6.4



— Expansao do Virial: A generalizagdo da equacao de estado do gas
1deal ¢ usualmente expressa em termos de uma serie de poténcias da
densidade, p = (N/V) , denominada expansao do virial:

ﬁ% = g + By(T) (g)Q + Bs(T) <%>3 TR

J
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(gas i1deal)

By(T) = —%1(5) = 2 /OOO r2dr (6—5“0“) - 1)

Potencial de Sutherland (altas temperaturas, fu <<1):
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By (T) = —27T/ rdr (6_5“’(7") — 1)
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By(T) = —2n / Pdr (70 1)
0

— A energia de interacdo u(r) € repulsiva (positiva), para pequenas
distancias internucleares (» < ©), atrativa (negativa) para distancias
ligeiramente maiores (digamos, o < r < 50), € nula para maiores
separagoes.

— A parte repulsiva do potencial (# — o) contribui positivamente
para B, em qualquer temperatura. A regido atrativa contribui
negativamente para B,, sendo essa contribuicdo mais significativa
em pequenas temperaturas, exp(—pFu) >> 1.

— Na temperatura de Boyle, as contribui¢des positiva € negativa se

cancelam, de forma que B,(Tj.) = 0.



Equacao de Estado de van der Waals

— O segundo coeficiente virial obtido para o potencial de Sutherland
pode ser escrito na forma:
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— A constante b’=(2m/3)0° tem a ordem de grandeza do volume de
uma atomo (25’). Assim, € razoavel admitir pb’ << 1, pois:

b/ -~ (10—10 m)g _ 10—30 m3
N ~ 10%*
V ~1m?°

0O

.T-

pb ~ 107°

— Admitindo uma expansdo de Taylor de primeira
ordem para a funcao 1/x:

~ 1+0bp

1—-0p



1
— Portanto: (p +a'p?) (; — b’) = kT

— Sendo N, a constante de Avogadro, n = (N/N,) o nimero de mols,
e v, = (V/n) o volume molar: p=(N/V)=(N/N)N,/V)=N,v,.:

(p+ %) (o — b) = RT

Ui
a = Nid b= Nab

— A expressao acima ¢ a forma usual da equacgdo de estado de van

der Waals, que se reduz a equacao de estado do gas ideal para a = b
= 0.



— Escrevendo a equacao de estado do gas ideal em termos de v, :

RT RT

p

— Admitindo que a interacdo seja fracamente atrativa, € = a = 0,
teremos, para a equagao de van der Waals:

RT b = N,b’= N,2n/3)c® representa o volume
VU — b excluido, resultante da interacdo repulsiva.
Sendo o072 o raio atomico, o volume excluido ¢

46\ ! (47/3)(0)® (volume hachurado). O volume

excluido por atomo corresponde a 2 desse
valor, (2nt/3)(0)® = b’.

— A componente atrativa da interagdo, tende a diminuir a taxa de
colisdo dos atomos contra as paredes do recipiente, € portanto
diminui a pressdo em relacao ao gas ideal (—a/v,?).



Argumento alternativo: Iremos admitir que, sobre cada atomo do
gas, existe um potencial efetivo U, (r) devido as interagoes com 0s
demais atomos (denominado Campo Médio). Assim, o gas
interagente sera aproximado por um conjunto de particulas
independentes cuja energia ¢ dada por:

p2

€ — % —|—U€(I')

— Funcao de particao:

1 1 [1 :
Z = —zN = [ /dSr/dSp e~ A(P7/2m+Ue(r))
NP N RS

1 [/2 2 Y
b ™\ [ 3 BU(r)
TN (h%ﬁ) /d”

— Para prosseguir, iremos admitir aproximagdes um tanto grosseiras
sobre o potencial efetivo U (r).

N




— A nteragdo ¢ fortemente repulsiva (U, — o) em uma regiao de
volume V. Fora dessa regido, o potencial serd substituido por um
termo efetivo constante (médio):

/dgr e PUr) /d3r e PV = (V — Vy)e PUe

|4 (V —Vp)

3 N
1 2mm \ 2 _aF
ZmKh%ﬁ) M BU&}

— Equacao de estado:

_10ln(2) N 1 _559(?6
P=87av ~ 3 lv-w) "ov
L NksT 00,

(V — W) oV



— Para determinar a energia média por particula, iremos explorar a
relacao:

_ 1 1 - 1
NU, = 5N(N— 1) ~ §N2fa — U, = ;Nu

— Utilizando o potencial de Sutherland:

4 > 4 >~ d 47 o3
U = VW : r?u(r) dr = VW (—60‘6)/0 T—Z = —e%%
- 2m o N
— Portanto: = — 3
U, € 5 o %
NkgT oU. NkgT 21 4 (N’
p = — N = —e—0° | =
(V —Vo) oV (V —Vo) 3 V
N——

1 1
(p + a/PZ) (; — %) = kT (0e=NIV})



— Identificando (1/p,) com o volume excluido (5’), recuperaremos a
equac¢ao de van der Waals:

(p+d'p?) (% —b') = kT

_ RT a
p_vm—b V2

— Apesar das simplificagdes um tanto grosseiras, o ponto relevante
dessa argumentacdo foi nao admitir um gas de baixa densidade.
Embora com limitagdes bem conhecidas, o modelo de van der Waals
permite estudar transi¢cao de fase (liquido/gas).



— Fator de compressibilidade: Z = v_/* | onde v’_ ¢é o volume
molar do gas ideal (portanto, Z = 1 para o gas ideal). O grafico
abaixo ¢ obtido da equac¢ao de van der Waals.
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— Exercicio: No slide anterior, a pressao reduzida ¢ a razio entre a

pressdo (p) e a pressdo critica (p,.). O ponto critico, que marca o fim
da linha de coexisténcia entre liquido e gas de uma substancia, pode

ser obtido das condi¢oes (v = V/N ¢ a densidade de volume):

2
)0+ (2,
ov ) ov? ) .

Escrevendo a equagao de van der Waals na forma

CL/

(p—|— —> (U — b/) = kT
v

mostre que o ponto critico do modelo ¢

 8ad a’

 2Tkgl B

v. = 3b’ T.



