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4302401 — Mecanica Estatistica

Sistemas Interagentes:

Gas Monoatomico Nao Ideal

Referéncias: Reif, Secs. 10.3a 10.6
Salinas: Sec. 6.4



Gas Monoatomico Interagente: Funciao de Particao

— No limite de baixa densidade, as moléculas/atomos de um gas
estao, em média, distantes o suficiente para que a interacao (elétrica)
seja desprezivel, caracterizando o modelo do gas ideal.

— Caso haja interacao, ¢ razoavel considerar que o potencial possa
ser decomposto em uma soma de interacoes de pares. No caso do
gas monoatomico, a Hamiltoniana (energia) sera dada por:
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H = g zmpz -+ U(I'l, 7rN) '.
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N InteracOes de trés ou mais

particulas desconsideradas

(razoavel em baixas
1=1 1=2 j=1 densidades).
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— A func¢ao de particdo do gas interagente ¢ dada pelo produto de
fun¢Oes de particdo associadas as energias cinética (Z;) e potencial
(Z,). A primeira semelhante similar a do gas 1deal:
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— A dificuldade de descrever o gas ndo 1deal reside no calculo de Z,
denominado duncao de particao configuracional.



— Uma solugdo formal pode ser obtida da relagdo entre a fungao de
particdo € a energia media:
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— O limite § — 0, que corresponde a 7" — oo, faz o fator de

Boltzmann tender a unidade, exp(—fU) — 1, de forma que Z,(0) =
I’V (termo configuracional do gas ideal). Portanto:
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— Havendo N atomos, o niumero de pares serd 2N(N — 1). Lembrando
que N >>1 (~10%):
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— Finalmente, admitindo que a intera¢do entre um par de atomos ¢
funcao da coordenada relativa, r = (r;— rj), teremos:

[ &ru(r) exp(—Bu(r)) J n 3 exn(— B ulr
T [ drexp(—Bulr) 351 Ud PL=futr)
= —iln(zu)
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— A interacdo u apenas difere apreciavelmente de zero quando os
atomos estdo proximos (» ~10~7m). Assim, u = 0 ¢ exp(—fu) = 1 em
quase todo o volume do gas, sendo conveniente reescrever z,,:

zu:/dgr B — /d3r 1+ (e = 1)] = V + I(B)

— Perceba que /() = 0 na auséncia de interacdo (u = 0), de forma
que a contribui¢ao da interacao (u # 0) € descrita por esse termo.



— Os modelos para interagdo entre pares em geral admitem que a
energia de interagdo ¢ funcao da distancia, r = |r|:

I(B) = /d3r (e_ﬁu(r) — 1) = 4Am /OOO rdr (e_ﬁu(r) — 1)

zu=V+I(ﬁ)=V[1+%5)]

— Admitindo 7 <<V, teremos (expnasao de primeira ordem de In(x)):
0 I 0 I
u=——1In|V 14+ — = —— |In(V)+In(14+ =
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~ [ln(V)+V] =~ “Vas V/o reu(r)e dr



— Finalmente: U —

B 2
In(Zy) = NIn(V) _/0 U(BYdB = NIn(V) + %Nvl(ﬁ)

— Expansao do Virial: A generalizagdo da equacdo de estado do gas
ideal ¢ usualmente expressa em termos de uma serie de poténcias da
densidade, p = (N/V) , denominada expansao do virial:

ﬁ% ~ % + By(T) (%)2 + By(T) (%)3 TR

J

Vs

(gas ideal)

— Acima, os termos B; sdo denominados coeficientes viriais.
Veremos que a equacgao de estado associada a presente aproximagao
para In(Z,)) corresponde ao segundo termo do virial, B,(T).



— Equacao de Estado: Retomando a expressao da funcido de
particao do gas interagente:
81n(Z) o 8111(ZKZU) o aln(ZU) o

ov oV oV

- % [Nln(V)+%N72](5)] = % - %(%)21(6)

— Portanto:

Bp

Bo(T) = —%1(5) — _on / 2y (e—ﬁuw _ 1)
0

— Sendo a temperatura suficientemente alta para permitir a expansao
de primeira ordem do fator de Boltzmann:

Bo(T) = 27f3 /OO r? u(r) dr
0



Interacao Entre Atomos: Modelos

1) Potencial Lennard-Jones: expressao semi-empirica muito
utilizada em simulagdes computacionais. Sendo r = [r; — r| a
distancia entre os atomos:

O termo atrativo, —r°, ¢
dominante em longas distancias
(r >> 0), e descreve interacdes de
Van der Waals. O termo
repulsivo, 12, ¢ escolhido por
conveniéncia (ndo tem base fisica
rigorosa). O parametro &
estabelece a profundidade do
poco de potencial, enquanto o
estabelece o “volume excluido”
ou “raio efetivo” dos dtomos.




Interacao Entre Atomos: Modelos

2) O potencial de Sutherland: simplifica a parte repulsiva do
potencial de Lennard-Jones, utilizando uma “parede infinita” ou
“caroco duro” (hard core).




Interacao Entre Atomos: Modelos

3) Potencial Poco Quadrado: altamente 1dealizado, mas
matematicamente conveniente.

X r<o

u(r)=¢ —e o<r<Ro
0 7r>Ro




Calculo do Coeficiente B,(7)

By (T) = —27T/ rdr (6_5“(7“) — 1)
0

Potencial de Sutherland: Esse potencial ¢ intermedidrio entre
Lennard-Jones ¢ Po¢o Quadrado, tanto do ponto de vista do
comportamento fisico quanto das dificuldades matematicas.
Tomando a aproximacao linear (altas temperaturas) para o fator de
Boltzmann na regidao r > o':

Bo(T) = —2 /00(—1)r2dr — omef /:O (%)GTer _
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A figura abaixo mostra o ajuste aos dados experimentais para o N,
(gas diatdbmico, mas a discussdo sobre o movimento translacional ¢
semelhante).
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