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| 4302401 — Mecanica Estatistica

Ensemble Canonico:

Gas Ideal Diatomico

Referéncias: Donald A. MacQuarrie, Statistical
Mechanics, Cap. 6 (Secs. 6.1 a 6.3)

Moodle, Pasta “Textos’, Diatomic Molecules
(Secs. 4.8 € 4.9)



— kg1 (por oscilador)

— 3NathT

por atomo por mol

— Sistema de Osciladores Quanticos (N =3N,):
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— Limite de alta temperatura:

h _
W w1 — E~ NkpT = 3NukpT
knT

cy ~ 3kp (por atomo)

— Em geral, sendo A¢ o quantum de um dado grau de liberdade:

Ae .
2 1 quantizagio relevante

kgl ™
Ae
kg1

< 1  quantizagio irrelevante

lim Cv(T) =0
T—0

Ae classico
kB—T L]l = Cv<T> ~ Cy/



Molécula Diatomica: Energia

— O movimento de uma molécula diatomica inclui a translacdao do
centro de massa (CM), aléem do movimento rotacional e vibracional
em relacao ao CM:

/
€ = €trans + €vib + €rot + €

— £, € @ €nergla associada ao movimento translacional.

— &,, € a energla associada a0 movimento vibracional “puro”,
admitindo orientagao fixa e desprezando o acoplamento as rotagoes.

— &, € a energia associada a rotagOes rigidas, admitindo que a
molécula nao se deforma, desprezando o acoplamento as vibragoes.

— & ¢ a energia associada ao acoplamento rotacional-vibracional

(perceba, por exemplo, que o momento de inércia varia em razao das
vibracoes).



— A Hamiltoniana (energia) de uma molécula diatdmica pode ser
descrita em termos das coordenadas atdmicas, r, € Iy, Ou em termos
da coordenada do CM, r,,, € da coordenada relativa, ¥ =r , —rg:

P —ph + V(jra —ra)
€ = p o rqa—rpg
QmA A 2m pB
1 1 (admitimos que a
— _p%M + —p2 + V(r) interagdo depende da
M 2,“ distdncia interatdmica,
> r=r|=[ry, —rg)
— Na expressao acima:
mamp
ILL —
M =ma+mp ma + mp
(massa da molécula) (massa reduzida)
1
rem = - (mara + mprp) r = (ra—rp)

(coordenada do CM) (coordenada relativa)



— Movimento translacional:
| R 1

WPCM — m(

€trans —

2 2 2
pCM,a: + pCM,y + pCM,z)

— Movimento vibracional e rotacional. Escrevendo p = (p,0,¢),
podemos relacionar as componentes p, ¢ p, a0 momento angular (L):

1 1
Crot—vib = —L% + —p2 + V(r) +¢
21 214
N ~ v
€rot €vib

— O termo vibracional depende apenas da distancia entre os atomos
(modulo da coordenada relativa): » = |r|, p = u(dr/dt).

— No termo rotacional, / = ur,> € o momento de inércia calculado na
distancia interatdmica de equilibrio r, (minimo de V(r)). L € o
momento angular da molécula (em relacao ao CM).

— Em geral, I(r) = ur?, acoplando assim rotagoes e vibragoes. Esses
acoplamentos ndo serdo tratados explicitamente (contidos em &’).



N -’ . — No termo vibracional, a energia
| | potencial V(r) pode ser expandida
em uma série de Taylor em torno
V(r) do minimo (r,). A aproximagdo
— )1 harmonica consiste em truncar a
expansao em segunda ordem:

dV 1 d?V 1d°V
V(r)=Vi(ro) + ar e (r—ro) + 2 dr2 |, (r—70)* + 6 drd |rg (r—710)* 4 -+
const. — ~— S Ve
=0 =k ~ AL
1 (termos ndo harmonicos)
= Sk(r —70)% 4 Van(r)
1 1
evib = —P° + =k¢® + Vin
20 2
dr d(r —r d
onde: q:(’f’—’ro); p:,LL—_,LL( O)— _q

dt a P



A — Para uma molécula linear, um dos eixos
principais de inércia sempre ira coincidir
® A com o eixo da molécula (convencionado z).
Como o momento de in€rcia em torno
desse eixo € praticamente nulo (/= 0),

- podemos escrever a energia rotacional na
? y forma:
mg 1 1 1
€Erot — ELQ — ﬁLi + ELi

— Vale verificar que os momentos de inércia em relacdo aos eixos
sdo 1guais,

2 2 2
Iow = 1yy = maza +mpzg = prg =1

pOIS:
“A —<B — T0 (
ZA = FFT0
—
< maza +mpzg =0 < moa

X ref. do CM



— Em boa aproximacado, podemos escrever a energia da molécula
diatdmica na forma:

1
€ = m(p%Mx +p%My + pen ) +

~ ()
12 1 2 1 2 2 /
— —k — (L7 + L Va
+2u +2q—|—21($—|— y)+(h/4)

— O termo desprezado inclui a componente nao harmoénica da
energia vibracional (V) € o acoplamento rotacional-vibracional
(€). A expressao da energia mostrada acima ¢ tipicamente uma
aproximagao razoavel para moléculas diatomicas.



1
€ = m(pém + Peny + Pen ) +

)

!

(translagdo)
1 1
— k — (L2 + L?
+ o p* + —kq® + E 1< + )
(Vibre'u;ﬁo) (rotellgﬁo)

— Ha trés termos quadraticos na energia translacional (coordenadas
do CM), dois no termo vibracional harmonico (p? € ¢?), ¢ dois no
termo rotacional (L, e L, sdo momentos generalizados associados as
respectivas coordenadas angulares, 6, ¢ 6,). Segundo o Teorema de
Equiparticao, um gas com N moléculas terd energia interna

- 3 2 2 7 7

trans vib rot



Exemplo: H,
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A previsdo do Teorema, C), = (7/2)R, independente da temperatura,
esta qualitativamente errada.



— Na aproximacao utilizada, a energia de uma molécula (ou do gas)
pode ser decomposta em componentes translacional, vibracional e
rotacional, de forma que:

CV L Ctrans 4+ CVlb + Crot

— Como mencionado na discussao sobre o gas monoatdomico, o
movimento translacional pode ser tratado classicamente em
excelente aproximacgao, de forma que

3
trans __ %
Cyr 5 R

— Para os movimentos vibracional e rotacional, a quantizacdo da
energia ¢ 1mportante (lembre-se, o Teorema de Equiparticao se
baseia na Mecanica Classica).



— Quantizacao da Energia Vibracional: sendo cada molécula
descrita como um oscilador harmoénico (energia vibracional),
podemos utilizar os resultados obtidos na ultima aula para o sélido
de Einstein. Energia média e calor especifico por oscilador:

> B 1 1
vib __ —Ben __ € vi — h _
n=0

ovib Devib \ I hw \ 2 eBhw . % 2 RN
voNar ) kpT ) (efhw —1)2 AT (6%—1)2

— Acima, O , = liw/kg, de forma que:

O, . 0,\”
— > 1 = c‘{}bsz(7> e T =0
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— Para H,, ®, = 6000 K. A contribui¢do vibracional para o calor

1%

especifico se torna relevante bem acima da temperatura ambiente.
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A contribuicdo rotacional serd discutida na proxima aula. Vale notar
que, em temperaturas suficientemente altas, C;''® = R (por mol).



— A curva azul representa mais realisticamente a energia potencial
vibracional de uma molécula diatomica. Ao contrario do potencial
harmonico (V,), os niveis de energia ndo sdao igualmente espacados
(0 quantum diminui com o aumento da energia).

Como o quantum diminui,
o limite classico € mais
rapidamente alcancado
pelo potencial realista (em
comparacao ao potencial
harmonico).




