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4302401 — Mecanica Estatistica

Distribuicao Binomial

(Passeio Aleatorio)

Referéncias: Reif, Secs. 1.7 a 1.9; Salinas, Cap. 1



Distribuicoes de Bernoulli e Binomial

— Seja x = 0, 1 uma variavel aleatoria, com p (1) = p e p (0)=(1- p).
Essa variavel caracteriza a Distribuicdo de Bernoulli, que se aplica a
situacoes do tipo sucesso/insucesso, ligado/desligado, etc.

— Havendo N realizacOes independentes, a variavel aleatdria x, que
corresponde ao numero de “sucessos” com probabilidade p,
caracteriza a Distribuicao Binomial.

— Um importante exemplo em Fisica ¢ o Passeio Aleatorio, que
serve de modelo ao movimento difusivo (Browniano).

" ~s?rfé( Entre colisdes sucessivas,
' livre caminho médio (/) e
livre tempo médio (7).
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Passeio Aleatorio

— Passos com comprimento / (fixo) e
intervalo de tempo .

— Prob. de um passo para frente: p

— Prob. de um passo para tras:
q=(1-p)

—n, = no. de passos para frente

— n, =10. de passos para tras

Posi¢cao apos N passos: — N=(n; + n,) = no. de passos

ry = (n1 —ng)l = ml



— Probabilidade de n, passos adiante a n, passos para tras (independentes):

niy no N_nl

p"q"? =phyq

— Ha maneiras distintas de realizar N passos, sendo n, para frente (f) e n,
para tras (¢):

for vttt N=5
fot f ot t =2
t ot f t f m=3

— Os passos podem ser entendidos como “objetos i1dénticos”. Assim, a
permutagdo de dois passos para tras (ou para frente) ¢ redundante. Ha N!
possibilidades (permutagdes) de ordenar N objetos, mas o computo das
possibilidades distintas exige que se remova a redundancia:

Nl N! (N
nl!ng! B nl!(N—nl)! B 1




— Em uma grande colecdo de passeios aleatorios com N passos, a
probabilidade de ocorréncia de n, passos adiante sera:

Wx(ny) p1q2:< )pqu ’

nl! 712! ni
— N' p?’Ll qN—nl — N pnl qN—’I’Ll
n! (N —nq)! n

— A probabilidade também pode ser expressa em termos do
“deslocamento” m = (n, — n,), teremos, lembrando que N = (n, + n,):

N .
PN(m) — p(N+m)/2 C](N )/2

5NV +m)] [5(N —m)]]




— Normalizagao:

i Wr(n) = i ( TJZ >P”1QN_”1 = (p+q) =1

— Valor esperado de n, (no. de passos adiante):

(1) = g: n Wi (n) = i ( i\i ) nq p™t gt ™

ZN d ZOO N
— — ny N—nq
<n1> - ’nlzonl WN(nl) N pd_ ’n,120< nl ) p q



— Variancia:

N 00
N mn —MnN1
@) = S m W) = 30 () et -

’I’Ll:O 77,1:0

() B - () v

’I’leo

= p|N +pN(N —1)] = pN[1+p(N —1)] =

= pN [¢+pN] = (Np)® + Npg

Finalmente:

var(n1) = o, = (n) — (n1)? = (Np)? + Npq — (Np)* = Npq



Limite Gaussiano

Binomial Probability Distribution |[ N=100,P =05

08 https://www.spss-tutorials.com/binomial-test/
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— Para N >> 1, percebemos _ N 1 2 _ N |
que W,(0) = W (N) = 0. (1) p > Oy pq >

— Iremos considerar o limite W (ng +1) — Wy (ny)
N— owo,dadop~'seq~Y: W (1) <1




— Limite de distribui¢io continua: Wy (n1) = p(ny)dn,

| | | | |
(n1—2) (n—1) n1 (ng+1) (n1+2)

>

— A variavel discreta n, varia segundo An;:

[ Azl WN(nl)] Any = p(ni)An;

— No limite N — oo, a probabilidade W,(n,) essencialmente ndo
varia sobre um intervalo / na vizinhanga de n,:

Z [ALMWN(nl)] Any ~ p(ng) Z Any = p(ny)dn,

niel niel

—Acima, 1 = An, << dn; <<< N. Uma vez que An, =1, teremos:

p(n1) =Wi(ny), onde Wi(ni)= A}gnoo Wx(ny)



Aproximacao de Stirling
In(n!) = nIn(n) — n + Olln(n)]

(valida para n >> 1)

1.510441E+01  1.302585E+01 13.8
100 3.637394E+02  3.605170E+02 8.86E—01
1000 5.912128E+03  5.907755E+03 7.40E-02
10000 8.210893E+04  8.210340E+04 6.73E-03

A aproximagao, portanto, produz erro insignificante (resultado
exato em qualquer sentido pratico), desde que n >>>1:

In(n) N In(n) -l
In(n!) n(In(n) — 1]

€ITO =~



— Serad conveniente tomar o logaritmo da probabilidade:
f(ny) = In[Wx(n1)] = In(N!) — In(nq!) — In[(N — nq)!] +
+n1In(p) + (N —n1)In(g)

— Na vizinhanca do pico da distribuicdo, utilizaremos a

aproximagao de Stirling:

In(x!) = z[Iln(x) — 1] + Olln(x)]
1

zlln(x) — 1], =z>1

Q

— No limite N — oo, € essencialmente exato escrever:

f(n1) = NIn(N) —niIn(ny) — (N —n1)In(N —nq) +
+n1In(p) + (N —n1) In(g)



— Maximo da distribuicio:

dinlf(nl) = In(N —n1) —In(n1) + In(p) — In(q)

d%lf(nl) = 0 = n1 =pN = (n)

— Curvatura;
d? N
d—%f(nl) (N —n)
d? 1 1



— Expandindo f(n,) numa série de Taylor de segunda ordem:

fm) = () = 5o = )

ni

— Tomando a exponencial dos dois lados da igualdade, e
normalizando, obteremos uma densidade Gaussiana:

S i W




