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4302401 — Mecanica Estatistica

Nocoes de Probabilidade — 111



Duas Variaveis Aleatorias

— Algumas propriedades das probabilidades conjuntas sdao extensoes
imediatas do caso de uma variavel:

— Densidade de probabilidade: Pz,y (x,a y/)

/ / pey (', y") de'dy’ =1

— Probabilidade cumulativa (x <x’e y <y’):

x/ y/
Pm,y(x/’ y/) _ / / pm’y(m//’ y//) dac”dy”
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pw,y(fﬂlay/) = pr,y($’7y/)
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valor Medior (F(z,1)) = / Doy (@) fla'y) da'dy

— OO
—prob (X’ <x<x’+dx)e (' <y<y +dy’): Pz, y (37/7 y,) dzx’ dy’

— Reduc¢ido a Uma Variavel: Podemos indagar sobre a densidade de
probabilidade da variavel x, sem qualquer restrigao sobre y (por exemplo,
quando ndo conhecemos ou ndo estamos interessados em conhecer y).
Naturalmente, 0 mesmo vale para y em relacdo a x.

Variaveis Discretas (exemplo): No lancamento de dois dados nao
viciados, denominados 1 e 2, ha 36 resultados possiveis, pois (1 <x, < 6)
e (1 <x, <6). Aprobabilidade de obter x, = x,’, deve contabilizar todas as
possibilidades para x,:
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xh=1 xh=1



— Variaveis Continuas: nesse caso, devemos integrar sobre a “outra”
variavel para contabilizar todas as possibilidades. Obtemos assim a
densidade de probabilidade reduzida ou marginal:

pa(a) = / Doy (') dyf

— 0

py () = / poy (2, y) da’

— o0

— Exemplo: suponha que a probabilidade conjunta de duas variaveis
aleatorias seja uniforme sobre um disco de raio unitario, como definido
abaixo (em notac¢do simplificada). Obtenha p (x). y
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0o 1 1—=x p(X)
p(x) = / p(z,y)dy = —/ dy =
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Embora nao se trate de uma propriedade geral (valida para qualquer

densidade conjunta), no presente exemplo a expressao para p(y) ¢
analoga:

%\/1_y27 ’U’Sl
p(y) =

0, ly| > 1



— Probabilidade Condicional: podemos indagar sobre a
probabilidade de x para um dado valor de y. A probabilidade
condicional da variavel x para um dado valor de y ¢ definida como:

pe (2’ |y)dx’ = prob(z' < x <2’ +dz’ dado 3y’ =y)

z'|y)




— O corte p, (x’,y) nao representa uma densidade de probabilidade usual,
pois em geral sua integral sobre dx’ ¢ diferente de 1. Para que a densidade
condicional seja devidamente normalizada:

px,y(:v/,y) — Cpa:(m'ly) —

— / poy(asy) da' = / po(@'|y) da’

— 0
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=py(y =) =1

— Teorema de Bayes (Lei Fundamental da Probabilidade Condicional):

px) (:C/7y/)
pa(@'y') = ;’ i Pay(2,y") = pa(@'y') y(y')
Yy




— Independéncia Estatistica: duas variaveis aleatorias sdo ditas
estatisticamente independentes caso sua probabilidade conjunta
possa ser decomposta no produto das densidades reduzidas:

ey y) = pe(2)py(y'), = e y estat. indep.

— Nesse caso (x e y independentes): p..(z'|y") = p.(a')

— Exemplo: No exemplo da densidade
uniforme sobre o disco de raio unitario, as
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— Tendo obtido as densidades reduzidas, poderemos calcular a
densidade condicional:

p(z,y) 1w 1 B 1
p(y) T2 ,/1— 2 21— 192’

para |z| < /1 — y?

p(rly) =

— Uma vez que p(xly) # p(x), as varidveis sdao estatisticamente
dependentes.

P(X,Y)

p(x ly)




— Exemplo: distribui¢do normal (Gaussiana) bivariada.

v(t)

t Etz
( ) 1 [ v — 2pv109 + v%]
p\v1,V2) = Xp |~
202,/1 — p2 20%(1 — p?)
Nesse exemplo, 0o, = 0, = 0. O pardmetro p ¢ denominado

coeficiente de correlacdo. Caso p = 0, as variaveis aleatorias v, € v,
(voltagens nos instantes indicados) sao independentes. Em geral,
definindo 7= (7, — 1;), teremos p — 0 quando T — oo, enquanto p —
I quando 7 — 0. Obtenha as densidades p(v,), p(v,) e p(v,|v,),
admitindo p constante.



— Densidades reduzidas:
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— De forma semelhante:
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— Densidade condicional:

B p(v1,v9)
ploslor) =
p(v1)

— exp[— (v3 — 2pv1vy + v7) B vi(l=p?) |

V2mo?(1 = p?) ! 20%(1 — p?) 202(1 — p?)

_ 0y )2

_ 1 exp|— (v2 — pu1) ] (independentes caso

V2mo2(1 — p?) 202(1 — p?)" p=0)

p(f01|”02) /’5(1}2—'01), para p =1




