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Os conceitos de curvatura e tor¢cdo sdo fundamentais na descri¢do da geometria do espagotempo usada na
Relatividade Geral. Estes conceitos sdo discutidos aqui usando as nog¢des de velocidade e aceleracdo de um

corpo em movimento numa dada trajetdria.
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I. CURVATURA E TORCAO

Questdes sao sempre bem vindas. Qual € a interpretacdo
geométrica da aceleragdo? Vamos tentar entender esta per-
gunta estudando alguns exemplos. Primeiro, consideremos
uma trajetdria retilinea onde a posi¢do de um de seus pon-
tos num determinado instante ¢ seja representada pelo vetor
(posi¢do) A#) = (¢, 1 +1¢,0). Consequentemente, os vetores ve-
locidade e acelerag@o sdo vV = 7= (1,1,0)e d = V= (0,0,0),
respectivamente, onde estamos usando um ponto sobre para
representar a derivada temporal. Obviamente, o produto veto-
rial ¥ X d é nulo para esta trajetéria. Vejamos se este mesmo
produto vetorial também € nulo para uma trajetéria que nao é
retilinea, como a trajetdria circular, por exemplo. Em geral, o
vetor posicao

At) = (R cos wt, R sin wt, 0) €))

representa (de forma paramétrica) uma circunferéncia de raio
R, centrada na origem. Consequentemente, os vetores veloci-
dade e aceleracao sao

dﬁ
17’:d—:z(—szinwt,choswt,O), )
i=— = (—w’*Rcoswt, —w’Rsinwt,0) = —w* 7, (3)

respectivamente. Assim, temos trés informagdes importan-
tes sobre este movimento circular: (i) a aceleracdo é vol-
tada para o centro (centripeta), pois d = —w*?, (ii) o vetor
velocidade é sempre perpendicular ao vetor posi¢do 7 -V =
0; e (iii) os médulos dos vetores posicdo (R), velocidade
(Rw) e aceleracdo (v*/R) permanecem constantes durante o
movimento (apenas suas dire¢des e sentidos é que variam
no tempo). A informacdo (ii) é equivalente a interpretacdo
geométrica do vetor velocidade como sendo sempre tangente

a trajetéria. Desta vez o produto vetorial ¥ X @ ndo é nulo e
seu médulo vale || X d|| = w’R?. Consideremos outra tra-
jetéria, a pardbola #(f) = (¢,1 + £2,0). Imediatamente, temos
Vv=(1,2t,0) e d = (0,2,0). Desta vez, o mddulo do vetor ve-
locidade ndo é constante e o produto vetorial ¥ X @ ndo é nulo,
vxd = (0,0,2) (verifique e visualize estes resultados).

Como podemos quantificar o quanto uma dada trajetéria se
diferencia de uma trajetdria retilinea? A resposta estd no pro-
duto vetorial ¥ X d. A quantidade escalar « definida por (a
menos de um sinal)

IV X dll
=5

v =11, “)

denominada de curvatura, com dimensdo de inverso de com-
primento, é nula para uma reta (qualquer), vale k = 1/R paraa
trajetoria circular 7 = (R cos wt, Rsin wt, 0) e k = 2/(1+412)3/?
para a pardbola 7 = (1, 1 + £2,0). Desta forma, podemos afir-
mar que a curvatura € um escalar que mede o quanto uma
curva desvia-se de uma reta, a qual possui uma curvatura nula.
Vale mencionar que uma reta pode ser vista como uma circun-
feréncia de raio infinito. Note que uma pardbola se aproxima
de retas (assimptotas) para valores muito grandes de 7 (f > 1)
e que a curvatura k = 2/(1 + 42)3/? é nula no limite  — oo.
Note também que esta curvatura em ¢ = 0 € x(0) = 2. Verifi-
que que a pardbola 7 = (¢, 1 +¢2,0) se aproxima muito de uma
circunferéncia de raio 1/«(0), centrada em (0, 3/2), na regido
em torno de t = 0, onde y(0) = 1. Assim, a curvatura em
t = 0 estd nos informando o quanto a pardbola se desvia de
uma reta. Faca o Exercicio [.

Ha uma outra maneira de ver a relacdo entre curvatura e
velocidade/acelera¢do ainda mais frutifera. Seja v o médulo
do vetor velocidade e $ o seu versor, entdo Vv = vi. Note
que o versor 9 é sempre tangente a trajetdria 7, pois V = 7
(derivada do vetor posi¢do). Por isso, ¥ também € conhecido
por versor tangente da curva 7 (forma paramétrica). Entdo,
o vetor aceleracdo correspondente, calculado pela derivada do
vetor velocidade, é

a=v= —(9) = W+ v, (5)

Embora ndo esteja indicado, mas todas as quantidades aqui
dependem explicitamente do tempo. Entretanto, o versor ¥
possui uma propriedade especial: seu médulo é sempre igual
a unidade (por definicdo), ou seja, seu mddulo é constante
no tempo. Podemos ver em (H) que a aceleracdo possui uma
componente tangencial (na dire¢do do versor tangente) igual a
v (derivada do médulo do vetor velocidade). Em que direcdo
estd a derivada v do versor tangente? Podemos encontrar esta


mailto:sousa@ifsc.usp.br

direcdo facilmente se usarmos o fato de que ¥ é um versor,
entdo ¥ - ¥ = 1 (médulo independente do tempo). Derivando
os dois lados da igualdade ¥ - ¥ = 1, temos

£(9-9)=2\7-\5=0. 6)

Este resultado nos mostra que v é perpendicular a 9. Note
que este resultado vale para qualquer versor (dependente do
tempo), ou para qualquer vetor cujo médulo ndo varia com o
tempo. E comum denominarmos de normal a diregdo perpen-
dicular ao versor tangente. O versor 7 na dire¢do normal é
conhecido por versor normal. Como o versor normal 72 e a
derivada ¥ sdo paralelos, podemos esolher

b = vih, )

onde « é um escalar, em geral dependente do tempo, denomi-
nado de curvatura. Veremos que ele € o mesmo escalar dado
em (H). Além disso, colocamos o médulo do vetor velocidade
em evidéncia na Eq. () por mera conveniéncia, como vere-
mos a seguir. Portanto, a aceleracdo (H) pode ser re-escrita
como

a=7v=vd+kh. (8)

Fizemos acima a escolha (). Vejamos como esta escolha é
compatibilizada com a expressdo (H) para a curvatura. Mul-
tiplique vetorialmente os dois lados da aceleragdo (B) por V.
Como o produto vetorial entre vetores paralelos é nulo, entdo

PX3=VPXD+VRVXA =V Kh, )

onde introduzimos um versor novo, b=9px 71, denominado de
versor binormal. Assim, calculando o médulo dos dois lados,
podemos isolar a curvatura para re-obter a expressao (H).

Note que o produto vk em (@) tem a dimensdo de inverso
do tempo, como esperado. A motiva¢do para a escolha de vk
como a constante de proporcionalidade entre 71 e ¥ em (@) vem
da trajetéria circular. Como vimos anteriormente, a curva-
tura de uma circunferéncia € o inverso de seu raio (k = 1/R).
Lembrando que o médulo do vetor velocidade ndo muda em
um movimento circular, entdo v = 0. Desta forma, para um
movimento circular, a aceleracdo (B) reduz-se a aceleragcdo
centripeta d = —(*/R)#, com #t = —7. Estes resultados justifi-
cam a escolha que fizemos em (O).

II. TORCAO

Curvas também podem ser classificadas como pertencentes
a um plano, como uma circunferéncia ou uma parabola, para
citar dois exemplos conhecidos, ou ndo pertencentes a um
plano, como uma hélice, outro exemplo bem conhecido. Con-
sidere novamente uma trajetéria circular. Nela, o vetor veloci-
dade (tangencial) € sempre perpendicular ao vetor aceleragao
(centripeta), ambos contidos no plano da trajetéria circular.
Desta forma, o produto vetorial entre os versores tangencial
(velocidade) e normal (aceleragdo centripeta) do movimento

circular é sempre perpendicular ao plano da trajetdria, por-
tanto nunca muda de dire¢do. Sendo um pouco mais preciso,
é a taxa de variagdo do versor binormal b = ¥ x 7 que mede o
quanto uma determinada curva afasta-se de um plano. Elabo-
rando um pouco mais este exemplo, podemos construir uma
ferramenta para medir o quanto uma curva se afasta de um
plano, ou seja, para medir o grau de torcimento de uma curva
espacial.

Antes de mais nada, é importante notar que os trés verso-
res ¥, i e b, com b = ¥ x A, sdo ortonormais e obedecem a
regra da mao-direita, assim como 0s versores z, ] e k de um
sistema ortonormal de coordenadas. Os trés versores {V, 71, fa}
sdo conhecidos por triade de Frenet. Note que estes verso-
res sao fungdes (vetoriais) do tempo, ou seja, ao contrario dos
versores {?, } l}} que estdo fixos, a triade de Frenet ¢ movel
(acompanha o objeto). Note também que os versores da triade
de Frenet sdo linearmente independentes. Sendo linearmente
independentes, podemos escrever a primeira derivada de qual-
quer um deles como uma combinagéo linear deles mesmos,
como fizemos em (). Como eles sdo versores, entdo pode-
mos usar o que aprendemos em (B), isto €, a taxa de variagdo
de um versor (derivada primeira) ¢ perpendicular ao versor.
Por exemplo, 71 - i = 0. Assim, 7 deve ser uma combinagdo
linear da forma = @ + Bb, com « e 8 sendo dois ndmeros
reais. Multiplicando escalarmente esta combinacio linear por
D, obtemos @ = #i - P = —f - = —vk, onde usamos também
a derivada (0). De forma andloga, multiplicando 7 = a + 8b
escalarmente por 13, obtemos 8 = #i-b = —# - b. Infelizmente
ainda ndo decompusemos a derivada b em termos da triade de
Frenet.

Procedendo de forma similar ao pardgrafo anterior, sabe-
mos queb b = 0. Assim, devemos ter b = ad + . Multipli-
cando escalarmente esta combinac@o linear por ¥ obteremos
a=b-v=-b-p= —yKB -n = 0, onde usamos também a
derivada (O). Portanto, b = Bi. Levando esta informagio em
B = —ii - b, obtida no final do pardgrafo anterior, teremos que
B = —f. Desta forma, temos que fazer uma escolha para 5. A
mais utilizada é B = —vt (note a semelhanga com a escolha
que fizemos em (@)). Desta forma,

b=—vrh, (10)

onde o nimero 7, geralmente uma fun¢do do tempo, é conhe-
cido por torgdo da curva 7. Tendo escolhido o valor de 3, a
primeira derivada 7 torna-se em

A

A= —vkd+vrh. (11

As equagdes (diferenciais) (d), () e (),

P = vkh, (12)
b= —vT A, (13)
}él:—VKlA)-i-VTlA], (14)

sdao conhecidas por equacdes de Frenet. Elas determinam
univocamente uma curva a partir do conhecimento de ape-
nas duas funcdes escalares: a curvatura k = «(f) e da tor¢do
T =1().



Podemos deduzir uma expressdo bastante conveniente para
calcular a tor¢ao de forma andloga a expressao (H), usada para
calcular a curvatura. Para isto, precisamos da derivada do ve-
tor acelerag@o (verifique),

. d ~
a = (- A + [k + E(sz)]ﬁ + kv’b. (15)

Multiplicando escalarmente esta expressdo por ¥ X @ = vk b,
obtida em (H), teremos

vxd-ad
T=—— (16)
Vo2’

ou, numa forma mais simétrica,

a7

Note que a taxa de varia¢do do vetor aceleracdo tem utilidade
aqui.

Faca o Exercicio D para ver que a tor¢do de curvas pla-
nas (retas, pardbolas, circunferéncias, etc.) € nula, como de-
veriamos esperar. No entanto, note que a tor¢do de uma curva
como uma hélice é diferente de zero.

Estes conceitos bastante intuitivos de curvatura e torcao de
uma curva sao fundamentais na concep¢ao moderna de espago
e tempo (espacotempo). Como voce estd percebendo, existe
uma relacdo muito intima entre Fisica e Geometria. Esta
rela¢do € confirmada em muitas outras dreas da Fisica e atinge
seu climax na Teoria da Relatividade Geral elaborada por Al-
bert Einstein.

III. EXERCICIOS

Exercicio 1

Desenhe a curva 7 = (1,1 + £2) (pardbola) no intervalo
t € [-0.5,0.5] (guarde este desenho na varidvel gl, se esti-
ver usando computagdo algébrica). No mesmo desenho da
parabola, dsenhe a circunferéncia de raio 1/x(0), com «(¥) =
2/(1+4¢%)3/? centrada em (0, 3/2) (guarde este desenho numa
varidvel g2, se estiver usando computagao algébrica). Analise
estes dois desenhos simultaneamente e tire suas conclusdes a
respeito da curvatura em ¢ = 0.

Exercicio 2

Calcule a curvatura e a torcdo da circunferéncia
At) = (Rcos(wt),Rsin(wt),0) e da hélice circular
At) = (R cos(wt), R sin(wt), at).



