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I. ANALISE DIMENSONAL

Unidades de medida sdo importantes e indispensiveis em
Mecanica. De forma geral, procuraremos expressar todas as
nossas quantidades mecéanicas em unidades derivadas de qua-
tro grandezas fundamentais: comprimento (L), tempo (T),
massa (M) e carga elétrica (Q). Em processos de medidas, es-
tas grandezas sdo conhecidas também por dimensdes. Em ge-
ral, falaremos da ‘“‘andlise dimensional” de uma determinada
quantidade mecanica. Vdrios sistemas de medidas foram cri-
ados para expressar a intensidade de cada uma destas qua-
tro dimendes fundamentais. Usaremos com mais frequéncia
o sistema internacional MKS, onde comprimento é medido
em metros (m), tempo em segundos (s), massa em kilogramas
(kg) e carga elétrica em Coulombs (C).

Existe um procedimento padrdo para analisarmos as di-
mensdes de uma determinada quantidade de interesse: uma
equacdo com o lado esquerdo expressando a quantidade B a
ser analisada, via a notagdo [B], e um lado direito contendo
apenas as operacdes de multiplicagdo e potenciacdo envol-
vendo as dimensdes L, T, M e Q. Vejamos alguns exemplos.
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O vetor posi¢ao 7 tem dimensio de comprimento (L). Entdo
escrevemos matematicamente esta informacao como

[7] = L. (D

O vetor velocidade tem dimensées de comprimento por
tempo, entao

T 2)

[ﬂ:[fz_j T

O vetor aceleracdo tem dimensdes de comprimento por tempo
ao quadrado, entdo

L7 L
F] -~ =LT. 3)

[a]z[ T

As dimensdes do momentum linear sdo
ML
(71 = [m¥] = = = MLT". )

Seguindo estes exemplos, a andlise dimensional do vetor forca
na segunda lei de Newton (massa constante) nos fornece

[F] = [md] = % = MLT%(Newton). 5)

Newton € a unidade de forca no sistema MKS.
Duas forcas importantes em mecanica sao: a lei de Hooke,

F,= -k, (6)

a qual descreve o comportamento de um corpo eldstico (de
constante caracteristica k) com uma deformacio do tamanho
do comprimento do vetor posi¢do 7, e lei de Newton para a
gravitacao,

Fy=-G—7, (7)

a qual descreve a interacdo entre dois corpos de massas M e
m, separadas pela distdncia ». Usando andlise dimensional,
encontramos as dimensdes da constante de mola k,

[k] = MT~2, ®)
e da constante universal da gravitacio G,
(Gl =M"'L’T2. 9)

O valor desta constante no sistema MKS é G = 6.67384 x
107" m?/kg s%.
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Quais sdo as dimensdes da constante C, aparecendo na ex-
pressao para a forca elétrica (lei de Coulomb)

Fo=c,%; (10)
r

entre duas cargas elétricas Q e g separadas pela distancia r?
Seguindo o modelo anterior, temos

[C,] =NL?>Q2 = ML3*T2Q2. (11)

Por completeza, devemos mencionar que cargas magnéticas
nunca foram observadas. No entanto quando dois fios con-
duzindo correntes elétricas I; e I, estdo a uma distincia p,
podemos medir uma forga por unidade de comprimento entre
eles,

S =2Cy 7,0. (12)

Esta forca é conhecida como lei de Biot-Savat. Usando a
defini¢do de corrente, carga por tempo, temos

aQ

n=|]=ar (13)

Assim, as dimensdes da constante C,, sdo
[C,] = NT?2Q 2 = MLQ 2. (14)

Podemos notar também entdo que a razdo C,/C,, tem a mesma
dimensdo de velocidade ao quadrado. De fato, Maxwell mos-
trou que no vacuo, a velocidade da luz (onda eletromagnética)

z

(&
c= /== (15)

Os valores destas constantes (no vacuo) sdao: C, =
8.987551788 x 10° N-m?/C% e C,, = 1077 N-s?/C2. Portanto,
medindo as constantes C, e C,,, podemos calcular a velocidade
daluz. Este resultado estd entre os mais surpreendentes acerca
da nossa natureza. As surpresas nao param aqui, ha ainda um
fato ainda mais marcante sobre o comportamento da luz: ela é
um limite superior para a velocidade de qualquer quantidade
em movimento. No presente tempo, conseguimos dar uma ve-
locidade préxima a da luz (98%) apenas para particulas sub-
atdmicas como o elétron.
A forga de Lorentz,

F=gvxB, (16)

produzida por uma carga ¢ em movimento com uma velo-
. Z4t = 7z z

cidade V¥ em um campo magnético B, é responsdvel por tra-

. P N . . . ~ o =S

jetdrias helicoidais. As dimensdes do campo magnético B sdao

[B] = [@] = MQ™'T™!(Tesla). 17)
gl

II. SISTEMAS DE COORDENADAS

II.1. Coordenadas polares

€y A 0

-

Figura 1. O sistema de coordenadas polares (r,6), r > 0e 0 < 6 < 2n,
relativo ao sistema cartesiano (x,y). Em cada sistema de coordena-
das, os versores sdo mutuamente ortogonais. As direcdes dos verso-
res &, e &, sdo denominadas de “radial” e “tangencial”, respectiva-
mente.

A Figura | mostra o sistema de coordenadas polares (7, 6),
r>0e0 <0< 2nr, relativo ao sistema cartesiano (x,y). Am-
bos sdo sistemas de coordenadas ortonormais. Assim como o0s
versores (&, &,) s30 ortogonais no sistema cartesiano, os ver-
sores (&, &) no sistema polar também sdo ortogonais. Note
que o versor &y € tangente a circunferéncia de raio r centrada
na origem. Por isso se diz que este versor estd sobre a dire¢dao
tangencial (ou tangente). O versor &, estd sobre a diregao ra-
dial. Da geometria mostrada na Figura 1, o vetor posi¢ao que
localiza o ponto P é

F=xe.+ye, =r(cosfe, + senbhe,), (13)

0 que nos possibilita expressar o versor radial é, em termos
dos versores cartesianos,

6, =

N sy

=cosfé, + senfé,, (19)

onde r = ||A] é o médulo do vetor posi¢do. Note que este
versor radial varia somente quando o ponto P movimenta-se
na direcdo tangencial,

de,

g = —senf2, +cos02, = 2. (20)

A ultima igualdade em (20) € possivel porque (i) a taxa de
variacdo de um vetor de médulo constante € perpendicular a
este vetor (verifique), (ii) a taxa de variagdo do versor radial
com relagdo a coordenada angular 6 mostrada na Figura 1 (6



crescendo no sentido anti-horario) estd ao longo da direcdo
tangente e no mesmo sentido do versor tangente &y e (iii) o
moédulo da taxa de variag@o € unitério, igual ao médulo do ver-
sor tangente. Note que o versor tangente também nio muda
quando caminhamos apenas na dire¢@o radial. Consequente-

mente,
43
% = —(cosfe, + senfhey) = —&,. 21

II.1.1. Volumes elementares

Ainda considerando o vetor posi¢do em coordenadaes pola-
res, ¥ = ré,, suas derivadas parciais podem ser escritas como
(verifique)

oF . or .
E = hyé,, 0_9 = hyey, (22)
onde
or or
hr arH ) hé‘ 69” r, ( 3)

sdo conhecidos como fatores de escala, os quais sdo muito
lteis para reescrevermos elementos de volume e o operador
gradiente em outros sistemas de coordenadas ortonormais.
Vejamos como isto acontece. Inicialmente vamos calcular a
diferencial do vetor posi¢do em coordenadas polares (verifi-
que),
or or
dr = a dr+% dO = h.dré,+hgdbéy = dreé.+rdbeéy, (24)

cujo comprimento é (verifique)
dl* = d7-dit = h: dr* + b} d6* = dr* + r*de, (25)

o qual representa um comprimento infinitesimal sobre uma
determinada trajetéria. A segunda igualdade em (24) e em
(25) é um padrio (observe esta expressdao atentamente e des-
creva verbalmente este padrdo). Verifique que, no caso de uma
circunferéncia de raio r = R (constante) o comprimento da
mesma (perimetro) é

21
czsgdzzRf dé = 2nR. (26)
0

Do computo de comprimentos devemos passar para o
célculo de areas (volumes em duas dimensdes). A Figura 2
mostra como uma area elementar de forma (quasi-)retangular
em coordenadas polares. Este elemento de drea mostrado na
Figura 2 estd exageradamente ampliado, por isso a aparente
forma ndo-retangular, porém as diferencas nos comprimen-
tos dos dois arcos envolvem o produto de duas diferenciais,
o qual € infinitamente menor que qualquer termo contendo
uma Unica diferencial. Note que esta é uma area infinitesimal-
mente pequena localizada pelo ponto (r, 6) e que, a partir deste
ponto, caminhamos dr no sentido positivo da dire¢do radial
até o ponto (r + dr, 6), infinitesimalmente préximo. Depois

caminhamos (aproximadamente) r d6 na dire¢do tangente, a
outra dire¢do independente. Caminhando sempre nas direcdes
independentes alternadamente, retornarmos ao ponto de par-
tida. Desta forma, o elemento de area interno a este circuito
estd orientado no semtido da “mao-direita”, ou seja, podemos
imaginar um versor perpendicular a ela e sainda do plano da
figura. Entdo, este elemento de drea pode ser calculado via
geometria plano (produto dos lados),

dA =rdrdo, (27)
o qual pode ser reescrito em termos dos fatores de escala (23)
dA = rdrd6 = h,dr hydb. (28)

Isto € novamente um padrio (observe esta expressdo atenta-
mente e descreva verbalmente este padrio).

(r+dr)df ~ rd

-
-
-

Jr4dr
\

/ \

Figura 2. Uma 4rea elementar orientada no sistema de coordenadas
polares, localizada no ponto (r, ).

Note que a segunda igualdade em (28) evita o uso do tal
Jacobiano. Mas antes de apresentar o Jacobiano, vamos re-
calcular o mesmo elemento de 4rea (27) de outra forma.' Da
Geometria Plana, podemos escrever as coordenadas cartesia-
nas do vetor posi¢do 7 = x &, +y &, em termos das coordenadas
polares,

x=rcosf, y=rsenb, 29)
cujas diferenciais sdo (verifique)

dx =cosfdr—rsen0df, dy= senfdr+rcosfdf. (30)

Assim, repetindo o mesmo procedimento mostrado na Fi-
gura 2, mas desta vez para o sistema cartesiano de coorde-
nadas, a area infinitesimal é

dA = dxdy. (€1}

I Richard Feynman, fisico nobelista em 1865, que adorava visitar o Brasil,
principalmente o Rio de Janeiro (1951-1952), costumava dizer que deve-
mos saber calcular um determinado resultado por meios diferentes.



Aqui temos um probleminha: simplesmente substituindo as
diferenciais dx e dy por suas expressdes em coordenadas po-
lares, nao re-obteremos a area elementar calculada (correta-
mente) em (28) via geometria plana (verifique). A dnica saida
¢ adimitir que diferenciais usam um produto especial, deno-
minado de “cunha” (A). Entdo, o elemento de drea pode ser
recalculado pelo procedimento (verifique)

dA =dx ANdy=rdof Adr, (32)
onde o produto A entre as diferenciais é antisimétrico,
dx ANdy = —-dy A dx. (33)

Note que este produto especial entre diferenciais, denominado
de “cunha”, tem as mesmas propriedades do produto vetorial
e do determinante (em relacdo a troca entre duas linhas ou
entre duas colunas) e que, por isso, ele é nulo entre diferenci-
ais idénticas, dx A dx = 0. Note também que o elemento de
area dado pela Eq. (32) é orientado, no mesmo sentido mos-
trado na Figura 2, pois o sinal muda se trocarmos as diferen-
ciais de lugar. Nos cursos elementares de Célculo, usa-se o
Jacobiano (isto também € um padrao; observe esta expressiao
atentamente e descreva verbalmente este padrao)

ox  Ox
Jro) =5 ol=r (34)
ar a0

no lugar do produto especial (33),
dA =dxdy = J(r,0)d0dr = rdrdé. 35)

E aqui que aparece o tal Jacobiano. Note que este resultado é
idéntico aquele obtido acima via geometria plana, como pode
ser visto na Eq. (27), uma consequéncia da Figura 2. De qual-
quer forma, verifique explicitamente que estes trés procedi-
mentos (geométrico, formas diferenciais e o Jacobiano) for-
necem os mesmos resultados. Matematica é bonita. Que tal
calcular a drea do interior de uma circunferéncia de raio R?
Procedimento usual (verifique),

R 2
= 56 dA = f rdr f do = nR>. (36)
0 0

O comprimento dl em (25) e a drea dA em (28) sdo os
unicos “volumes” elementares que podemos calcular num
espaco bidimensional. Note que todos estes volumes podem
ser escritos em termos dos fatores de escala definidos em (23).
Apenas por comodidade, vamos repetir aqui estes elementos
de volume, incluindo o deslocamento infinitesimal, expressos
em termos dos fatores de escala para os dois sistemas de co-
ordenadas ortonormais que estamos usando,

dP = hydxé, + hydyé, = h,dré, + hydf &, (37)
dPP = Iy dx* + i dy* = hj dr’ + h d6”, (38)
dA = hohy dxdy = hhg dr d6. (39)

Isto facilita enxergarmos os padrdes mencionados anterior-
mente. Aposto que vocé consegue “adivinhar” a expressdo

para o elemento de volume em coordenadas cartesianas para
o caso tridimensional.” Uma vez que os fatores de escala
sdo calculados, € muito facil calcular os volumes elementa-
res. Para o presente caso, espaco euclidiano bidimensional,
eles sdo

he=1,h,=1,h.=1ehy=r. (40)

Note que os fatores de escala podem ser vistos (geometrica-
mente) como a razao entre o deslocamento infinitesimal numa
dada direcdo pela diferencial da coordenada naquela mesma
direcdo. Por exemplo, na Figura 2, podemos ver que o deslo-
camento infinitesimal na dire¢c@o tangente é r df e a diferencial
da coordenada 6 é df. Assim, hg = rd6/do = r.

11.1.2. Gradiente, divergente e rotacional

Outra praticidade proporcionada pelos fatores de escala é
no célculo dos operadores gradiente, divergente e rotacional
em dterminado sistema de coordenadas ortonormal. Consi-
dere uma func¢do escalar da posicdo, f = f(x,y). Como esta
funcdo € em geral uma regra para “pregarmos’” nimeros (es-
calares) numa determinada posi¢do do espago, desta forma
uma funcgdo escalar € um exemplo de um “campo” escalar.
Do teorema de Taylor, aprendemos que os deslocamentos in-
finitesimais dx e dy nas varidveis independentes cartesianas
produzem um deslocamento infinitesimal df na varidvel de-
pendente,

1
dy=~L paxs LY

af of
- dy, 41
X o ay h Ox h 6 hydy “1

df =>-d

no qual introduzimos os fatores de escala por pura con-
veniéncia (de formar um padrio). Este resultado pode ser re-
escrito na forma vetorial

df =Vf -dF, (42)

via o produto escalar, onde usamos o deslocamento infinite-
simal d7 do vetor posi¢éo e introduzimos o operador “gradi-

ente” como o vetor’

s _ e 0 e, 9 0 0

V= I ox + By R +ey6y. (43)
Isto é outro padrdo (observe esta expressao atentamente e des-
creva verbalmente este padrdo). Adivinhe qual serd a ex-
pressdo do gradiente em coordenadas polares. Para provar que
vocé esta correto, imagine o mesmo campo escalar f em ter-
mos das coordenadas polares, f = f(r, §). Entdo,

U gy W gy L0 gy L
* %0 h, or he 060
=Vf -dP, (44)

df = hdr + hed®

2 Isto mesmo, dV = h xhyh, dxdydz em coordenadas cartesianas.

3 O simbolo que representa o gradiente, um tridngulo invertido, é conhecido
por “nabla”, uma palavra grega para representar um instrumento musical
com esta mesma forma.



onde o gradiente

5,0 20 0 20
€0 %00 5,9 %9 45
nor heoo or T 7 oo 45)

<

agora estd em coordenadas polares, como vocé “adivinhou”
corretamente. E para isto que serve padrdes; e é por isso
que sempre buscamos por eles. Eles nos polpam de muitos
calculos, mas devem ser usados com muito cuidado. Aqui nos
estamos usando sempre sistemas de coordenadas ortonormais.

As Egs. (43) e (45) indicam que sabemos calcular o opera-
dor gradiente em um sistema de coordenadas ortonormal qual-
quer. No entanto ainda precisamos conhecer seu significado
geométrico (ou fisico). Para isto basta reescrever a defini¢ao
(42) do operador gradiente atuando num campo escalar qual-
quer numa forma onde o produto escalar no lado direito possa

ser efetuado conhecendo o angulo @ entre os vetores \Y fed?,
df =Vf -d7 = |Vfl|dr cosa. (46)

Podemos ver que @ = 0 maximiza o valor de df. Acontece
que df mede a variacdo do campo escalar f na dire¢cdo do
deslocamento infinitesimal d7. Isto significa que a variacdo
do campo escalar f é mdxima na direcdo do gradiente \Y f.
Portanto o gradiente \Y f € um campo vetorial que sempre
aponta para a direcdo de maior crescimento do campo esca-
lar f. Este € o significado geométrico do gradiente e € muito
util na determina¢@o de maximos e minimos em superficies.

Como o operador gradiente € um vetor que atua em cam-
pos escalares, entdo ha pelos menos duas situagdes em que
podemos empregéd-lo quando dispomos de uma campo veto-
rial: via um produto escalar ou via um produto vetorial. Um
campo vetorial é um vetor onde cada componente ¢ um campo
escalar. E mais instrutivo iniciarmos com um campo vetorial
em coordenadas polares,

F = F.(r,0) ¢, + Fo(r,0) &. (47)

Nao podemos esquecer que os versores do sistema polar, ao
contrdrio dos versores cartesianos, dependem da posi¢do, o
que vale relembrarmos aqui:

(9’} aAr
é, = +cosfeé, + senbe,, 0—60 = +8&y, ai =0, @9
r
oe oe
&g = —senfé, +cos b ey, % ==¢, % =0. (49
r

Assim, podemos usar o produto escalar (base ortonormal)
para encontrar a acdo do gradiente (45) no campo vetorial (47)
(verifique),

~ | &

5> 5 (0 0 N .
V-F:(e,5+ %)-[F,(r,e)e,+Fg(r,0)eg
oF, F, 10F,
= —+—-—— (50
* +r 00 (50)

or r

Esta a¢do do gradiente num campo vetorial via o produto esca-
lar é denominada de “divergente”, cujo significado geométrico
ainda deve ser investigado. Este resultado pode ser reescrito

numa forma mais adequada para descobrirmos como o diver-
gente pode ser calculado num determinado sistema de coor-
denadas ortonormal (forma padrdo). Para isto, note que os
dois primeiros termos na udltima igualdade deste divergente
provém de uma tnica derivada, 0,(rF ), dividida por r (verifi-
que). Aqui estamos usando d, para denotar a derivada parcial
com relacdo a r. Portanto, o divergente em coordenadas pola-
res pode ser reescrito como (verifique)

> 2 aF, Fr 16Fg _ 1 B(rF,) 6F9
voF= or r+r60_r[ or +66’}
1 | 9CheF))  O(h.Fy)
=— . (81
h,hg[ ar 90 ] ©b

Esta dltima igualdade é um padrido (observe esta expressao
atentamente e descreva verbalmente este padrdo). Isto signi-
fica que o divergente de um campo vetorial em coordenadas
cartesianas, por exemplo, é

+ =2 (52)

L 1 [O0(hyFy)
0x ay

P N a(hXFy)} _ oF, OF,
hhy | Ox Oy
Aproveite o embalo para escrever a expressdao do divergente
em coordenadas cartesianas para o caso tridimensional.
Outra acdo do vetor gradiente num campo vetorial € via o
produto vetorial (base ortonormal),

6xﬁ=&iz+@éjxpwn®a+FMn®%]

or r 06
_ 6F9 Fg 16F, ~ _1 (9(ng) 6Fr ~
_(8r+r rﬁ@)ez_r[ or 80]62’ (53)

onde fizemos ¢, = &,xé&y (verifique, tudo). Esta forma de atuar
com o gradiente num campo vetorial ¢ denominada de “rotaci-
onal” (devemos estudar seu significado geométrico posterior-
mente). Procedendo como no caso anterior, podemos reescre-
ver este rotacional em termos dos fatores de escala (verifique),

- - 1 (9(ng) 8Fr N
VX F=- -
X r [ or 06 } ¢
1 |0(hgFg) OMF))| .
= - he,, (54
h,hghz[ or g | e O
onde introduzimos o fator de escala i, = 1 do versor é,,

perpendicular ao nosso espago bidimensional (considerado
plano). Embora o rotacional (54) tenha apenas uma compo-
nente, perpendicular ao plano onde vive o nosso campo veto-
rial, este resultado nos permite identificar como calcular uma
componente qualquer numa situagdo mais geral. Primeiro
note que a dltima igualdade em (54) tem a cara de um pro-
duto vetorial, principalmente quando reescrito na forma

ar(hé‘FG) - aﬁ(hrFr) hzéz’ (55)

onde as derivadas estdo numa forma mais compacta e se per-
cebermos que os versores {é,, &y, .}, nesta ordem, obedecem



a regra da mao direita para o produto vetorial (verifique). As-
sim, a componente z do rotacional de um campo vetorial (tri-
dimensional) em coordenadas cartesianas deve ser

(6Xﬁ)ézzhhh
z x/ylh;

|0, F) = 0, | et

B (8Fy B 6Fx)éz' 56)

“\ox dy

Desta forma, usando um determinante, podemos escrever o
rotacional por inteiro:

hee, he, h.e,
o 8y 8. |. (57)
\heFy hyF, hF,

VxF =

hyhyh

As derivadas parciais na segunda linha devem atuar somente
nas fun¢des contidads na terceira linha. Verifique que o re-
sultado (56) pode ser obtido diretamente de (57). Também
reescreva a forma padrdo para o sistema polar (2D) conside-
rando 9, = 0 e F, = 0, bem como a identificacio x — re
y — 6, e verifique que o resultado (55) é recuperado.

11.1.3. Cinematica

Quando o ponto P estd em movimento € expressamos as
coordenadas polares em funcdo do tempo ¢, teremos (verifique
usando a regra da derivada de uma fun¢do composta)

ér = Gé«% éﬁ = _éér’ (58)
onde o ponto sobre quantidades representa a derivada total em
relacdo ao tempo. Usando estas derivadas, podemos calcular

rapidamente as coordenadas polares dos vetores velocidade e
aceleragdo:

P=reé,, (59)
V=r=ie +rfé, (60)
a=v=(G-riP) e + (rb + 2i0) &. (61)

Note que o vetor velocidade é a razdo entre a diferencial do
vetor posicdo, dada pela Eq. (37), e a diferencial do tempo.

Assim, podemos perceber imediatamente que no movi-
mento circular (7 = 0) com velocidade angular (w = 6)
constante (§ = 0), o vetor aceleracio tem apenas a compo-
nente radial a, = —rw? (aceleracio centripeta). Outro caso
de estudo: o péndulo simples. No movimento de um péndulo
ideal de comprimento r (fixo) e massa m, a forca resultante,
F=F rer + Fyéy, tem as suas duas componentes ndo-nulas:
F,=mgcosf—T e Fy = —mgsen 6 (verifique). Desta forma,
aplicando a segunda lei de Newton na direcdo tangente (&y),
temos 6 + (g/r)send = 0, como esperado (e rdpido; nio
esqueca que i = 0).

II.2. Coordenadas cilindricas

>
>

Figura 3. O sistema de coordenadas cilindrico (p,6,z), 0 > 0e 0 <
6 < 2, relativo ao sistema cartesiano (x,y,z). Em cada sistema de
coordenadas, os versores sio mutuamente ortogonais. A sequéncia
{25, €9, 2.} obedece a regra da mao direita.

A Figura 3 mostra o sistema de coordenadas cilindrico
(©0,0,2), p > 0e 0 < 0 < 2nr, relativo ao sistema cartesiano
(x,¥,7). Ambos sdo sistemas de coordenadas ortonormais tri-
dimensionais. Os versores no sistema cilindrico na sequéncia
{é,, &9, 2;} obedecem a regra da mio direita com relagdo ao
produto vetorial. Note que o sistema cilindrico € o sistema
polar (bidimensional) no plano XY acrescido do eixo Z. Aqui,
por comodidade, usamos p para representar a coordenada ra-
dial no plano XY. Isto significa que podemos fazer uso das
propriedades (48)—(49) das coordenadas polares trocando r
por p e mantendo em mente que o versor &, € independente
da posicdo. Além disso, podemos aproveitar todos os padroes
estabelecidos na secdo anterior. Note também que o vetor
posicdo 7 na Figura 3, de acordo com a geometria plana, pode
ser escrito na forma

oy

P=p+2=pe,+ze.. (62)

11.2.1. Volumes elementares

Para calcularmos os elementos de comprimento, drea e vo-
lume, precisaremos calcular os fatores de escala,

or

or

0

6—)
= |2 =1 he= |2 =p n=|Z] =1 63

onde usamos o vetor posi¢c@o na forma (62). Agora podemos
generalizar os padrGes encontrados nas Eqgs. (37)—(39) para
calcular o deslocamento infinitesimal (verifique),

d7 = h,dpe, + hyd0 &y + h.dz .
=dpeé,+pdféy+dze, (64)



o comprimento elementar,

dP = d7- 7 =} dp* + hy d9® + h? dz*

= dp* + p* d&* + dz*, (65)

as areas elementares na base (plano XY) e na lateral (p cons-
tante) ao longo do eixo Z (verifique),

dA,y = hyhydp d6 = pdp db, (66)
dA, = hyhgdzd6 = p dz db, (67)

respectivamente, e o volume elementar propriamente dito (ve-
rifique),

dV = hyhgh. dpd6dz = p dp dz d. (68)

11.2.2. Gradiente, divergente e rotacional

De acordo com o padrdo estabelecido em (45), o gradiente
em coordenadas cilindricas é
e, 0 &0 e, 0 0 & 0 0

vl 0 (&0 50,92 22 (69
oo hao T ha: vapt rae e @

Generalizando o padrio (51), o divergente de um campo veto-
rial em coordenadas cilindricas é (verifique)

G g L [ehF,)  OihsFo) | OyhaFo)
hoheh, dp 00 0z
1 0(pF 1 0F F
:_(p,)+ 60+&. (70)
p Op p 00 0z

Similarmente, o rotacional de um campo vetorial em coorde-
nadas cilindricas é calculado adaptando o padrdo (57) para o
sistema cilindrico (verifique),

| heé, heeg h.e, e, peég e,
VxF=—— = - )
ol d 0y O o dp 0y O,
hpr thg thZ Fp pF[.) Fz

_(10F. OF,\, (0F, OF.\,

“\p oo 0z 0z op
1 (0(pF OF
¢ (%0 9, gy
p\ Op 00

Uma outra operacdo importante € o divergente de um gra-
diente. A acdo do gradiente num campo escalar f(p, 6, z) cria
um campo vetorial F=V f. Agora podemos calcular o di-
vergente deste campo vetorial, uma operacdo conhecida por
Laplaciano,

-

Vif=V.Vf=V.F. (72)

Usando as prescricdes (69) para o gradiente e (70) para o di-
vergente, aps um pouco de dlgebra e muita paciéncia, pode-
mos escrever a acao do Laplaciano em termos dos fatores de

escala ((verifique)):
1 ([0, (heh\] 8  *
VZ 1 Z
{ap“( )6p+6p}
ﬁ h:h 0 L9 0?
00 T2
0 hohg\|l 60 0*
—{[=1 —+ —.
{[az (o RS

Usando os fatores de escala dados em (63), o Laplaciano em
coordenadas cilindricas pode ser escrito como (verifique)

1o 0
wo12(,2),
pdp\ dp
O Laplaciano atua em campos escalares, produzindo novos
campos escalares. Quando este novo campo escalar é nulo,
V2f = 0, se diz que o campo escalar f é “harmonico”. A

equagio diferencial V2f = 0 é conhecida como equacio de
Laplace.

1 8% &

- .2 4
2007 622 (74)

11.2.3. Cinemadtica

A vpartir do vetor posicdo, calculamos velocidade e

aceleracdo (verifique),

F=pé,+zk, (75)
V=r=pe,+pheg+ ik, (76)
a=v=(p—-pd)e,+(pb+2p0) e+ ik (77)
I1.3. Coordenadas esféricas
A éz
z
T

Figura 4. O sistema de coordenadas esférico (7,6, ¢), comr > 0,0 <
6 <me0 < ¢ < 2nr, relativo ao sistema cartesiano (x,y, z). Em cada
sistema de coordenadas, os versores sdo mutuamente ortogonais. A
sequéncia {&,, &, é,} obedece a regra da mio direita.



A Figura 4 mostra o sistema de coordenadas esférico
(r,0,¢),comr >0,0<60<mel < ¢ < 2n,relativo ao sis-
tema cartesiano (x,y,z). Ambos sao sistemas de coordenadas
ortonormais tridimensionais. Os versores no sistema esférico
na sequéncia {é,, &, &5} obedecem a regra da mo direita com
relagdo ao produto vetorial.

Note que o vetor posi¢do 7 na Figura 4, de acordo com a
geometria plana, pode ser escrito na forma

F=p+7=pcos¢pe,+psengeé,+rcosfe,, p =rsend. (78)

Quando comparamos este resultado com a forma cartesiana,
7= xéc+ye,+zé,, descobrimos como as componentes carte-
sianas do vetor posi¢ao dependem das coordenadas esféricas,

x=rsenfcos¢, y=rsenfsend, z=rcosb. (79)

Assim uma casca esférica de raio R € descrita em coordenadas
esféricas fazendo r = R constante e variando as coordenadas
angulares. Neste caso teremos x> + Y + 72 = 7.

Naturalmente, o vetor posi¢do também pode ser escrito em
termos dos versores do sistema esférico,

P=re, (80)

0 que nos permite escrever o versor radial &, em coordenadas
esféricas,

A

e, = - =senfcos¢é, + senfsengpeé, +cosfe,. (81)

NN

Sabemos que a taxa de variagdo de um versor é sempre per-
pendicular e ele. Assim,

. 0e, | oe, N A A
65):%/ 20 =cosfcospe, +cosfsengé, —sinbe,,
(82)
de, |0, A )
é¢:£/ é = —sengeé; +cosge,. (83)

Como mostra a Figura 4, o versor ¢y é tangente ao grande
circulo (de raio r = ||| e centrado na origem) contendo o
ponto P e o versor &, ¢é tangente ao circulo menor de raio p =
rsen 8 centrado em z, também contendo o ponto P. No ponto
P estes dois circulos sdo ortogonais. Note que este pequeno
circulo tem sua face perpendicular ao eixo Z e que, portanto,
0 versor &, estd inteiramente no plano XY, como podemos ver
em (83).

Podemos usar o vetor posicao na forma (78) para calcular
os fatores de escala,

or
or

o oF
N=r h, = |l=
ae” e ‘ p)

Uma vez que os fatores de escala sdo conhecidos, podemos
generalizar os resultados anteriores para calcularmos elemen-
tos de volumes, gradiente, divergente, rotacional, etc.

;= =1, hy = =rsend. (84)

11.3.1. Volumes elementares

Generalizando para 3D a forma padrdo encontrada na
Eq. (37), o deslocamento infinitesimal em coordenadas
esféricas € (verifique)

d7 = hydré, + hyd0 s + hydg 2
=dré,+rdféy+rsenfdgpés, (85)

cujo comprimento é

dPP = dP- dF = b} dr* + hy d6” + hy d¢*
=dr’ + r*d6® + r*sen’0dg*. (86)

Observe em (85) que os fatores de escala podem ser interpre-
tados como a projecao do vetor deslocamento infinitesimal em
cada direcao independente dividida pela diferencial da respec-
tiva coordenada naquela dire¢do (verifique).

A area elementar numa superficie esférica de raio r (cons-
tante) € obtida generalizando a Eq. (39) para o caso 3D (veri-
fique),

dA = hghy d6 d¢ = r* sen 6 d6 dg. (87)
Similarmente, o volume elementar é (verifique),
dV = hhghg dr d6 de = 1* sen0dr d9 de. (88)

Note que a drea e o volume de uma esfera de raio r sdo

T 21
A =fdA=r2f sen@def de = 4nr?, (89)
0 0
r T 21 47
szdV:f rzdrf senedﬁf dg=—r’, (90)
0 0 0 3

respectivamente, como esperavamos.

11.3.2. Gradiente, divergente e rotacional

De acordo com o padrio estabelecido em (45), o gradiente
em coordenadas esféricas € (verifique)

é 0 & 0

hyOr hg00 hydp Or r 00

~

)
rsenf d¢’

oD

Generalizando para 3D o padrdo (51), o divergente de um
campo vetorial em coordenadas esféricas € (verifique)

o O(hghyF,)  O(hyh,F, O(h,hgF
G F- 1 (hohg )+(¢ 9)+( oF)
hehohy | Or 90 o
1 8(*F 1 F 1 OF
_ 10(rF,) N 0(sen0Fy) 9Ty ©2)
2 Or rsenf 06 rsen6 0@



Similarmente, o rotacional de um campo vetorial em coorde-
nadas esféricas é calculado adaptando o padrao (57) para 3D
(verifique),

hee, oty gy

o 8, By 0y
hF, hgFy hyF,

e, rég rsenfley
0y 0y

F, rFg rsen6F,

1 (B( senOF ) (9F9)

_ 1
" r2senf

rsenf 00 op
(L aF _d0F),
senf O0¢ or o
1 (0(rFy) OF,\.
+?( or ae)e¢' ©3)

Podemos reescrever também em coordenadas esféricas o
Laplaciano dada na Eq. (73),

1 (9 h6h¢ (9 (92
2_ 1 )19 .2
v _hg{ arln( h, )}8r+6r2
+l ﬁln h¢hr ﬁ_‘_a_z
w2 \[a0 "\ )| 36" o7
1 ([0, (hhg)] 8 *
L | | 4
+h;{[a¢ “(h¢ )]&15 a¢2} oY

Usando os fatores de escala dados em (84), entdo o Laplaciano
em coordenadas esféricas é (verifique)

1d(,0
v? =
72 6r( c')r)

1 0 0 1 &
+rzsen6[69(sen %’) sen967)2]' ©3)

Vale observar que o potencial gravitacional, bem como o
elétrico (basta trocar a massa por carga),

e(r)=-——"=—, (96)

satisfaz a equacdio de Laplace (verifique), V2¢(r) = 0. Por-
tanto, os potenciais gravitacional e elétrico sdo harmonicos.

11.3.3. Cinematica

Como mostrado na Figura 4, quando 7(r) descreve a posi¢ao
P de um objeto em sua trajetéria (parametrizada pelo tempo ?),
os versores (&, &y, &y) também serdo dependentes do tempo,

conforme indicado nas Eqgs. (81)—(83). Assim (verifique),

de, . .

o~ G2y + psenbey, 97)
dt

dég . .

E =-0e, +¢COS@€¢, (98)

degy . . .

i = —¢(senfe, + cosfey), 99)

onde o ponto sobre as coordenadas angulares significa uma
derivada total em relacdio ao tempo. Usando estas ta-
xas de variacdo temporal, podemos expressar velocidade e
aceleracdo em coordenadas esféricas (verifique):

7= ré, (100)
- > d? . A 2% 15

v=r=E=r3,+rGeg+rsen8¢>e¢, (101)
@ = ¥ = faga vocé! (102)

IIL. SERIE DE TAYLOR

Como calculamos senos, cossenos, exponenciais, fungdes
transcendentais em geral? Mesmo quando estamos usando
uma calculadora, qual € o procedimento utilizado? Ou entdo,
suponha que conhecemos o valor de uma funcido f(x) e de
suas derivadas em um determinado ponto xp,

k
10 = fO(xg) = %f(x) , k=0,1,2,... (103)

X=X0

com 50) = fo = f(xp). Suponha também que seja muito
dificil calcular o valor desta mesma fun¢do em um outro ponto
X, vizinho a xp, ¥ = xp + Ax, mesmo que Ax = X — xy seja
muito pequeno. Bem, nesta situacdo seria muito conveniente
se pudéssemos calcular f(X), mesmo que de forma aproxi-
mada, em termos de uma série de poténcias em Ax e com
coeficientes dependentes apenas dos valores conhecidos de
f e suas derivadas no ponto xg, ou seja, conhecendo apenas
f%®(xp). Quando a funcdo f(x) é analitica (continua e com
todas as derivadas continuas em xg), esta série existe,

f()—zf 60) (5

= f(xo) + fV(x0)(F = x0) + %f@)(xo)(x —x0) +-0 (104)
e é denominada de série de Taylor. Este é um dos resultados
mais tteis em Matematica. E através de séries de Taylor que
as fungdes transcendentais sdo calculadas.

Em geral, na prética, temos de parar (ou truncar) a soma
presente na série de Taylor (104) apés um nimero finito N de
termos. O valor de N € determinado pela precisdao que dese-
jamos obter, que dependenrd do quio pequeno ¢é a diferenca
Ax = X — xp.

Como exemplo, vamos calcular a série de Taylor para as
fungdes trigonométricas sin 8 e cos 6 em torno de 6y = 0. Pri-
meiro, precisamos calcular as derivadas destas duas fungdes.



Nao ¢ dificil perceber que estas derivadas podem ser escritas
na forma geral (verifique)

2k+1 d2k
prhl (~1)f cos, % Sinf = (=¥ sin®, (105)
€
d2k+1 2k

d

Pr cosf = (—1)]‘ cos 6.
(106)

De acordo com a prescricdo (104), precisamos calcular os va-

lores destas derivadas em 8 = 6, = 0,

pr cosf = —(—1)" sin @,

2k+1 . 42k
———sin6 =(-1), —=sin0 =0, 107
2 sin oo (-1) 20 sin oo (107)
e
42K+ 2k ;
= 0 =0, — 0 =(-D". 108
dorer1 “° 7 N =D (108)

Assim, a série de Taylor para a fung¢do seno (cosseno) terd
somente poténcias impares (pares) em 8 (verifique),

1 1
0=1-=-+—0"—--- (10
cos 3 +24 (109)

. 1
sing=0——6+---,
6
Faca vocé algumas comparagdes numéricas usando pequenos
valores para 6 (em radianos).

Como outro exemplo importante, vamos calcular a série de
Taylor para a fun¢do exponencial e* em torno de x = 0, onde
a é uma constante. As derivadas podem ser facilmente escritas
na forma
dk

ax k jax ax

=ae, dO~

dk

& =d. (110)

Desta forma, a série de Taylor correspondente, segundo a
prescricdo (104), serd

2 3 ok
e”x=1+ax+a—x2+a—x3+---= a—xk. (111)
2" T3 Zi k]

Em particular, vamos tomar a = i, onde i é a unidade ima-
gindria (i> = —1), e fazer x = # (medido em radianos). Devido
as propriedades da unidade imagindria, a série de Taylor (111)
pode ser reorganizada na forma

‘ 1 1 1
e’9=(1 _592+Ee4+..-)+i(9-§e3+---), (112)

10

onde percebemos a presencga das séries de Taylor em (109)
para as funcdes trigonométricas. Portanto,

¢ = cosf +isind (113)
e, consequentemente, substituindo 6 por n6,
€™ = (cos 0 + i sinH)" = cos(nd) + i sin(nd). (114)

Estas relagdes serdo muito uteis quando estivermos estudando
oscilacdes e o efeito de ressonéncia. Note que a dltima igual-
dade em (114) é a famosa féormula de Moivre (muito usada em

trigonometria).
Exercicio 1

Determine a expressdo para um termo genérico da série
de Taylor em torno de x e escreva explicitamente os qua-
tro primeiros termos ndo-nulos para cada uma das seguintes
fungdes:

fx) = e,
g(x) = cos(x),
h(x) = sin(x).

(115)

Exercicio 2
Mostre que qualquer nimero complexo z = x + iy, de médulo

r= Vzz* = 4/x? +y?, com z* = x — iy (conjugado), pode ser
representado por

z=r(cos@ + i sin6), (116)
com
F= a2 )2 tan9=§. (117)
Use o Exercicio | para mostrar que
¢ = (cos b + i sin#). (118)

Exercicio 3

(1) Escreva uma rotina computacional (use computacio
algébrica) para calcular a série de Taylor (104) de uma fungdo
arbitraria. (2) Teste sua rotina com as principais funcdes tri-
gonométricas (seno, cosseno, etc.) e com a funcido exponen-
cial. (4) Nestes testes, mostre no mesmo grafico a fungdo
originalmente pré-definida dentro do ambiente computacional
que estiver usando e pelo menos quatro séries de Taylor para
cada funcdo correspondentes a diferentes niimeros N de ter-
mos usado na soma (104). (5) Faga uma animacio mostrando
como é o comportamento da série de Taylor em fun¢do da
quantidade de termos N na série para cada caso. Lembre-se:
o trabalho dignifica e faz bem ao cariter.
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