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Capitulo 2

Translacoes

2.1 Os principios

Que é uma lei (ou principio)? No que diz respeito
as leis da natureza, o diciondrio nos diz que uma
lei (da natureza) é “aquilo que se impde ao ho-
mem por sua razao, consciéncia ou por determi-
nadas condigoes ou circunstancias”. Em outras pa-
lavras, uma lei fisica é uma afirmacgao fundamental,
passivel de verificacao, formando a base de uma te-
oria. Portanto, uma teoria é um conjunto de leis.

E importante fazermos um paralelo entre Fisica e
Matematica. Em Matematica, o postulado é o equi-
valente de uma lei em Fisica, porém com uma dife-
renca muito importante: um postulado nem sempre
estd sujeito a verificacdo. Por estarem sempre su-
jeitas a verificagoes, as leis fisicas estao sempre em
estado de alerta.

A histéria tem nos mostrado que uma lei fisica
nao é imutdvel. Basta uma tnica experiéncia
bem sucedida que mostre claramente a violagao de
uma determinada lei para que ela seja abandonada
ou corrigida. Por exemplo, até a década de 60,
acreditava-se que um processo fisico e a sua ima-
gem (como num espelho) fossem idénticos, isto é,
produzissem os mesmos resultados. Esta lei ficou
conhecida como a lei da conservagao da paridade
(sem distingdo entre direito e esquerdo; similari-
dade). Todavia, dois jovens fisicos, C. N. Yang e
T. D. Lee, fizeram em 1956 uma previsdo (ou ob-
servacao) onde esta lei da conservacao da paridade
pudesse ser violada em processos de desintegracao
nuclear (decaimento beta). Esta previsao foi confir-
mada em 1957 em um belissimo experimento con-
duzido por Madame Wu (C. S. Wu). Neste caso, a
conservacao da paridade foi descartada como uma
lei.

Um outro exemplo: a teoria Newtoniana da gra-
vitagdo é capaz de explicar razoavelmente bem,
usando a lei da gravitacao Newtoniana, o compor-
tamento mecanico do nosso sistema solar, ou seja,
reproduz as leis de Kepler. Todavia, existem al-
guns efeitos minuciosos que a teoria Newtoniana
da gravitagdo ndo consegue explicar (reproduzir).
Dois deles, o desvio da luz ao passar préxima de
um corpo estelar como o nosso sol e a precessao
do periélio do planeta Merctrio (voltaremos a es-
tes dois casos mais tarde), quando calculados com
a teoria Newtoniana nao concordam plenamente
com as observagoes. A reconciliagdo entre teoria
e experimento sé é possivel no contexto da relati-
vidade geral de Einstein (1915). Neste caso, a teo-
ria Newtoniana foi corrigida pela relatividade geral.
Mesmo as leis de Newton para o movimento trans-
lacional que estamos prestes a discutir valém so-
mente para velocidades baixas em comparagao com
a velocidade da luz. Para velocidades comparaveis
a da luz, a mecanica Newtoniana é corrigida pela
mecanica relativistica (Einstein, 1905), como vere-
mos mais tarde.

Que acontece se alguém viola uma lei? Se vocé
viola uma lei na nossa sociedade atual, vocé so-
fre as devidas punigoes (pelo menos deveria). No
entanto, Yang e Lee dividiram um prémio de um
milhao de délares (prémio Nahel) ao violarem uma
lei em Fisica. Moral: caso precise quebrar alguma
lei, quebre uma lei fisical E aproveite o prémio
para praticar um pouco de filantropia. Por ou-
tro lado, aprofundamos nossos conhecimentos so-
bre nossa natureza. Por exemplo, além de corrigir
a mecanica Newtoniana, a relatividade especial de
Einstein nos revelou a fusao entre espaco e tempo
(o tempo nao é absoluto como na mecanica Newto-
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niana) bem como entre energia e massa (E = mc?).
A relatividade geral nos revelou que a matéria (e/ou
energia) diz ao espago-tempo como se deformar
(curvar e torcer) e, por sua vez, o espago defor-
mado dita a matéria como ela deve se mover. Em
outras palavras, evoluimos, ficamos mais proximos
da humanidade.

Estudamos até o momento o movimento de um
ponto material. Sabemos construir sua trajetéria
usando curvas espaciais em um espac¢o Euclidiano
tridimensional. Também sabemos determinar velo-
cidade e aceleracao, bem como o espaco percorrido,
em qualquer instante de tempo. Portanto, é hora de
passarmos ao estudo das leis fisicas que determinam
e controlam o movimento de corpos macroscopicos
(que ndo sejam muito mais massivos que o Sol)
com velocidades muito inferiores a velocidade da
luz no vécuo (aproximadamente 300 000 km/s). Es-
tas leis sao conhecidas por “leis de Newton” do
movimento. As duas restrigbes mencionadas (cor-
pos macroscopicos de baixa massa e com baixas
velocidades) sdo importantes, pois as leis Newtoni-
anas deixam de ser validas em trés ocasioes: (1) no
mundo microscépico de dimensoes atdmicas (neste
caso as leis Newtonianas sao corrigidas pelas leis da
fisica quantica), (2) quando as velocidades envolvi-
das sdo comparaveis a velocidade da luz no vacuo
(neste caso as leis Newtonianas s@o corrigidas pe-
las leis da relatividade especial de Einstein) e (3)
para corpos extremamente massivos , como estre-
las de néutrons (neste caso as leis Newtonianas sao
corrigidas pela relatividade geral de Einstein).

A seguir, apresentaremos os dois principios que
governam o movimento. Iremos reservar a palavra
lei (sinonimo de principio) para as trés leis Newto-
nianas, as quais sao equivalentes aos dois principios
apresentados abaixo. Deve ser enfatizado que estas
leis tém sido submetidas a verificagoes refinadas por
séculos sem qualquer contradigao, exceto no mundo
microscépico, ou no regime de altas velocidades, ou
no caso de corpos extremamente massivos.

Principio 1

Existem certos referenciais, denominados de inerciais
(no sentido de incapacitados), com as seguintes pro-
priedades.

1. Cada corpo isolado move-se em uma linha reta
neste referencial inercial.

2. A nocao de tempo pode ser quantificada: uma

unidade de tempo pode ser definida através do
movimento uniforme de um corpo isolado neste
referencial inercial.

3. Cada corpo isolado move-se com uma velocidade
constante neste referencial inercial.

Note que estas trés propriedades definem um re-
ferencial inercial. Note também que um corpo iso-
lado nao tem aceleracao em um referencial inercial.
Assim, podemos definir, pelo menos operacional-
mente, tempo como sendo um parametro ¢ propor-
cional ao comprimento s da trajetoria de um corpo
isolado (velocidade constante) em um referencial
inercial:

As

At
As(t):/ vdt=vAt = At=—. (2.1)
0

v

Naturalmente, qualquer outro parametro t' defi-
nido como tempo, usando um outro corpo iso-
lado, estard relacionado de forma linear com o
primeiro parametro t, pois os comprimentos de
duas trajetorias quaisquer sao sempre proporci-
onais. Note também que podemos medir ape-
nas intervalos de tempo, proporcionais ao compri-
mento da trajetéria, e nunca os valores absolutos
do “tempo”.

Como vimos anteriormente, o comprimento de
uma trajetéria é calculado através de uma integral.
Assim, usar o comprimento de uma trajetéria para
medir intervalos de tempo nao é pratico. Desde ha
muito tempo, temos usado o movimento de rotagao
da Terra em torno de seu préprio eixo, pratica-
mente constante, como um instrumento (relégio)
para medir intervalos de tempo. Qualquer pro-
cesso repetitivo, com uma frequéncia praticamente
constante, pode ser usado como um relégio. Os
relogios mais precisos que dispomos no momento
sao os chamados “relégios atomicos”, baseados na
impressionante regularidade de certos processos nu-
cleares (portanto, pertencentes ao dominio da fisica
quéantica). Em um relégio destes, o erro é de apenas
um segundo em um milhao de anos. Um fato im-
portante: embora nao sabemos exatamente o que é
o tempo, sabemos operar com ele, isto é, sabemos
medir intervalos de tempo.

Principio 2
Considere dois corpos isolados dos demais, mas nao-
isolados entre si, sendo observados em um referencial



Capitulo 2. Transla¢ées

2.1. Os principios

inercial. Isto significa que estes dois corpos poderdo
interagir entre si. Em geral, ndo podemos afirmar que
o movimento deles serad uniforme, pois, podendo inte-
ragir, eles poderao alterar suas velocidades, as quais
denotaremos por 7;(t), ¢ = 1,2. Ent3o as duas pro-
priedades seguintes se verificam.

1. Existem experimentos (colisdes) envolvendo es-
tes dois corpos cujos resultados podem ser ex-
pressados como

U1 (t) + 2t (t) = Pra. (2.2)

Caso estes experimentos sejam realizados usando
o corpo 1 e um terceiro corpo 3, ou usando o
corpo 2 e um terceiro corpo 3, sob condi¢cGes
idénticas, resultados similares sio obtidos,

T1(t) + p1202(t) = Pro,

Ua(t) + po3ts(t) = Pag,

173(15) + /1431171(t) = P31

(2.3)

nos quais, os escalares fi;; e os vetores ]5;-]- sdo
constantes, isto é, sdo independentes do tempo.
Mais importante, as constantes escalares y;; sdo
positivas e ndo dependem do experimento e nem
do referencial inercial. Elas dependem apenas
dos dois corpos envolvidos. A situacdo é bem
diferente para as constantes vetoriais 131-]-: elas
dependem do experimento, do referencial inercial
e dos dois corpos envolvidos.

2. As constantes (escalares) p;; > 0, obtidas em ex-
perimentos diferentes, estdo relacionadas da se-
guinte forma:

piapia3p3r = 1. (2.4)

Algumas observagbes sao necessdrias. Observe
que devido ao fato das constantes p;; > 0 obedece-
rem & condi¢ao (E3), elas podem ser escritas numa
forma racional u;; = m;/m;, com m; > 0 (faga o
Exercicio O). Em termos destas novas constantes,
os resultados (E33) podem ser re-escritos como

—

mﬂ_fz(t) + mjﬂ'j (lf) = ﬁija ﬁij = miPij. (25)
A quantidade vetorial
m,U;(t) = pi(t) (2.6)

é denominada de momentum linear (ou quantidade
de movimento) do i-ésimo corpo. Note que (E3) é
uma definicio. A constante vetorial pi; = pi(t) +
pj(t) é o momentum linear total dos dois corpos
envolvidos em cada experimento e é uma constante
quando estes dois corpos estao isolados. A cons-
tante m; > 0 é denominada de carga inercial (ou
massa inercial, ou simplesmente massa, por razoes
histéricas). Note que apenas a razio u;; é determi-
nada pelo experimento. Portanto, podemos deter-
minar apenas razoes entre massas, [l;; = m;/m;.
Isto significa que temos de eleger um corpo padrao,
cuja massa deve ser assumida como uma unidade
de massa, digamos m; = 1 kg. Entao a massa
m; = p;; € determinada univocamente do expe-
rimento. Novamente, mesmo nao sabendo o que
é massa, somos capazes de operar com ela, esco-
lhendo um padrao e realizando comparagoes.

Como nestes experimentos o momentum linear
total pi; = pi(t) + p;(t) é constante, entdo, deri-
vando os dois lados desta expressao, sabendo que
as massas m; sao constantes, temos

Apesar dos dois corpos estarem isolados, eles in-
teragem entre si no momento da colisao. Esta in-
teracdo produz mudangas nas velocidades (ou na
quantidade de movimento) acarretando na relagao
(3). Naturalmente, as acelaragbes em (E72) sao di-
ferentes de zero apenas durante o (curto) intervalo
de tempo da colisdo. Como temos apenas dois cor-
pos, isto significa que cada parcela em (E20) deve
ser idéntica & interagdo sofrida por um dos cor-
pos no momento da colisao. Esta interagao, ca-
paz de mudar o vetor velocidade, denominaremos
de for¢a. Assim, podemos concluir que uma forga
fi(t) agindo num objeto de massa m; (constante)
altera seu movimento de acordo com

i) = madi(t) = 5.
No nosso experimento, esta é a forma com que a
forga devida ao j-ésimo objeto atua sobre o i-ésimo
objeto durante a colisao. Note que, ao contrério
da definigdo (E0) do momentum linear, a Eq. (E3)
nao é uma definicao de forga. A Eq. (E3) é o re-
sultado de uma observagao experimental. Entao, o
resultado experimental (EZ2) pode ser re-escrito na
forma

(2.8)

Fr = fi;(t) + fi(t) = 0. (2.9)
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Note que ﬁj (t) = m;d;(t) é aforca que o corpo j faz
no corpo i e f;l(t) = m;d;(t) é a forca que o corpo
1 faz no corpo j, portanto elas atuam em corpos di-
ferentes. Ainda mais, a soma vetorial nula em (E79)
implica em |ﬁ]| = \f_;l| e f_;j /] — f;z (vetores anti-
paralelos). Consequentemente, (EZ9) expressa a ter-
ceira lei de Newton (acdo e reagio). Aprendemos
também com estes experimentos que é necessario
um agente fisico (forga) para alterar o estado de
movimento de um corpo material e que esta forca
é a taxa de variagdo do momentum linear (segunda
lei de Newton).

Vimos também, através do Principio O, que tanto
o momentum linear total em () quanto a forca
total (ou resultante) em (E) sao obtidos somando
todas as contribuigoes individuais, soma esta que
é uma combinagao linear de vetores. Em Fisica,
quantidades que sao determinadas através de com-
binagoes lineares de outras sao ditas satisfazerem o
principio de superposi¢io.

E as famosas trés leis de Newton para o mo-
vimento? Onde estao? Elas estao contidas nes-
tes dois principios. A primeira lei de Newton, ou
lei da inércia estd contida no Principio M. Uma
particula isolada em um referencial inercial ou
estd em repouso ou estd em movimento uniforme.
Note que nao estamos usando o conceito de forgas
no Principio M. Nao devemos esquecer que o
Principio @ também nos dd uma definigao opera-
cional de tempo.

A segunda lei de
Principio D,

Newton estd contida no

Fp= iﬁ, 7=m, (2.10)
dt

onde ﬁ = md para massas constantes. Em geral,
a forca resultante F 'r € conhecida independente-
mente do momentum linear, ou seja, a segunda
lei de Newton nao é uma mera definicao de forga.
Ela representa um fato experimental: uma forca
muda o estado de movimento de uma massa m de
acordo com a expressao em (). A terceira lei de
Newton também estd contida no Principio B [veja
a Eq. (E3)].

Note o papel do momentum linear na definicao
de forga (EM): se a forga é nula, entdo o momen-
tum linear é constante. Uma quantidade constante
no tempo é denominada de quantidade conservada.
Entao temos nosso primeiro teorema, denominado
de teorema de conservacdo do momentum linear:

Teorema 1

Se a forca resultante em um sistema fisico é nula em
um referencial inercial, entdo o momentum linear total
deste sistema é conservado (n3o varia no tempo).

A utilidade de uma quantidade conservada re-
side no fato dela possuir os mesmos valores em
tempos diferentes. Por exemplo, a quantidade de
movimento total p;;(t) em (E3) é conservada no
nosso experimento. Entao, se denotarmos por t;
um tempo antes da colisao e por t5 um tempo de-
pois da colisdo, teremos pj;(t1) = pi;(t2), a qual
pode ser usada para determinar alguma quantidade
desconhecida contida nela (faca o Exercicio B).

E importante frisar que todas as medidas (expe-
rimentos) estao sendo realizadas em um referencial
inercial. Caso contrario, a segunda lei de Newton
(EI0) néo é valida, ou seja, em um referencial nao-
inercial a segunda lei de Newton precisa ser cor-
rigida (veremos isto ao estudarmos as leis que go-
vernam o movimento rotacional). Naturalmente,
o0 momentum linear tem um papel importante na
mecanica Newtoniana. Esta importancia é devida
ao Teorema @ sobre a conservagao do momentum li-
near. Portanto, podemos dizer que a sua definigao
em () estd justificada pelo seu contetdo fisico.

Note que o Teorema I é uma consequéncia direta
da relagao (EIO) entre for¢a e momentum linear.
Além disto, a relagdo () permite que a segunda
lei de Newton possa ser usada para descrever sis-
temas com massas varidveis, como em um foguete,
por exemplo.

Qual é a importancia da massa m que aparece
na quantidade conservada em (E3)? L4, o expe-
rimento nos revelou que o momentum linear total
do sistema (isolado) formado apenas pelos corpos
i e j é constante. Se fizermos m; = 0, entdo re-
sulta que U; é também uma constante, ou seja, o
corpo i esta em movimento uniforme. No entanto,
se este mesmo corpo ¢ também tivesse uma massa
nula, m; = 0, entao a sua quantidade de movi-
mento seria nula. Isto nos sugere que é necesséario
que um corpo tenha massa nao-nula para poder
ter uma quantidade de movimento nao-nula. Desta
forma, podemos afirmar que a condigao de estar em
movimento uniforme em um referencial inercial de-
pende exclusivamente de ter uma massa nao-nula.
Vale mencionar que até a época de Newton (até o
Séc. 16, portanto um pouco mais de 2000 anos de-
pois de Aristdteles) acreditava-se que era necessdrio
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uma forga para manter um corpo em movimento,
mesmo em movimento uniforme. Assim, a massa
m em (EZIO) passou a ser conhecida também por
massa inercial. Em (ET0) podemos ver que au-
mentando a massa, devemos aumentar também a
intensidade da forca para manter a intensidade da
aceleracao constante. Isto significa que temos de es-
forgar mais para mudar o estado de movimento de
um corpo com uma maior massa. Esta resisténcia
em mudar o estado de movimento é quantificada
pela massa inercial. Em outras palavras, a massa
inercial mede a resisténcia de um corpo em mudar
seu estado de movimento. A massa inercial é uma
propriedade intrinsica de qualquer objeto.

Qual é a importancia do vetor forca, definido em
(3)? Qual é o seu conteudo fisico? Observamos
que na imensa maioria dos casos é a forga que é co-
nhecida em primeira mao, independentemente da
aceleragao. Veremos varios exemplos logo em se-
guida. Em geral, para massas constantes, esta forca
dependerd da posicao, da velocidade e do proprio
tempo,

dr d*v

(2.11)
Assim, esta equagdo (segunda lei de Newton) en-
volve o vetor posicao 7 e suas duas primeiras deri-
vadas dif/dt e d*7/dt>. E por isto que as quantida-
des cineméticas (posicao, velocidade e aceleragao)
terminam na aceleragao.

E o que nés queremos de um sistema fisico do
ponto de vista da mecanica? Queremos caracteri-
zar o seu comportamento mecanico. Que significa
isto? Isto significa que dado uma forga resultante,
a posigao inicial 7o = 7(tg) e a velocidade inicial
U = ¥(to), queremos determinar a posigao 7(t) em
qualquer instante de tempo posterior ao instante
inicial ¢g. Isto significa que (EZ) é uma equagio
que determina 7(t). Como aparece nela também as
derivadas de 7(t), entao esta equagao é uma equagio
diferencial para 7(t). E uma equagao diferencial de
segunda ordem, pois a derivada de ordem maior
é a derivada segunda no tempo. A pergunta que
temos de responder é: dado o lado esquerdo de
(&), isto é, a forga externa resultante, e esta in-
formacao deve ser obtida de experimentos, quem
é 7(t) satisfazendo as condigbes iniciais impostas
sobre a posicao e a velocidade? Note que (1) é
uma equagao diferencial vetorial, ou seja, ha de fato
trés equagoes diferenciais a serem resolvidas, uma

para cada componente nos eixos X, Y e Z (faga o
Exercicio @).

Bem, temos uma equacao diferencial de segunda
ordem a ser resolvida para encontramos as com-
ponentes do vetor posicao em funcao do tempo.
Esta equagao é o conteudo da segunda lei de New-
ton. Conhecendo as forgas que agem em um deter-
minado sistema, bem como técnicas matematicas
necessarias para resolver uma equacao diferencial
de segunda ordem, determinamos o vetor posicao.
Entao, devemos perguntar: a equacao diferencial
(1) admite uma solugao? se admitir, esta solugéo
¢é Unica? Sim, sob certas condicgoes, a equagao di-
ferencial (ZII) admite uma solucio tnica. E ne-
cessdrio apenas fornecermos duas informagoes [note
que a ordem da equagéo diferencial (EZT0) também
é dois]. Estas duas informagbes podem ser, por
exemplo, os valores da posigao 7y = 7(tg) e da ve-
locidade ¥y = ¥(tg) em algum instante inicial .
Dado estas informacoes, denominadas de condicdes
iniciais, existird uma solugdo unica, 7(t), t >= to,
para a equagdo diferencial (ZZ0). Trabalharemos
alguns exemplos em breve.

Entao estamos numa posicao bastante con-
fortdvel. Dado as condigbes iniciais, 7o = 7(to)
e ¥y = U(tg), determinamos 7(t) e, consequente-
mente, 0(t) [a aceleracdo a(t) j& estd determinada
em (EZI)]. Isto significa que podemos prever todo o
comportamento do nosso sistema em qualquer ins-
tante de tempo t >= t3. Desta forma, podemos
afirmar que a fisica Newtoniana é completamente
deterministica. Mas existe alguma area da Fisica
que nao é deterministica? Sim, ha pelo menos duas:
a mecanica estatistica, a qual é muito importante
em termodinamica, e a fisica quantica, a qual des-
creve os fendomenos do mundo microscopico.

Embora a mecéanica Newtoniana (também deno-
minada de mecénica cldssica) seja deterministica,
ela pode apresentar comportamentos cadticos.
Para entendermos este comportamento cadtico de-
vemos perguntar o quao estavel sao as solugoes de
(1m). Para examinarmos esta questao, suponha
que temos a disposi¢do duas solugdes para (EZIT):
uma solugao 7 (¢) determinada pelas condigoes ini-
ciais 7 (to) e 71 (to), e uma segunda solugao 7 (t) de-
terminada pelas condiges iniciais 7 (tg) = 71 (o) +
5F(t0) e ¥1(to). O termo 67(¢p) na condigao inicial

Ta(tg) significa que 75 (ty) estd muito préxima de

71(to). Assim, é razodvel supor que as duas solugoes

71(t) e T5(t) estardo muito proximas, 75(t) = 7 (t)+
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07(t), pelo menos nos instantes préximos a to. Mas
a medida que o tempo passa, como sera o com-
portamento de 07(¢)? Aumentard indefinidamente?
Permanecerd pequeno? ou diminuird até anular-
se? Em outras palavras, estas duas trajetorias
com condigOes iniciais muito préximas permane-
cerao sempre muito préximas? ou a separacao entre
elas podera oscilar? ou quem sabe aumentar indefi-
nidamente? Uma solugdo de uma equacgao diferen-
cial é denominada de solugdo estdvel se a separacao
d7(t) aproximar-se de zero ou permanecer constante
e de solugdo instavel quando esta separagao aumen-
tar indefinidamente com o tempo t. Vamos pensar
em termos praticos: em geral é impossivel fornecer
as condigoes iniciais com uma precisao absoluta,
pois nossos instrumentos de medidas sempre pos-
suem uma, precisao limitada. Portanto, o estudo
da estabilidade das solugoes de equacgoes diferenci-
ais é indispensavel e é hoje uma area de pesquisa
em desenvolvimento.

Sistemas cadticos, pois é, vamos a eles. Suponha
por um momento que exista um sistema tal que
dado as condigoes iniciais a (uma notagao simpli-
ficada para os valores da posicao e da velocidade
inicial) ele atinja um estado A (ou seja, depois de
certo tempo ele terd uma posigao e uma velocidade
final). Suponha também que dado outra condigao
inicial b, ele atinja o estado B. Entao se houver uma
regiao onde as condigoes iniciais a e b estejam mis-
turadas, o sistema pode exibir instabilidades (no
sentido definido acima). De fato ha sistemas onde
as condigoes estao inextrincavelmente misturadas:
em cada sub-regiao, nao importa o quao pequena
ela seja, sempre havera condigoes iniciais dadas pela
superposicao de a e b. Estes sistemas sao denomina-
dos de cadticos. Isto significa que precisaremos co-
nhecer as condicoes iniciais em um sistema cadtico
com uma precisao infinita para que o estado final
possa ser predito com exatidao, o que é impossivel.

2.1.1 Exercicios

Exercicio 1

Quais s&o as inconsisténcias presentes na forma tra-
dicional de apresentagao das leis de Newton? Como
estas inconsisténcias sao resolvidas pelos Principios
0eD?

Exercicio 2
Escreva as constantes f;; > 0 numa forma racional
Wij = mj/m;, com m; > 0 e mostre que elas sa-

tisfazem a relagao (E2). Estas constantes positivas
m; > 0 sdo denominadas de “massas”.

Exercicio 3

Sabendo que as quantidades ]31-]- em (E3) sdo con-
servadas, determine as constantes p;; em termos
das velocidades antes e depois das colisoes, as quais
sao medidas (conhecidas). Sugestdo: se uma quan-
tidade (vetorial ou escalar) A(t) é conservada, entao
A(tl) = A(tg), para tl 7é tQ.

Exercicio 4

Faca um paralelo entre uma equagao diferencial e
uma equagao polinomial. O que vocé quer deter-
minar em ambos os casos?

2.2 As forcas da natureza

Exemplos de forcas? sim podemos examinar alguns
exemplos. Em muitas situagoes praticas, principal-
mente nas engenharias Mecanica e Civil, as forgas
encontradas sao constantes, F = ﬁo, isto é, in-
dependentes da posicao, velocidade e do tempo.
Geralmente estas forgas constantes sao forgas de
contato entre corpos, geralmente de origem eletro-
magnética. Como a forga resultante é constante
(independente do tempo, da posicao e da veloci-
dade), o vetor aceleragdo em () fica determi-
nado e é também uma constante, d = Fo/m. Desta
forma, a equagao diferencial resultante da segunda
lei de Newton [veja a Eq. ()] que temos de re-
solver é

d2 F,

() = (2.12)

m

Naturalmente, com uma integracao, podemos de-
terminar o vetor velocidade. Finalmente, inte-
grando o vetor velocidade, podemos obter o vetor
posicao. Faca tudo isto usando componentes.

A forca elastica é também uma forca de contato,
de origem elétrica, mas nao é constante. Ela mede
como um corpo reage a deformagdes (compressoes
ou distensoes). Nao havendo deformagoes perma-
nentes, o corpo reage no sentido de restaurar a de-
formagao sofrida. Vamos quantificar isto. Seja = a
deformacéo sofrida ao longo do eixo X. Por sim-
plicidade vamos considerar que a deformacao seja
apenas ao longo do eixo X. Entao, experimentos
nos revela que a forga restauradora produzida pelo



Capitulo 2. Transla¢ées

2.2. As forgas da natureza

corpo em resposta a esta deformagao (pequena) é

F(z) = —kzi, (2.13)
na qual k£ é uma constante caracteristica do mate-
rial (independente de sua massa) e é determinada
experimentalmente. Esta forca é conhecida como
lei de Hooke. Assim, usando a segunda lei de New-
ton () e a lei de Hooke (ET13), devemos encon-
trar uma funcdo x(¢) cuja derivada segunda seja
proporcional a ela mesma,

d2

—kx = mos e (2.14)
ou 2 By
ﬁx(t) = x(t). (2.15)

A solugao desta equacao diferencial serd discutida
mais adiante.

Vejamos mais alguns exemplos importantes.
Sim, podemos ver agora alguns exemplos de forgas
que nao sao forgas de contato. Por exemplo, as
forgas elétrica e magnética. Coulomb observou que
a forga elétrica entre duas cargas elétricas Q e q é

Qq Qq

FE = CETTT = EF’F, (216)
na qual 7 é um versor ao longo da reta que une
as duas cargas (veja a Figura E0). Lembre-se que

cargas elétricas podem ser positivas ou negativas.

Q . = q
T F,
. - o .
r
! ]
r 1
Figura 2.1: Duas cargas elétricas exercem uma

forca entre elas, como foi observado primeiramente
por Coulomb.

Para simplificar, podemos colocar uma das duas
cargas na origem, digamos (). Entao a distancia r
entre elas é r = \/a2 + y2 + 22, sendo 7 = (z,y, 2)
o vetor posicao da outra carga q. Se a carga @)
permanecer fixa na origem e se a carga q for sufi-
cientemente pequena (infinitesimalmente pequena)
para nao perturbar @, entdo podemos usar a se-
gunda lei para determinar o vetor posigao de g em

funcao do tempo. Nestas condigoes, esta carga ¢, a
Unica carga em movimento, é denominada de carga
de prova (ou teste). Neste caso, temos uma carga
de prova ¢ movimentando-se numa regiao onde ela
sente uma forca elétrica criada pela carga @ (deno-
minada de fonte).

Para nao termos de falar sobre a fonte ao deter-
minarmos o movimento da carga de prova, podemos
introduzir um novo vetor,

= Q

E=C. 57,

(2.17)
denominado de campo elétrico, tal que F, = qE.
De forma similar, podemos ter a presenga de um
vetor campo magnético B, o qual também pro-
duz uma forga em um corpo com carga elétrica ¢
movimentando-se com velocidade ¥,

F,=q¥x B, (2.18)
na qual o campo magnético pode depender da
posicao e do tempo. Esta forga é conhecida como
forga de Lorentz. Portanto, em geral, o movimento
de uma carga q sera determinado pela segunda lei
de Newton (E710),

ﬁquE(F,t)+q?x§(F,t):mﬁ (2.19)
Faga o Exercicio @ para perceber como a segunda
lei ira fornecer a trajetoria desta carga elétrica.

Estas duas forgas, elétrica e magnética, estao pre-
sentes em quase tudo ao nosso redor, como em tu-
bos de televisores, equipamentos médicos, acelera-
dores de particulas, cAmaras para resfriamento de
atomos e moléculas, etc. Também vale ressaltar
que estas duas forgas atuam a distancia, isto é, nao
precisam de contato. Outra observagao importante
(ou intrigante?): até o presente, ainda nao obser-
vamos a presenca de cargas magnéticas na nossa
natureza.

Outra forga que estamos talvez ainda mais habi-
tuados é a forga gravitacional. Ela é muito pare-
cida com a forga elétrica entre duas cargas elétricas.
Sao tao parecidas que podemos usar a mesma Fi-
gura I, trocando as cargas elétricas por cargas
gravitacionais, as quais serao denotadas por M, e
mg. Newton observou que a forga entre as cargas
gravitacionais M, e m, é dada por

. M .
Fy=—Cy=219% =, F,.

e (2.20)



2.2. As forgas da natureza

Capitulo 2. Translagées

Em (M), da mesma forma que a carga Q é a
fonte do campo elétrico E em (ZI2), M, ¢é a fonte
do campo gravitacional Eg. Estas cargas gravi-
tacionais nao devem ser confundidas com as car-
gas inerciais introduzidas no Principio B. De fato,
as constantes m em (EH) e em (EI) s@o cargas
inerciais, pois elas nos permitem relacionar forgas
que nao sao de natureza eletromagnética ou gravi-
tacional com aceleragao. Para sermos completos,
também devemos tomar cuidados para nao confun-
dirmos cargas elétricas com cargas inerciais e gra-
vitacionais.

Outra observagao importante: a expressao (EZ20)
é valida somente para uma fonte com o formato
esférico de raio R, com a distancia r > R medida
desde o centro da fonte até a carga gravitacional
de prova mg. Por exemplo, podemos considerar
a Terra como esférica com uma boa aproximagao.
Neste caso, fazendo » = R, com R sendo o raio
médio da Terra, o campo gravitacional Eg (R) terd o
seu mé6dulo constante na superficie da Terra (onde
nos estamos neste momento). Vamos agora levar
esta situagdo para a segunda lei de Newton (EZI),

(2.21)

na qual fizemos m = mj para ressaltar o carater
inercial da massa m, como definido no Principio B.
Agora vem a parte mais interessante. Tanto o va-
lor do campo gravitacional na superficie da Terra,
Eg (R), quanto a aceleragao de uma carga gravita-
cional my com uma massa inercial m;, colocada
préoxima a superficie da Terra, digamos em cima
do nosso edificio central conhecido como E1, po-
dem ser medidas independentemente. Surpreen-
dentemente, resulta que @ = EQ(R). Isto signi-
fica duas coisas: (1) que a carga gravitacio-
nal é igual, dentro da precisao experimen-
tal, & carga inercial, m; = m; = m e (2) to-
dos os corpos caem com a mesma aceleragao
na superficie da Terra. Esta igualdade entre
massa gravitacional e massa inercial foi conjectu-
rada por Galileu, verificada por Newton e muitos
outros desde entdo. A precisdo deste experimento
chega hoje a uma parte em 1016,

Esta igualdade entre massa inercial (capaz de
produzir uma quantidade de movimento) e massa
gravitacional (capaz de produzir e sentir uma forca
gravitacional) implica que todos os corpos sio
atraidos pela Terra com a mesma aceleragao, inde-

pendentemente de suas massas (gravitacionais ou
inerciais). Assim, no vdcuo, uma bolinha de ténis
e o porta-avioes Minas Gerais gastam o mesmo
tempo para percorrerem a mesma distancia em
dire¢ao ao centro da Terra (queda livre). Este fato
também estd entre os mais marcantes acerca da
nossa natureza. Vale mencionar também que nao
hd uma igualdade entre massa inercial (ou gravi-
tacional) e carga elétrica. Também nédo ha cargas
magnéticas na nossa natureza, ou pelo menos nunca
foram vistas.

Note também que a igualdade my = mr = m

implica que o campo gravitacional Eg tenha di-
mensoes de aceleragao. Na superficie da Terra, o
seu médulo é Ey(R) = g = 9.81 m/s*>. Mais uma
observacao igualmente intrigante: no caso da forga
gravitacional, por mais estranho que possa parecer,
¢ a aceleragao F/y que é conhecida em primeira mao.

Falando em forcas, quais sao as forgas conheci-
das na nossa natureza? A forga gravitacional
com certeza é a mais popular. Na fisica Newto-
niana, ela é responsavel pela atragao entre duas
massas. Ela atua a distancia e de forma ins-
tantanea. No entanto, ela, segundo a Relativi-
dade Geral, nao é exatamente uma forca: ela é o
efeito de estarmos em movimento em um espago-
tempo curvo. Falaremos mais sobre isto mais adi-
ante. Temos também a forga eletromagnética.
Ela também atua a distancia mas, diferentemente
da forca gravitacional Newtoniana, ela nao age
instantaneamente, pois o efeito de uma carga so-
bre uma outra, colocadas no vacuo, propaga-se
na velocidade da luz. A forca eletromagnética
é responsavel tanto por fenémenos macroscépicos
quanto microscépicos. Ela é a tunica forca que so-
brevive nestes dois mundos.

Estas duas primeiras forcas sao de longo al-
cance, ou seja, a dependéncia com o inverso do
quadrado da distancia possibilita que elas sejam
sentidas mesmo quando os corpos estao separados
por uma distancia consideravel. Vejamos algumas
distancias interessantes (em ordens de grandeza).
A distancia média entre a Terra e o Sol é de apro-
ximadamente 10! m, uma distdncia denominada
de “unidade astronomica”. O diametro do Sol é
1.3 x 10° m. A distancia Terra-Lua é 3.8 x 10% m.
O didmetro da Lua é 1/4 do didmetro da Terra
que é 1.28 x 107 m. Portanto, a razdo entre os
didmetros do Sol e da Terra é cerca de 111. A razéo
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entre a distancia Terra-Sol e o diametro do Sol é
da ordem de 100. Fagamos estas mesmas analises
para o atomo de hidrogénio. A distancia elétron-
préton no dtomo de hidrogénio é aproximadamente
1071 m. O didmetro do préton é da ordem de
10719 m. Portanto, temos agora 10° para a razao
entre a distancia elétron-préton pelo diametro do
préton. Note que temos muito mais (proporcional-
mente) espago vazio no interior do dtomo de hi-
drogénio do que no espaco entre o Sol e a Terra.

Além das forcas gravitacional e eletromagnética,
temos mais duas outras e somente duas: a forga
forte e a forca fraca. A forga forte mantém os
prétons e néutrons unidos no interior do ntcleo
atomico. Ela atua a distancia e é de curto al-
cance, restringindo-se ao interior do nucleo (cerca
de 10715 m). A forca fraca atua entre particulas
elementares confinadas em regioes muito pequenas,
como aquelas que existem no interior de prétons e
néutrons (numa regiao menor que 10715 m). Ela
também é de curto alcance. Ela é responsavel por
alguns processos radiotivos como o decaimento beta
(um niicleo do dtomo de litio).

E muito interessante fazermos uma comparacao
entre as intensidades destas quatro forcas funda-
mentais. Qual delas vocé acha que tem a maior in-
tensidade relativa? Vamos estabelecer intensidade
igual a 1 para a forca nuclear forte. Entao a forca
nuclear fraca terd uma intensidade relativa de 107°.
A forga eletromagnética terd uma intensidade rela-
tiva de 1072, A forca gravitacional, surpreenden-
temente, terd uma intensidade relativa de 10739,
Faga o Exergicio B.

2.2.1 Exercicios

Exercicio 5

Use R =6.37 x 10° m e M = 5.98 x 10%* kg como
o raio médio e a massa da Terra para calcular o
valor do campo gravitacional [definido em (EZZZ0)]
na superficie da Terra. Faga a mesma coisa para o
Sol (R =6.96 x 108 m e M = 1.99 x 10*° kg), para
aLua (R=174x10°m e M = 7.35 x 10?2 kg)
e para uma estrela de néutrons (R = 1.50 x 10* m
e M = 2.80 x 10%0 kg). Compare os valores. Qual
destes corpos devemos evitar de passar por perto?

Exercicio 6
Calcule as forgas elétrica (IO) e gravitacional
(Z0) entre um préton (1.67 x 10727 kg) e um

elétron (9.11 x 1073 kg) no dtomo de hidrogénio
(r=5x10"" m). Use C, = 8.99 x 10° N-m2/C2 ¢
Cy = 6.67 x 10711 N-m?/kg?. Compare os valores.

2.3 Trajetorias

Antes de mais nada, é importante ficar claro que
para haver interacao é necessario haver dois ou mais
corpos e que esta interacao é representada mate-
maticamente pelo vetor “forca”. A relagdo entre
forga e movimento é caracterizada pela segunda lei
de Newton. A seguir vamos considerar algumas
aplicacoes importantes da segunda lei de Newton
(D) para a obtencdo de algumas trajetérias im-
portantes. Nestas aplicacoes queremos enfatizar a
importancia de uma equagao diferencial para com-
preendermos a dinamica proveniente da interacao
entre dois ou mais corpos. Nao apresentaremos
técnicas sofisticadas para a resolugao de equagoes
diferenciais por falta de espaco. Entretanto, procu-
raremos desenvolver nossa habilidade em adivinhar
a solucao de uma determinada equagao diferencial,
uma das melhores técnicas. Além disto, procurare-
mos usar rotinas em computacao algébrica para re-
solver nossas equagoes diferenciais. Encare isto, por
enquanto, como a utilizacao de uma calculadora
para efetuar operacoes aritméticas e outros calculos
envolvendo funcoes transcendentais como fungoes
trigonométricas, exponenciais e logaritmicas.
Procuraremos desenvolver nossas aplicagoes em
condigoes ideais (no vécuo) e também, sempre que
possivel, na presencga de forgas dissipativas como
atrito e resisténcia de um fluido (gases e liquidos).
Ao introduzirmos estas forgas dissipativas estare-
mos trabalhando com um dos procedimentos mais
frutiferos em ciéncia: a idéia da elaboragao de mo-
delos. Certamente uma descricao detalhada des-
tas forcas dissipativas seria muito dificil ou mesmo
impossivel. Imagine como deve ser o mecanismo
de acao de uma forga de atrito, a qual resulta de
interacoes eletromagnéticas entre duas superficies
em contato. Felizmente fomos capazes, enquanto
seres inteligentes, de superar tais dificuldades apa-
rentes. Criamos a idéia do modelo. Um mo-
delo nao procura reproduzir todos os detalhes de
um determinado fenémeno, ao contrario, ele pro-
cura incorporar apenas as caracteristicas mais re-
levantes. Em compensacao, haverd constantes ar-
bitrarias nestes modelos que deverao ser determina-
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das através de experimentos cuidadosamente pre-
parados. Por exemplo, na lei de Hooke para a de-
formacao eldstica, hd a constante eldstica (ou cons-
tante de mola) que precisa ser conhecida para cada
material antes que ela (a lei de Hooke) possa ser
usada.

Também é fundamental que vocé se envolva pro-
fundamente, a fim de procurar entender todos os as-
pectos discutidos nestas aplicacoes, fazendo e refa-
zendo os trabalhos manuais e computacionais, sem-
pre com um olhar inquisidor. Melhor que apresen-
tar um conjunto de exercicios para treina-lo a fazer
uma boa prova, espero que possamos apresentar um
conjunto de aplicacoes que ilustrem bem o compor-
tamento critico e analitico de um bom profissio-
nal. Estas aplicagoes serao também fundamentais
para estabelecermos as leis de conservacao, nosso
préximo assunto.

2.3.1 Forgas constantes

Como ja mencionamos, forcas constantes, isto é,
independentes da posicao e do tempo, sao impor-
tantes. As forgas em uma determinada estrutura
mecéanica sdo constantes. A forga gravitacional na
superficie da Terra é praticamente constante. Va-
mos considerar um corpo de massa m constante su-
jeito a uma forca ﬁo também constante na auséncia
de efeitos dissipativos. De acordo com a segunda
lei (1), sendo a for¢a uma constante, entdo a
aceleracao também serda uma constante. Portanto,
a equacdo diferencial que temos de resolver para
encontrarmos a equacao hordria 7(t) deste corpo é

d? .
ﬁ'f‘(t> = agp,
Note que estamos usando uma notagao vetorial.
Como h3é trés diregoes independentes, portanto te-
mos de resolver em geral trés equacoes diferenciais,

(2.22)

d? F.

ﬁx(t) = Qgz0, QAz0 = ﬁov

& F

@y(t) = ayo, Ayo = Wy (2.23)
d? F,

ﬁz(t) =a,9, G,0= mo'

Como o lado direito destas equagdes diferenciais sao
constantes, nds temos condigoes de compreender a
técnica de solugao deste tipo de equagao diferencial.
Que tipo de equagao diferencial temos aqui?
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Primeiro um pouco de nomenclatura: as
equagoes hordrias x(t), y(t) e z(t) sdo fungoes de
t, ou seja, elas sao as varidveis dependentes. O
parametro ¢, nosso tempo, é a variavel indepen-
dente. Entao o tipo de equagao diferencial que
estamos tratando aqui pode ser escrita na forma
onde o lado direito contenha apenas constantes,
como em (), e/ou a varidvel independente ex-
plicitamente. Este tipo de equacao diferencial deve
ser resolvido por integragbes (também denomina-
das de quadraturas neste caso especifico). Observe
com atengao o modelo a seguir. Para facilitar nossa
visao, vamos re-escrever as derivadas de segunda or-
dem em z, y e z aparecendo em (EZ23) como deriva-
das de primeira ordem nas respectivas componentes
do vetor velocidade. Entao o plano é determinar
primeiro as componentes do vetor velocidade:

d

T & dug = agodt.

vy (1) (2.24)

= Qzx0
As quantidades infinitesimais dv,, e dt sdo denomi-
nadas de diferenciais (substantivo feminino). Em
(), dizemos que as diferenciais das varidveis de-
pendente (v,,) e independente (t) estao separadas,
completamente separadas. Neste caso, podemos in-
tegrar independentemente os dois lados da tultima
expressdo em (Z24),

/dvgg:/amodt =

vy +C1 :a:co(t+02) <~
vy (t) = agot + C. (2.25)
Note que usamos integrais indefinidas.  Note

também a presenca das duas constantes de inte-
gracao C7 e Cy. Naturalmente, como a,o também é
uma constante, fizemos C' = a,0Cs —C7. Em suma,
determinamos a fungao v, (t). Resta descobrirmos
quem ¢ a constante arbitraria C'. Certamente, sem
uma informacao adicional, ndo temos como desco-
brir quem ¢é esta constante. Devemos conhecer o
valor de v,(t) em algum instante particular, por
exemplo no inicio do movimento. Suponha que o
movimento comece em t = {3 e que neste instante
inicial sabemos que v, (tg) = wvo. seja conhecida.
Isto é uma condigao inicial. Entao, substituindo
esta condigdo inicial na ltima expressao em (EZZ3),
teremos

’Ux(t) = Voz + Az0 (t — to). (226)
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Como a velocidade é a derivada da posi¢ao, pode-
mos repetir o procedimento anterior e determinar
x(t) integrando (EZZ0),

e

ot
dr = azo tdt + (7)0:1: — G0 t())dt.

Vg (t) = Qg0 t 4+ vz — Gz0 to =

(2.27)

Integrando os dois lados desta ultima expressao,
temos

/dl’ = Q0 /tdt + (on — Qz0 tO)/dt =

1
a(t) = sag0t” + (vox — azoto)t + C. (2.28)

2
Note que ja fizemos o truque de juntar todas as
constantes de integracao em uma sé. Novamente,
temos que usar uma condigao inicial para determi-
nar a constante arbitraria C. Vamos supor que a
posicao no eixo X seja conhecida no instante inicial
to, xo = z(tp). Entdo, apdés um pouco de algebra
(faga todos os detalhes), temos (faca o Exercicio @)

1
@(t) = wo + vos (¢ — to) + Faso(t — t0)?.  (2.29)
Naturalmente, ha resultados similares nos demais
eixos (refaga-os):

1
y(t) = yo + voy (¢ = to) + Fayo(t = t0)?,  (2.30)

1
Z(t) =29+ ’Uoz(t — to) + iazo(t — t0)2. (231)
Podemos até re-escrever estas fungoes do tempo de
volta numa notagao vetorial,

0 (2.32)

+ o (t —to) + %ﬁo (t —to)?
com 7o, Ug e dg constantes. Conclusao: quando a
forga é constante, o movimento é parabdlico, isto
é, a sua equacao horaria é uma funcao quadratica
(pardbola) do tempo. Note que a dependéncia tem-
poral em (EZ332) é a mesma para as trés componen-
tes.

Um exemplo importante é o movimento de um
objeto de massa m proximo a superficie da Terra,
onde a forca gravitacional é praticamente cons-
tante, ﬁo —mg l;:, g = 9.81 m/s®. Vamos ainda
supor a auséncia de qualquer efeito dissipativo.
Note que escolhemos um referencial fixo na Terra
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com o eixo Z passando pelos centros de massa da
Terra e do corpo. Neste caso, o nosso vetor ace-
leracdo em (ZX) é @ = —gk. Podemos reali-
zar dois experimentos interessantes: (1) queda li-
vre e (2) langamento obliquo. Na queda livre, sol-
tamos o objeto de uma determinada altura h = zq
(ro = yo = 0) com velocidade inicial nula. Le-
vando estas informagcoes na solugdo vetorial (2233),
teremos

7(t) = (h— ;gtz)lfc =

() =h— %th, 2(t) = y(t) = 0. (2.33)

Note que o movimento é vertical. Note também
que o corpo chega ao solo (z = 0) ap6s um certo
intervalo de tempo com uma velocidade diferente de
zero (faga o Exercicio B). Também podemos ver que
o médulo do vetor velocidade é sempre crescente no
tempo (faga o Exercicio B).

No langamento obliquo, o corpo é lancado com
uma velocidade inicial diferente de zero. Para sim-
plificar um pouco, vamos supor t; = 0 no instante
do langamento e que xg = yp = 29 = 0 (origem).
Entao, de (233) temos

1 N
F(t) = ot — 59752 k, (2.34)
ou, em termos de componentes,
Z'(t) = Voz t7
y(t) = voy t, (2.35)
1
2(t) = vo, t — ith.

Isto significa que o movimento é acelerado ape-
nas ao longo do eixo Z. Vale observar que a al-
tura maxima atingida (acima do plano XY') pode
ser determinada calculando o ponto de maximo
da fungéo z(t). Do ponto de vista de Célculo, o
méximo da fungao z(t) é determinado pela condigao
Z(typ) = vo(tpy) = 0, com o ponto especificando a
derivada no tempo, ou seja, a reta tangente a z(t)
em t); deve ser horizontal. Acontece que do ponto
de vista da Mecéanica, %z é justamente a componente
ao longo do eixo Z do vetor velocidade,

d

v (t) = T

(t) = vo: — gt, (2.36)
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a qual deve ser nula no ponto mais alto,

Voz

1’[)2
0z
— AM = 5

’Uz(tM) =0=ty = = —-—. (237)
29

Esta concordancia entre estes dois pontos de vista

é mais uma demostragao de que a base matematica

da mecénica estd muito bem estabelecida (faga o

Exercicio B).

2.3.2 Exercicios

Exercicio 7

Determine explicitamente as expressoes (ZZZd)—
(Z=T). Determine também as trés componentes
dos vetores velocidade e aceleragao a partir das ex-
pressoes (EZ2Z9)—(E23T).

Exercicio 8
Determine o tempo de queda e a velocidade final
da queda livre descrita em (E233).

Exercicio 9

Determine as quantidades tjs e zp em (E30). De-
termine também o tempo de retorno ao plano XY
e o alcance maximo deste langamento.

2.3.3 Forgas dependentes da posicao
Lei de Hooke

Na auséncia de qualquer forga dissipativa, ou seja,
considerando uma situagao ideal, o movimento de
um sistema constituido por uma mola com uma de
suas extremidades presa e a outra contendo uma
massa constante m é descrito pela segunda lei de
Newton, F = p, onde o ponto sobre o momen-
tum linear p = mv significa a primeira derivada
no tempo e estamos usando “negrito” para repre-
sentar quantidades vetoriais. Se a mola é ideal,
isto é, tem massa desprezivel e obedece a lei de
Hooke, entao a forca resultante que entra na se-
gunda lei de Newton é conhecida (de experimentos
independentes da aceleragdo v). Isto torna a se-
gunda lei de Newton numa equagao diferencial para
a funcao (equagao horéria) que descreve a variagao
da posicao da massa no tempo. Veja o significado
disto.

Suponha que o nosso sistema massa-mola es-
teja livre de forcas externas e de contato com
uma superficie de apoio, como representado na Fi-
gura . Suponha também que i seja um versor

k
ANNNNNNN———

|
I
|
| m
L F

——wvvwwwwvwvvnnnn——rli

| |

| 1

1 1
o X

Figura 2.2: Sistema massa-mola ideal. O repre-
senta a origem do sistema de coordenadas (mola
sem deformagao) e x representa a posi¢ao da massa
m e também a deformacao da mola. k é a constante
que caracteriza o poder de deformacao da mola.

apontando da esquerda para a direita na dire¢ao da
deformacao da mola. Para uma mola ideal de cons-
tante de mola k, deformada por um comprimento =
(medido em relagao & origem O do sistema de coor-
denadas da Figura E3), a lei de Hooke nos diz que
a forga agindo sobre a massa é F = —kxi. Verifi-
que que o sentido desta forga eldstica estara sempre
correto para valores positivos ou negativos de z. A
forga eldstica sempre tentara desfazer a deformagao
produzida na mola. Por isto, ela é conhecida como
uma forga restauradora. Numa situacgao ideal, per-
mitiremos apenas a agdo da forca elastica sobre a
massa m. Do geito que construimos nosso sistema
de coordenadas, a deformagao da mola também
mede a posi¢ao do centro de massa do nosso ob-
jeto preso & mola. Assim, seu vetor posigdo serd
r = zi. Suponha que esta posicio aconteca num
tempo qualquer t. Entao a posi¢ao da massa é uma
funcao do tempo. Consequentemente, o momen-
tum linear da massa m (constante) é p = mzi e
a segunda lei de Newton pode ser escrita explicita-
mente em nosso sistema de coordenadas,

F=—-kxi=p=mii (2.38)
Como uma igualdade entre vetores sé é possivel
se cada componente obedecer a mesma igualdade,
entao

— kx = mi, (2.39)

é uma equagdo que envolve a funcdo z(t) e a sua
derivada segunda #(t). Por isto ela é denominada
de equagao diferencial. Note também que a ordem
da derivada mais alta é dois. Por isto, a equagao

12
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diferencial (E239) é classificada como de segunda or-
dem. Além disto, note que a funcdo z(t) e suas
derivadas entram na Eq. (EZZ3) de forma linear.
Por isto, a equagao diferencial (E239) é classificada
como linear. Por fim, note que a funcdo z(t) a
ser determinada depende somente de uma unica
variavel, o tempo t. Por isto, a equacao diferen-
cial (Z=39) é classificada como ordindria (no bom
sentido). Assim, a Eq. (E233) é uma equagdo di-
ferencial ordinaria (EDO), de segunda ordem e li-
near. Sabendo disto, nossa tarefa a seguir é de-
terminar a funcdo x(t) que satisfaz a equagao dife-
rencial (29), dado algumas informagoes adicionais
(condigoes iniciais).

Teorema: uma equacgao diferencial ordinaria de
segunda ordem e linear admite uma solucao tnica
se duas condigoes iniciais (informagoes adicionais),
por exemplo, 2(0) = z¢ e #(0) = v, forem conheci-
das. Por comodidade, é melhor dividirmos a EDO
(=39) pela massa m,

k

WE =
m

i+ wir =0, (2.40)
Podemos notar imediatamente nesta equagao que
a constante nova wgy tem dimensao de inverso do
tempo (frequéncia). Assim, ela serd denominada de
frequéncia natural deste sistema massa-mola. Me-
lhor regra para se resolver uma EDO: adivinhar a
solugao! Certamente nossos conhecimentos sobre
derivadas ajudard muito. A EDO (EZ0O) estd nos
perguntando: quem é a funcao (ou fungoes) que ao
ser derivada duas vezes volta nela mesma?, a me-
nos de uma constante multiplicativa real e negativa.
Basta lembrar das fungoes trigonométricas elemen-
tares, também conhecidas por fungoes harmonicas,
e da exponencial. Vamos experimentar a fungao
cosseno,

z(t) = Acos(wot + @), (2.41)

onde as duas constantes arbitrarias, A e ¢, sdo co-
nhecidas por amplitude e constante de fase. Ve-
rifique que a solugao (EZA) satisfaz plenamente a
EDO (EZ0) para quaisquer valores de A e ¢. Outro
teorema sobre EDOs: cada solugao deve conter um
nimero de constantes arbitrarias igual & ordem da
EDO. Verifique também que estas constantes ar-
bitrarias A e ¢ sdo determinadas em termos das
condigoes iniciais x(0) = x¢ e £(0) = vy na forma
(faca o Exercicio M)

Vo \2
A=t ()

)

Vo

tan ¢ = — (2.42)

Woxo

Assim, dado as condigbes iniciais z(0) Ty e
%(0) = vy, a equagao horaria (1) fica unicamente
determinada.

Qual é a interpretagdo mecanica da equagao
hordria (EZ)? Primeiro, podemos ver de (EZZ)
que a posicao z do nosso objeto pertence ao in-
tervalo fechado [A,—A]. A constante A é de-
nominada de amplitude. Segundo, a fungdo cos-
seno é periodica. Assim, o movimento represen-
tado pela equagdo horaria (EZ) é periddica de
perido 7 = 27 /wy.! Isto significa que wy = 27f,
onde f = 1/7 é freqiiéncia (expressa em Hertz,
inverso do segundo). Assim, devemos chamar wy
de freqiiéncia angular (expressa em radianos por
segundo).?  Um movimento que é periédico e li-
mitado num certo intervalo é denominado de os-
cilatério. Desta forma, a equacdo hordria ()
representa 0 movimento de um oscilador ideal.
Como a frequéncia (angular) deste oscilador osci-
lador é wy, definida na Eq. (E20), o movimento
é denominado de harménico (descrito por fungoes
harménicas). A constante ¢ é denominada de cons-
tante de fase. A fase é o argumento de uma funcao
hamonica, 6(t) = wot + ¢ neste caso.

A EDO (EZ0) aparece em muitos contextos e,
por isso, tem uma importancia muito grande. Esta
EDO, conhecida por equagao diferencial do oscila-
dor harmonico, deve ser memorizada, juntamente
com sua solugao (EZ20).

A Figura I3 mostra a equagado hordria (ZZI)
com A =1, ¢ =0 e wy =27 (unidades arbitrarias)
juntamente com a componente &(t) do vetor velo-
cidade correspondente. Vocé deve interpretar esta
figura em termos da forca elastica, acompanhando
o grafico da equagao horaria e da velocidade e ima-
ginando como é a agao da forga elastica em cada
instante.

Péndulo simples

Vamos considerar agora um péndulo ideal. Um
péndulo ideal é formado por uma haste rigida, in-

ISendo z(t) periédica de periodo 7, entdo =(t + 7) =
Acos(0 4+ wot) = x(t) = Acos(0), onde 0 = wot + ¢. Como
a fungdo cosseno tem periodo 2w, entdo wot = 27.

2H4 dois tipos de frequéncia em um movimento periédico:
uma frequéncia que é o inverso do periodo, f = 1/P, medida
em Hertz (Hz), e a frequéncia angular, w = 27 f, medida em
rad/s. O movimento periédico de um determinado sistema
é harmonico quando a sua frequéncia angular for igual a
frequéncia angular natural deste sistema.

13
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Figura 2.3: Equacao horéria x(t), velocidade (%)
e espaco de fase para o oscilador harmoénico com
A=1,¢=0ewy=2r (unidades arbitririas).

flexivel, de massa nula e de comprimento [, com
uma das extremidades fixa em algum lugar (o qual
usaremos como origem para o nosso sistema de
coordenadas) e com uma massa m presa na ou-
tra extremidade, conforme indicado na Figura 4.
Neste sistema temos apenas as forgas da gravidade

O Y

Figura 2.4: Péndulo simples (ideal) de compri-
mento [ e massa m sob a agao da forca da gravidade
F, = mgi e da tensao T.

F, = mgi agindo na massa m (constante) e a
tensao T na haste. Deslocando a massa de sua
posicao de equilibrio (na vertical) por um angulo 6,
imediatamente a forga gravitacional faz com que o
sistema retorne a sua posicao de equilibrio. Nosso

objetivo é descrever o movimento desta massa m,
ou seja, encontrar como o angulo 6 (ou fase) va-
ria com o tempo. Note que, embora o movimento
ocorra no plano (dois graus de liberdade), temos
um movimento com apenas um grau de liberdade,
pois a condigao de inflexibilidade da haste impoe
que z2(t) + y%(t) = I, com x(t) e y(t) dependen-
tes do tempo e [ independente do tempo. Natural-
mente, a equagdo hordria para o angulo 6 = 0(t)
deve ser encontrada resolvendo a equagao diferen-

cial proveniente da segunda lei de Newton,
F=F,+T=p=ma. (2.43)

A segunda lei (Z3) deve ser re-escrita usando o
sistema de coordenadas mostrado na Figura I,

F, =mg—Tcosf

= mi = —mlf sin @ — mlb? cos 0, (2.44)
F,=—Tsinf
= mjj = mlf cos § — mi6? sin 0. (2.45)

Estas duas equagoes diferenciais sao equivalentes a
uma equagao diferencial para 6(t),

é—i—w%sinQ:O, wozﬁ,

e uma equacao para o mddulo da tensao na haste,

(2.46)

T = 29062 — G cot ), (2.47)
Wo

a qual mostra que a tensao na haste é uma forga

dependente da posicao angular ().

Uma observagao importante: note que a cons-
tante wy, a frequéncia angular natural do péndulo,
em (EZM) nao depende da massa do m do péndulo.
Assim, péndulos construidos com uma bolinha de
ténis e um elefante terao a mesma equacgao horaria.

A equagao diferencial (EZ0), aparentemente sim-
ples, oferece muitas dificuldades para ser resolvida
analiticamente. Esta é uma situagao onde é muito
mais conveniente usarmos métodos numeéricos di-
retamente. No entanto, podemos observar que,
devido & série de Taylor para a funcdo seno em
torno de 6 = 0, sinf ~ 6, a equacao diferencial
(ZZM) torna-se na equagao diferencial de um oscila-
dor harmonico para pequenos valores de 6 (sempre
em radianos),

f+w20=0 0<1, wy= % (2.48)

14
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Esta EDO tem a mesma forma da EDO (EZ0) do
oscilador harmonico, trocando = por 6. Portanto,
podemos aproveitar aqui a solugdo (EZ1), trocando
x por #. Assim, dentro da aproximacao de angulos
pequenos, podemos escrever

0(t) = Acos(wot + @), wo= ﬁ (2.49)
Isto significa que o movimento do péndulo serd
harmonico para baixas amplitudes (dngulos) e que
a constante wy serd a sua frequéncia natural, a
qual é independente da massa m. Tendo um
bom crondmetro e muita paciéncia podemos me-
dir a frequéncia natural e entao calcular o valor
do médulo da aceleracao da gravidade no local do
péndulo.

5

0
Oy - - - -
s Oy woeeees |
3 e m
2 -
LIy ey /-;-:'\' N PN
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Figura 2.5: Trés equacoes horarias para o mesmo
péndulo simples com wy = 27 rad/s, diferindo ape-
nas pela escolha das condigoes iniciais dadas em
(=) ().

A Figura I3 mostra trés equagoes hordrias (uni-
dades MKS) para o mesmo péndulo de frequéncia
angular natural wg = 27 rad/s. Estas trés fungoes
do tempo foram obtidas resolvendo a equagao di-
ferencial (EZ0) numericamente. Estas equagoes
horarias diferem apenas pelas condigoes iniciais.
Como podemos ver na Figura I3, as duas primei-
ras destas equacoes horarias representam um movi-
mento oscilatério (amplitude limitada). A terceira
equagao representa um movimento de rotagao. Es-
tes trés movimento sao periddicos. Na Figura I3,
cada curva foi devidamente normalizada,

2
@1 = 7091(0) wo = 271',
T (2.50)
0:(0)= 55, 61(0) =0,
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2
@2 = 792(15), Wy = 271’,

T (2.51)

0:(0) = 5. 6:2(0) =0,

€
O = 104(1) 2
= - ’ Wo = 4T,
8T 0 (2.52)

05(0) =0, 605(0) = 12.57 ~ 4.

Podemos ver na Figura EZd que apenas a pri-
meira equacao horaria possui um periodo aproxi-
madamente igual a 1 s. Portanto, a frequéncia an-
gular correspondente é aproximadamente igual a
27 rad/s. Ela também possui uma amplitude ini-
cial pequena 7/20 rad. Estes dois fatos siginificam
que apenas a primeira equagao hordaria representa
um movimento harmonico, ou seja, ela também
deve satisfazer a equagao diferencial (ZZ3) dentro
de uma boa aproximacao.

2.3.4 Exercicios

Exercicio 10

Obtenha explicitamente as constantes A e ¢ dadas
em (EZ3) usando as condigbes iniciais z(0) = xg
e ©(0) = d¢o. Depois faga zg = 1, ©o = 0 (objeto
solto do repouso) e w = 2. Use o sistema MKS de
unidades.

Exercicio 11
Determine explicitamente as equagbes (EZZH)—

2.3.5 Forcas dependentes da veloci-
dade

Que tal um toque de realismo? Vocé ja deve ter
sentido o quao dificil é caminhar dentro de uma
piscina cheia de agua, embora a dgua esteja tran-
quilamente em repouso. Também podemos notar
neste experimento que é mais dificil correr que ca-
minhar na dgua. Na préatica, isto significa duas coi-
sas: (1) a dgua nos aplica uma forga contriria ao
nosso movimento, portanto uma forca dissipativa
(cujo significado preciso serd entendido mais tarde,
apds uma discussao sobre o conceito de energia),
e (2) esta forga dissipativa deve ser proporcional &
nossa velocidade. Agora vem a esséncia do modelo:
nao importa o quao complicada seja nossa interagao
com a agua, o efeito pode ser modelado por uma
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forca dissipativa proporcional a velocidade,
d
F,=-bv= —bﬁr(t),

onde o parametro b é uma caracteristica do meio
e deve ser determinado experimentalmente (como
a constante de mola da lei de Hooke). Note que
estamos supondo uma dependéncia linear na velo-
cidade. Reconsiderando os exemplos discutidos an-
teriomente na Secao =X, temos agora duas forgas
agindo no nosso corpo de testes, a forga constante
Fy e a forca dissipativa F; definida em (E23),

(2.54)

(2.53)

Fo+F,; =ma.

neste caso, como a forga dissipativa depende da
velocidade, a aceleragao nao é mais uma cons-
tante. Isto significa que teremos de resolver agora
equagoes diferenciais ligeiramente mais complica-
das. Este modelo descreve muito bem corpos pe-
quenos como particulas de poeira no ar ou de corpos
nao muito extensos a baixas velocidades como uma
bolinha de gude caindo em um fluido qualquer (gds
ou liquido). Facamos alguns exemplos.

Particula em suspensao

Primeiro vamos considerar uma situagao mais sim-
ples: queda “livre” de um pequeno corpo sob a agao
da gravidade (préxima da superficie da Terra) e na
presenca da atmosfera. Como a forca gravitacional
é constante, podemos escolher sua dire¢ao como um
dos eixos do nosso sistema de coordenadas, diga-
mos ao longo do eixo Z. Portanto, o movimento é
unidimensional, ao longo do eixo Z. Podemos es-
colher o versor k indicando o sentido positivo como
o sentido do centro da Terra para fora. A origem
estd no solo. Inicialmente o corpo é solto do re-
pouso de uma altura H acima do solo. Apds um
certo instante ¢, o corpo encontra-se numa posicao
r(t) = z(t)k. Neste sistema de coordenadas, a forga
gravitacional é Fop = —mgk. A equacao diferencial
(E3A), com a forga dissipativa da atmosfera mode-
lada como em (EZ23), pode ser re-escrita como (faga
o Exercicio )

—mg—bz=mz =

m
T=—.

b

Neste caso, nao podemos usar a técnica de se-
paracao de varidveis, pois aparece uma derivada

1
E+—itg=0, (2.55)
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primeira e uma derivada segunda (diferentes ordens
de derivagao). No entanto, podemos tentar deter-
minar primeiro a velocidade v, (t) = % ao longo do
eixo Z. Em termos da velocidade, a EDO (E3)
pode ser reescrita na forma

. 1 .

v, + ;vz +9g=0, v,=2%. (2.56)
Esta equagao pode ser resolvida através de uma
mudanca da varidvel dependente v, para u
77 v,+g. A mudanca de varidvel é mais uma técnica
importante na resolucdo de equacgodes diferenciais.
Assim,

1
u=-v,+g = U,=Tu (2.57)
T
Levando estes resultados de volta em (E223), tere-
mos

T+ u = 0. (2.58)

Agora esta equacao diferencial pode ser resolvida
pela técnica de separagao de varidveis,
du 1

du

(2.59)

1
——dt.
u T

Intengrando os dois lados desta equacao, obtemos

t
Inu=—--=+C" (2.60)
T
Invertendo o logaritmo na tultima expressao em
(md), determinamos a fungao intermedidria wu(t),
u(t) = Ce /7, (2.61)
onde fizemos C = e’ . Finalmente, usando a mu-
danga de varidvel dada em (EZ31), determinamos

v, (t),

v,(t) =Tu—719 = Cre 7

—T7g. (2.62)
A constante de integragdo C é determinada, como
sempre, pelas condigoes iniciais. Na queda livre, a
velocidade inicial é nula, v,(0) = 0. Esta condigao
inicial nos fornece C' = g (faca o Exercicio ).

Assim,

v(t) = —gr(l—e "), 7= (2.63)
Note que v,(t) < 0 sempre, indicando que o vetor
velocidade aponta para o centro da Terra, como

esperado. Além disto, veja que interessante: 7 é
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uma quantidade positiva. Entao, apés um inter-
valo de tempo maior que 7 a velocidade em (EZT3)
é praticamente igual —g7, ou seja, independente do
tempo, pois a exponential decresce rapidamente a
zero nesta condigao (¢t > 7). O moédulo deste va-
lor constante para a velocidade é conhecido como
“velocidade terminal”,

Vp = gr = %. (2.64)
Faga um gréfico da velocidade (E3). Note também
que se a velocidade terminal (Ed) for substituida
na segunda lei (E23) (faga 2 = Vr), a aceleragao
torna-se nula. Isto significa que a velocidade ter-
minal é atingida quando a forca dissipativa, a
qual estd aumentando sua intensidade proporcio-
nalmente a velocidade, iguala a forca gravitacional.
Atingida a velocidade terminal, ndo tem mais ace-
leracao. De fato, a aceleracao calculada da veloci-
dade (E13) é

a,(t) = —ge t/7, (2.65)
a qual vai a zero rapidamente. Experimente em
casa usando uma pequena bolinha em queda livre
em um liquido qualquer. Talvez seja necessario usar
Oleo para observar o efeito da velocidade terminal.
E a equacao horéria deste movimento? Podemos
usar a velocidade () para determinarmos z(t),

_dz

== —g7(1— e*t/T)

v (t) =

dz=—gr(1—e ") dt. (2.66)
Integrando independentemente os dois lados desta
ultima expressao, obteremos (faga o Exercicio [3)
2(t) = —g7(C +t+71e77). (2.67)
Vamos supor que o corpo seja solto de uma altura
hemt =0, z(0) = h. Entdo, usando esta condi¢ao
inicial em (ETd) determinamos C = —7 — h/(g7)
(faca o Exercicio [3A),
2(t)y=h—grt+gr*(1— e_t/T). (2.68)
Note que para um tempo t > 7, ou seja, apds o
corpo ter alcangado sua velocidade terminal, esta
equagao hordria é praticamente linear no tempo,
como deve ser, pois nao ha mais aceleragao. Estas
observagoes que fizemos sao verificadas na pratica
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e confirmam a validade do modelo que foi feito.
De novo, devemos frisar a importancia do modelo
para ultrapassarmos a enorme barreira apresen-
tada pela tentativa de entendermos em detalhes
microscépicos a interagao entre um corpo em mo-
vimento e o fluido no qual ele estd imerso.

Paraquedas

Nosso primeiro modelo descreve bem corpos pe-
quenos com velocidades baixas. E corpos extensos
como um para-quedas em queda livre? Neste caso,
também um movimento unidimensional, o modelo
que funciona melhor tem uma forca dissipativa com
uma dependéncia quadratica com a velocidade de
queda v,

Fs = %p(SA vk, (2.69)
na qual p é a densidade do ar (ou de um fluido qual-
quer), § é uma grandeza adimensional, denominada
de coeficiente de arrasto, relacionada com a forma
geométrica e A é a drea da secdo reta do corpo em
queda livre. O coeficiente de arrasto para corpos
arrendondados é aproximadamente 0.5. Note em
() que a forga é dissipativa, isto é, contraria ao
sentido do vetor velocidade, o qual estd no sentido
oposto ao do versor k. Neste caso, devemos resol-
ver uma equagao diferencial ainda um pouquinho
mais complicada. Adicionando a forca da gravi-
dade Fy = —mgk, temos a EDO (verifique)

Fo+Fs;=ma =

0A

Ponitg=0, n=220 (270
2m

Note que 1 tem dimensao de inverso de compri-

mento. Temos de resolver esta EDO juntamente

com as condigoes iniciais
(2.71)

onde H é a altura inicial (em rela¢ao ao nivel do
mar, por exemplo) e £(0) = 0 representa a veloci-
dade inicial (salto a partir do repouso). Neste caso,
também nao podemos usar diretamente o método
da separagao de varidveis porque temos derivadas
de ordens diferentes. Também nao ajuda muito ten-
tar resolver primeiro a equagao diferencial para a
velocidade,

U, —g—i—nv?, v, = 2, (2.72)
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pois nao podemos imaginar uma mudanga experta
na variavel dependente que nos possibilite usar o
método da separacao de variaveis. No entanto, po-
demos usar a equagao diferencial (E2732) para deter-
minarmos a velocidade terminal (0, = 0),

VT:\/?.
"

A solugao da equagao diferencial em (ZZ0), junta-
mente com as condigdes iniciais (EZ), é (faga o
Exercicio [A)

(2.73)

2(t) = % {Hn +1n(2) + ; —In(1+ 62’5/7)} , (2.74)

com 7 = 1/,/gn e n = pdA/2m. Verifique que 7
tem dimensao de tempo. A derivada primeira desta
funcao nos da a velocidade instantanea de descida
do paraquedas (faga o Exercicio [3),

7 e2t/‘r -1
a qual é estritamente negativa (como esperado).
Podemos ver que reobteremos a velocidade termi-
nal (Z3A) no limite t — oo (faga o Exercicio ).
Por completeza, podemos verificar que a aceleragao
correspondente, a qual pode ser obtida da EDO
(M), uma vez que temos a derivada primeira em
(@), e obtida tanbém diretamente da derivada da
velocidade (Z23), é (faga o Exercicio [T)

(2.75)

€2t/7’

0 @

0. (t) = —4g (2.76)

De fato, esta aceleracao vai a zero no limite ¢ — oo
(velocidade terminal). Note que a,(0) = —g, como
esperado.

Vale a pena fazermos duas observagoes: (1) em
ambos os casos de queda livre na presencga da at-
mosfera, o empuxo nao foi levado em consideragao.
Como serd visto em nossos estudos com fluidos, o
empuxo faz com que o “peso aparente” torne-se um
pouco menor. (2) Até aqui, supusemos uma den-
sidade constante p = pg. No entanto, a densidade
atmosférica varia com a altura z. Em um modelo
simplificado podemos escrever
—z/H

)

p(2) = poe (2.77)
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com py = 1.25 kg/m?3 no nivel do mar e H
8 x 103 m. Levando esta dependéncia da densi-
dade com a altura z(t), a equagao diferencial (EZ70)
torna-se em

podA
om

s—nz2e”*H L g=0, =

(2.78)

Neste caso, nao temos uma solucao analitica co-
nhecida como (EZA). Nossa unica opgao é fazer
uso de técnicas numéricas para resolver a equagao
diferencial (EZ8). Note também que a velocidade
terminal (£ = 0) ndo é mais uma constante, mas
passa a depender da altura z (faga o Exercicio 1),

9 z/2H 9 Z
= = ~ =11 -
e he = 0 am)

na qual estamos supondo z < H.

(2.79)

Forga de Lorentz

Vejamos mais um exemplo importante no qual a
forca também depende da velocidade. Considere
um corpo de massa m e carga () no vacuo. Supo-
nha também que no instante inicial ¢ty = 0 ele esteja
na posicao inicial ro = (z0, Yo, z0) € com velocidade
inicial vo = (vog,v0y,v0.), em relagdo a um sis-
tema de coordenadas ortonormal (fixo). Suponha
também que um determinado campo magnético,
B = (0,0, By), com By constante, esteja presente.
Entao, este corpo sentird o efeito da forga de Lo-
rentz,

FB = QV x B = Q(Ume —’UﬁBQ,O). (280)

Da definicao de forcaSegunda Lei de Newton, Fp =
mi, teremos as seguintes equagoes diferenciais (faga
o Exercicio @),

mi = +QBoy = i = 4wy, (2.81)
mij = —QBoi = i = —wd, (2.82)
mzZ =20 = 2=0, (2.83)
onde fizemos
= Qj 0. (2.84)

Note que temos uma novidade: as equacgoes dife-
renciais (EZX1) e (EX3) estao acopladas, isto é, as
derivadas das varidveis dependentes x(t) e y(t) apa-
recem misturadas nestas duas equagdes. No en-
tanto, esta mistura é linear nestas derivadas. Esta
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linearidade faz com que possamos resolver este sis-
temas de duas equagoes diferenciais de uma forma
muito simples. Derive a equacao diferencial (ZZX1)
em relacdo ao tempo e use a equacao diferencial
(ZX2) para eliminar §j. Depois introduza a veloci-
dade v, =z,

Vp = —w2vx,

Vp = & (2.85)
Esta EDO tem a mesma forma da EDO (EZ0) do
oscilador harménico, trocando x por v,. Portanto,
podemos aproveitar aqui a solu¢ao (), trocando
x por v,. Entretanto (por puro parzer), vamos usar
uma solugao para a EDO (EZ=3) contendo a fungao

seno na forma

vy (t) = —wAsin(wt + ), (2.86)

com A (amplitude) e ¢ (fase) constantes, as
quais devem ser determinadas com o auxilio das
condigoes iniciais. Verifique que (E=0) é de fato
uma solugao de (EZ23).
Tendo determinado v, (t), podemos usar (E=XT)
para determinar v, (t),
1

vy(t) = =0y = —wAcos(wt + ¢).

- (2.87)

O préximo passo é integrar as velocidades (EZ=O)
e (1) para obtermos as respectivas equagoes
horarias:

z(t) = Acos(wt+ ¢) + C1, (2.88)
y(t) = —Asin(wt + ¢) + Ca, (2.89)
Z(t) = C3 + Cyt, (290)

onde aproveitamos também para resolver a equagao
diferencial (ZX3). Todas as seis constantes apare-
cendo em (IZX3)-(CM) devem ser determinadas a
partir de seis condicoes iniciais,

I'(O) = ($07y0,20)7 V(O) = (v107vy07vz0)- (2-91)
Usando estas informagoes, teremos (faca o
Exercicio )

02, + v2
tan(b _ 1}10’ A= z0 5 y0 (292)
UyO w
e

C1=x9g— Acos¢p, Co=1yy+ Asing,

O3 = 20, 04 = Vz0- (293)
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Qual é a trajetéria determinada pelas equagoes
hordrias (E23)—(CM)? Podemos notar que no
plano XY, a trajetoria é uma circunferéncia de raio
A, centrada em (C1, Cs), pois

(x — 01)2 + (y — 02)2 = A2 (294)
Portanto, temos duas possibilidades: (1) se a ve-
locidade inicial no eixo Z for nula, v,o = 0, entao
a trajetoria serd uma circunferéncia no plano XY
(faga o Exercicio [); (2) se a velocidade inicial no
eixo Z nao for nula, entao a trajetdria serd uma
hélice de base circular e passo uniforme ao longo
do eixo Z. Note o seguinte: no caso da trajetoria
ser circular, teremos

v

A:— =
ABy’

w

=

% (2.95)

com v = /v2) +vZ;. Também fizemos uso da de-

finigdo da frequéncia w dada em (EZXT). Note que
a ultima expressao em (EZH) nos permite calcular
a razao entre a carga e a massa de um elétron, por
exemplo, em fungao do raio A da trajetéria, o qual
¢é determinado pela velocidade inicial e pelo valor
do campo magnético.

2.3.6 Exercicios

Exercicio 12

Determine as dimensoes da constante 7 em (E223).
Determine a constante de integracdo C' em (ET3)
usando a condigao inicial v,(0) = 0.

Exercicio 13

Determine a constante de integragdo C' em (ZQ)
usando a condigao inicial z(0) = h. Verifique ex-
plicitamente que a funcdo z(t) em (ET3) satisfaz a
equacao diferencial em (E223).

Exercicio 14

Verifique explicitamente que a funcdo z(t) em
() satisfaz a equagéo diferencial em (EZ7). De-
termine as dimensoes da constante 7 e da constante
T em (EZ23).

Exercicio 15
Derive a solucao z(t) em (EZZA) para obter a velo-
cidade (EZZ3) e a aceleracao (EZ7D).
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Exercicio 16
Determine a velocidade terminal efetuando direta-
mente o limite

Vr = tlggo v.(t), (2.96)

com v,(t) dada em (EZ3). Aplique este mesmo
limite para a aceleragao (EZZ0).

Exercicio 17
Determine a velocidade terminal em (EZ73).

Exercicio 18

Determine de (E220) as equagdes diferenciais (E2X1)—
(X3) (decorrentes da segunda lei de Newton) que
controlam o movimento de um corpo com uma
carga elétrica ¢ e uma massa m na presenga de
um campo magnético constante. Use (E2X) e de-
termine sua dimensao.

Exercicio 19
Determine explicitamente as constantes de inte-
gragao em (IZ=3)—(Z).
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