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O modelo de mercado postula que todos os retornos sao linearmente relacionados a uma variavel aleatéria R, de
um chamado portfolio de mercado, definido como todas as agoes negociadas no mercado em proporgao equivalente
aos seus valores de mercado. Vamos assumir que o R,, tenha média u,, e variancia afn.

Neste caso, a varidvel aleatdria de retorno para um ativo ¢ tem a seguinte formas:
Ri:ai+5iRm+si;i:132a"'an (1)

Em que «; é uma constante representando o componente extra-mercado do retorno, o 3; R,,0 componente de
mercado do retorno e [3; a sensibilidade a volatilidade do retorno. Esta variagao aleatéria em torno da relacao é
dada por ¢;.

Este modelo supoe que exista um elemento sistematico no valor de um ativo, que é controlado pelo mercado
e nao pela companhia, assim como uma parte do prego da acao que é dada pelos lucros e eficiéncia da empresa.
Note que podemos calcular o §; a partir de uma série temporal de (R;¢, Ryt). Este modelo de mercado também
é conhecido como modelo de indice tnico, em que os retornos sao simplesmente relacionados a R,,. Se existissem
outras varidveis que possam afetar os retornos e entrem na equacao 1, ele seria modelo de indice multiplo.

As premissas sobre o termo de variacao aleatéria ¢; sdo importantes e definidas como se segue:

As duas primeiras equagoes sao comuns, a terceira implica a independéncia decorrente do fato que os retornos sao
ligados apenas pelos efeitos de mercado e a ultima é decorréncia de independéncia entre os retornos de mercado e os
retornos idiosincraticos de alguma empresa em particular. Queremos obter a fronteira eficiente e os seus portfolios,
sob estas premissas. Ja4 vimos em sala que a matriz completa de covariancia nao é necessaria.

Os retornos de uma carteira qualquer P sao dados por_R, = w” R , sendo que os retornos empilhados dos ativos



sao dados por:
R=a+06R,, +¢

Tirando esperancas e variancias, temos

Var(R) = (ﬁﬁT)a%fn + diag(az)
of
o2 =
o2

Para um portfolio qualquer:
Rp =w 'R =w"(a+ R, +¢)

A esperanca e a variancia sio:

E(RP) = wTa + wTﬂPJm
Var(Rp) = (w? B)*02, + w” diag(c®)w

Esta formulacao implica que tenhamos uma alocagao em duas partes: uma delas em cada um dos ativos, sendo

com retorno w?l By, e variancia w! diag(o?)w, e uma outra parte no indice, com média w? a e variancia (w? 3)%02,.

Em somatoria, podemos escrever a variancia do portifélio da seguinte forma:

n n 2
VGT(RP) = Zw?af + (Zwlﬁl> U?n
=1 i=1

A férmula acima mostra que, com a alocacao igual entre os ativos, a primeira somatéria soma quando n — oo,
e 0 termo seguinte ndo soma. Ou seja, o vetor w tem (n + 1) elementos: os n ativos mais o indice. Para propormos

o problema de otimizagao, vamos definir algumas variagoes nos vetores anteriormente definidos:

e Pesos “aumentados”: g7 = [ wl wTl ]
1x(n+1)

e Alphas extra-mercado v’ = { ol pim }
1x(n+1)

2

e Variancias aumentadas: D = diag([ o2 full

i| (n+1)x(n+1)



Assim, o problema fica sendo:
mgingTDg
suj.agtv=r
A diferenga aqui estd em duas restrigoes adicionais. Uma vez que g; = w;,Vi <n+1e got1 = > 1y gi%i, temos
-

Além disso, se os investimentos nos ativos tem de somar 1, temos que wy +wo + -4+ wy, = g1+ 9o+ -+ gn +

1

que:

g'b=g"

0 X gn4+1 =1, temos:

0

O lagrangiano, neste caso, fica sendo:
L=g"Dg—Xi(g"v—r) = Xa(g"h—1) = A3(g7)

A CPO com relacdo a g é dada por:

oL _

5y = 229 = =l —Agb =0
Qg:%[v NI PYEPY Asr
o=50 (o h v ][ A de A

T
Premultiplicando os dois lados da igualdade por [ v h b ] , ficamos com:

(v n brgzé[v h er*[v Bob [ a Ag]T

Podemos definir uma matriz A, com os termos do meio desta férmula:

A=clv b]TD_l[v oo |

DN | =



O que permite simplificar a equacao anterior:

ngZAfl[r 1 O}T

[)\1 Ao Ag}T:2A71[v h b]
g:Q*([v h b}mrl{r 1 O]T)

Podemos também calcular a variancia associada em termos analiticos:

VCL’I“(RP):[’I“ 1 O}A‘l[r 1 O]T



