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Nota de Aula

Vamos agora detalhar a matematica do portifélio eficiente. Vamos assumir a existéncia de N > 2
ativos, e que nenhum ativo possui um retorno que possa ser expresso como uma combinacao linear dos
retornos de um subconjunto dos outros ativos. Vamos denominar V' a matriz de varidncia-covariancia
dos ativos, em que cada célula de V;; = Cov(r;, 7). Por construcao esta matriz é simétrica e a diagonal
apresenta as varidncias dos retornos. Suponha que os pesos dos retornos podem ser expressos por um
vetor denominado w. Vamos adicionalmente garantir que estes pesos somem um com a condicao w1 = 1.

A variancia do portifélio pode ser entendida como sendo uma forma quadrética deste negocio:
Varp = wl'Vw

Da mesma forma, o retorno deste portifélio pode ser entendido como uma média ponderada dos

retornos dos ativos individuais. Se colocarmos todos os retornos em uma mesma matriz e, temos que:
_ T
E(rp) =w"e
Ou seja, para um dado retorno objetivo E , o portifélio eficiente é o que resolve o problema a seguir:
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A vantagem desta férmula é que ela prescinde do uso de métodos numéricos para a obtencao de um

portifélio de variancia minima. Resolvendo esta parada, precisamos construir o seguinte Lagrangiano:
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L= §wTVw +AE —wle) +y(1 —w'1)
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As nossas fantésticas CPO’s sao:
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Como as trés condicoes tém que seri iguais a zero, temos entao:
Vwp, = e — 71
Multiplicando os dois lados por V!
wy, = AV e+ 4V 21 (1)

Agora multiplicando por e”:

eTwp = AMelVle) +4(eTV11)

T

Uma vez que e’ wp = w:‘ge, temos da segunda restricao do problema de minimizacao:

E =XV le) +y(eTV 1) (2)
Olhando novamente a equacio (1), podemos fazer uma manhazinha com ela, premultiplicando por 17:

17w, = X2TVv7le)+~(Tv 1)
1 = MzaTvle) +yaTv 1) (3)

Este aqui é um sistema de duas equagoes em duas incégnitas — e, por mais esdrixulo que possa
parecer, E LINEAR! Para resolve-lo, temos que lembrar que, devido a simetria da matriz de variancia-
covariancia e a propriedade que a transposta de um conjunto de matrizes se multiplicando inverte a ordem
delas (ou seja, sendo F', G' e H trés matrizes, temos que (FGH)T = HT'GTFT), a gente pode dizer que

e’V—11 = 1TV te, que chamaremos de A. Os outros animais serdo definidos da seguinte forma:

B = vle
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c = 1Tv™1
Desta forma, o nosso sisteminha fica sendo:

E = MB+1A
1 = M +7C

Resolvendo o sisteminha:
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Substituindo isso de volta na equacao (1), temos que:

A-CE__, B-AE
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1 1
= B[B(V*11) —A(Vle)] + E[C(V’le) —-A(V'1)E
= g+ hE

CAPM

Vamos fazer a derivagdo do CAPM para um ativo genérico. Considere um portifélio com uma fragao «

no portifélio de mercado e o restante em um ativo genérico j. Os momentos deste portifélio sao:

rp = ary+(1—a)r;
0% = oo+ (1— a)Qsz- +2a(l —a)ojm
A medida que mudamos « vamos desenhando a curva pontilhada, que deve passar pelos dois compo-

nentes do portifélio, nao pode cruzar a CML e deve ser tangente a CML — ou seja, com a mesma inclinagao
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MY 1o portifélio de mercado. Isso implica que:
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