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1- Objetivos

e Estudar a resposta transitdria e permanente de circuitos RLC;
e Determinar experimentalmente fator de amortecimento, frequéncia amortecida e
frequéncia de ressonancia de circuitos RLC;

e Estudar o efeito de batimento amortecido em circuitos RLC.

2- Introducao

As redes de segunda ordem sdo circuitos elétricos que possuem dois elementos
armazenadores de energia. Estes circuitos sdo formados pela associacdo de um ou mais
resistores e dois elementos armazenadores de energia, que podem ser de tipos diferentes ou
ndo (desde que ndo possam ser reduzidos a um sO elemento equivalente). Entre as varias

possibilidades de circuitos de segunda ordem, alguns exemplos sdo constituidos por:

. Dois capacitores;
. Dois indutores;
. Um resistor, um capacitor e um indutor, associados em série;

. Um resistor, um capacitor e um indutor, associados em paralelo, entre outros.

Na maioria dos casos, adiciona-se um resistor aos modelos equivalentes de redes de segunda
ordem para representar as perdas do circuito. Exemplos de redes de segunda ordem sdo

ilustrados na Figura 1.
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Figura 01 — Exemplos de circuitos elétricos de segunda ordem.

Nas associagles R, L e C, a energia total armazenada € igual a soma das energias acumuladas
em campo elétrico e campo magnético. A energia é trocada entre os elementos armazenadores
de energia (capacitor e indutor) durante o funcionamento do circuito e, com o passar do

tempo, a energia total do circuito € dissipada.

Os circuitos RLC que serdo tratados neste laboratorio sdo circuitos concentrados lineares
invariantes no tempo, e descritos por uma equacao diferencial ordinaria de segunda ordem,
linear, a coeficientes constantes. A solucdo completa da equacdo diferencial é a soma da
solugdo homogénea e da solucdo particular. Ou, em outras palavras, a solucdo completa
contempla uma parte que depende apenas do circuito e da energia armazenada inicialmente
nos capacitores e indutores (resposta natural ou livre), e de uma segunda parte (resposta
forcada) que depende do circuito e da entrada, ou seja, dos geradores independentes de
tensdo ou corrente. Podemos também separar a resposta do circuito em dois termos: resposta
transitoria e permanente. A resposta transitoria serd igual a resposta livre do circuito
somente quando a entrada for nula, e com condicdes iniciais ndo nulas. A resposta transitoria
é definida como a parte da resposta que tende a zero quando o tempo vai a infinito. A resposta
em regime permanente € a parte da resposta que permanece quando os transitdrios se anulam,
podendo ser um valor constante ou um sinal que varia no tempo, como por exemplo, um sinal

senoidal.

2.1 Resposta Natural de um Circuito RLC em Série

Para descrever o comportamento livre ou a resposta natural do circuito RLC em série, é
preciso calcular a corrente que surge nos elementos armazenadores de energia com a liberagdo
de energia armazenada no indutor, no capacitor, ou nos dois componentes [1], quando todos
0s geradores independentes estdo inativados. Neste caso, desejamos conhecer a funcdo i(t),

parat>0.




Vamos entdo supor que o circuito ilustrado na Figura 2, com excitacdo nula e com certa
energia armazenada, comegou a operar no instante t, = 0, com as seguintes condi¢es iniciais:
vC(O) = Uo,

i,(0) = i,

Figura 2 — Esbogo de circuito RLC série com alimentagdo nula e energia armazenada.

Aplicando-se a 22 Lei de Kirchhoff, temos que:

vR(t) + v (6) +vc(t) =0 1)
Considerando que:
vr(t) = Ri(t), (1.1)
v (t) =L d;—(f) (1.2)
ve(t) = ¢ f, i(@)dr + vc(0), (1.3)

e substituindo os valores (1.1), (1.2) e (1.3) na expresséo (1), obtemos:

Ri() + LEE2 4+ 2 [i(z)dr + v, = 0. )

Para reduzir (2) a uma equacdo diferencial, vamos deriva-la em relacdo ao tempo. Ao

fazermos a derivacao, e dividindo tal expressdo por L, chegamos a:

d*i(t) | Rdi(t)
dt +L dt

1.
+El(t) =0 3)

A abordagem classica para resolver (3) consiste em supor que a solugdo ndo trivial é uma

funcdo exponencial, ou seja, deve-se supor que a corrente no circuito é da forma:

i(t) = AeSt (4)




onde A e s sdo constantes.

Substituindo (4) em (3) e efetuando as derivagdes, obtemos a expressao:

Aest (52 + %s + i) =0 (5)

A igualdade da expressdo (5) sera satisfeita para todos os valores de t se A for nulo, ou se o

termo entre parénteses for nulo, considerando que et # 0 para qualquer valor finito de st.

Como a solucdo considerando A=0 s6 faz sentido se o circuito estiver inicialmente
descarregado (ou seja, vo = 0 e i, = 0, com isso a corrente seria nula em qualquer valor de t),
em geral é o termo entre parénteses que deve se anular. Assim chegamos a eguacdo

caracteristica associada a esta equacao diferencial:
s? 4+ 2as + w,? = 0. (6)
Note que foram definidos dois parametros em (6):

R . . ;- e A s . . . .
a=_ (para circuitos RLC em série, sendo R a resisténcia equivalente do circuito)'; « é

denominado fator de amortecimento (em rad/s);

1 . . A= ;. ~ .
w? = oo M€ denominada frequéncia prépria ndo amortecida? (em rad/s).

Esta equacdo de segundo grau (6) recebe o nome de equacdo caracteristica porque,

dependendo do valor das suas raizes, s, , = —a + \/a? — wZ, a equacéo (4) (que é solucéo da

equacdo diferencial homogénea) apresentard um resultado diferente.

Perceba que estes parametros sdo relacionados apenas como 0s componentes do circuito RLC,
nada mais. Além disso, os valores de a e de m02 determinardo a forma da resposta natural do
circuito RLC serie (isso vale tambem para o circuito RLC paralelo). Trés possiveis solucGes
para a equacéo diferencial poderdo ser obtidas, sendo que a forma da resposta natural pode ser

categorizada como:

. . 1
! para circuitos RLC em paralelo, a = TR

2 @, & 0 mesmo para os circuitos RLC série e paralelo.




. Superamortecida: se w,> < o, as duas raizes de (6) sdo reais e distintas. Neste caso, a

corrente (ou a tensdo) do circuito chega ao seu estado final sem oscilagdo. A corrente é dada
por:
l(t) = Aleslt + Azeszt (7)

. Subamortecida ou oscilatéria: se w,? > o, as raizes de (6) sdo dois nimeros complexos

conjugados. Neste caso a corrente (ou a tensdo) vai oscilar com uma certa frequéncia de
oscilacdo wq, porém sua amplitude de oscilacdo é atenuada exponencialmente com o tempo. A
rapidez com que as oscilacdes diminuem depende do parametro “a”. Sempre que houver um

elemento dissipativo (R) no circuito, a = 0 e wg < w,. A corrente neste caso sera dada por:

i(t) = Be “ cos(wgyt + 6) (8)

onde wy =+ wZ —a?

O parametro @y € denominado frequéncia angular amortecida (rad/s).

. Criticamente Amortecida: se w,? = o, as raizes de (6) séo dois nimeros reais e iguais.

Trata-se da situacdo em que o estado final é atingido 0 mais rapido possivel sem que o sistema

oscile. Os sistemas criticamente amortecidos raramente sdo encontrados na pratica, ja que
correspondem ao caso especial em que w, = a.. Neste caso, sera visto no curso de teoria que

aparece um termo a mais, sendo a corrente do circuito descrita por:
i(t) = Dite™* + Dye™*t 9)
Depois de obtida a equacgéo que descreve a resposta natural da corrente no circuito, é possivel

também calcular a solugdo homogénea da tensdo entre os terminais de qualquer um dos

elementos.




2.2 Resposta dos Circuitos RLC em Série a Excitacdo em Degrau

Vamos determinar a resposta do circuito RLC em série com excitacdo a um degrau,
desenvolvendo as equacgfes que descrevem o comportamento da tensdo no capacitor da
Figura 3. Para facilitar, vamos supor que ndo ha energia armazenada no circuito ilustrado no

momento em que a chave do circuito é fechada.

Figura 3 — Circuito RLC série com excita¢do a um degrau.

Aplicando-se a 22 Lei de Kirchhoff ao circuito da Figura X, temos que:

di(t)

E = Ri(t) + L=

+ va(t) (10)

Como desejamos obter a expressdo que descreve o comportamento da tensdo sobre o
capacitor ao longo do tempo (ou seja, desejamos encontrar a solugdo homogénea e a solucao
particular da equacdo diferencial de segundo grau sobre a tensdo no capacitor), € conveniente

escrevermos a equacdo (10) em termos da tensdo vi(t).

A corrente i(t) esta relacionada a tensdo no capacitor v(t) através de:

, . dv(t
i(t) = ic(t) = ¢ 222 (11)
A partir dela temos que:
di(t) . d3.(t)
T =~ Cam (12)

Substituindo (11) e (12) na expressdo (10), dividindo a equagdo resultante por LC e

rearranjando 0s termos, temos:

ae(®) | R dve(t)

dt2 . dt + %(vc(t) —E)=0 (13)




O processo para resolver esta equacdo diferencial de segundo grau é semelhante ao que foi

efetuado no item anterior, a fim de se obter as expressdes de v(t).

As trés possiveis solugdes para v(t) serdo:

v.(t) = E + A'1e’1t + A,e52t (resposta superamortecida), (14)
v.(t) = E 4+ B’1e"* cos(wyt + 0) (resposta subamortecida),  (15)

v.(t) = E + D’jte”* + D’,e~ %" (resposta criticamente amortecida). (16)

Os valores de A"y, A", B"1, D'; e D", sdo tais que as condi¢es iniciais no circuito v¢(0) = v, e

iL(0) = i, sejam satisfeitas (neste exemplo temos que v(0) =0e i (0) =0).

Note que as possiveis solucbes apresentadas da equacdo diferencial contém tanto a solugédo
homogénea quanto a solugéo particular. Aqui, independentemente do tipo de resposta natural
do circuito, o valor final da tensdo v, tenderd a tensdo da fonte, E. A Figura 4 ilustra possiveis
respostas do circuito RLC, exemplificando duas respostas com oscilacdo subamortecida e
com fatores de amortecimento distintos, uma resposta com comportamento criticamente

amortecido e outra com resposta superamortecida.
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Figura 4 — Possiveis respostas naturais de um circuito RLC com excitagcdo a um degrau.
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2.3 Fendmeno de Batimento em Circuitos RLC
O fendmeno conhecido por “batimento” ¢ o resultado da superposicdo de duas ondas
senoidais com frequéncias ligeiramente diferentes. Batimentos sdo observados com ondas

elétricas, ondas sonoras, mecanicas, entre outras [2].

Para entender o que é batimento, considere duas ondas com mesma amplitude, porém com

frequéncias ligeiramente diferentes (f; e f,=f;+Af), como indicadas na Figura 5.a, sendo:

v1(t) = Acos(2mfit)

v,(t) = Acos(2mf,t)

A superposicao das duas ondas resultara na funcdo resultante v(t), representada na Figura 5.b,
onde:

v(t) = v1(t) + v, (t) = A(cos2nfit + cos2mf,t) @an

Observa-se que ha interferéncia construtiva quando os sinais estdo em fase, e interferéncia

destrutiva quando vy(t) e v,(t) estdo em oposicdo de fase.

Utilizando-se a identidade trigonométrica:

a—>b a+b
COSCL+COSb=2COS( )COS( )
2 2
Podemos representar v(t) (17) da seguinte forma:
fl fZ f1+f2
v(t) = [ZACOSZT[( > ) ]cosZn( > ) (18)
Pela expressdo (18), deduzimos que a onda v(t) oscila com uma frequéncia =—= Lt fz , € sua

h-fo fz

amplitude varia lentamente com o tempo, com uma frequéncia —=, como ilustrado na

Figura 5.b.




O batimento vem a ser a variagao periodica da intensidade do sinal gerado pela superposicédo
de duas ondas com frequéncias ligeiramente diferentes. A frequéncia de batimento é definida

como o nimero de maximos da envoltoria de v(t) por segundo, sendo dada pela expressao:

h=hHh—-f

Observe que existem dois méximos de amplitude para cada periodo da funcdo tracejada da
Figura 5.b, que representa a envoltéria de v(t).

Nos circuitos RLC este fendmeno podera ser observado no intervalo correspondente a
resposta em regime transitdrio, toda vez que o circuito for alimentado por uma onda senoidal
de frequéncia muito proxima da frequéncia natural do circuito [2]. Sua visualizacdo sera

destacada para os circuitos que tenham baixas perdas resistivas.

A superposicao da resposta de dois circuitos RLC submetidos a excitacdo ao degrau (ou onda
quadrada), cujas frequéncias de oscilagdo amortecidas sdo proximas entre si, causard por sua

vez 0 batimento amortecido. Exploraremos este fenémeno neste laboratorio.
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Figura 5 — a) Representacao gréafica de duas ondas senoidais (v1(t) e vo(t)) em funcéo do
tempo, com frequéncias ligeiramente diferentes entre si. b) Representacdo grafica da soma
das duas funcdes senoidais (v1(t)+va(t)), evidenciando o fendmeno de batimento.
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