0.1. Passeios Aleatérios - Introducgao. Considere um jogo com
uma sequéncia de partidas em que na n- ésima partida o jogador recebe
a importancia X,,, (uma varidvel aleatéria que pode assumir valores
negativos) da Banca. Se o jogador tem capital inicial x, o seu capital
depois de n partidas é

Sn :ZL‘—f-Xl—f——f-Xn, SO =x.
Admitiremos que (X}, ),>1 sdo independentes e identicamente distribuidas.

Definigao 0.1. Ao processo estocastico (5,)n>0 denominamos passeio
aleatorio.

Se X tem média finita u temos que o capital esperado na conclusao
da n- ésima partida é
E[S,] =z + npu.
Suponha que o jogador escolha os nimeros a < x e b > x de forma
que abandonard o jogo quando seu capital se tornar nao maior do que
a ou nao menor do que b. Seja

T=min{n >0:5,<a ou S, >b}

o nimero de partidas que o jogador participa. Assumimos que P(Xj =
0) < 1.

Proposicao 0.2. Se o jogador abandona o jogo apés a T- ésima par-
tida, seu capital serd St e entao

E[Sr] =z + p.E[T).

Prova:

E[S7] = Elz + X]_, Xj] = 2 4+ B[S, X, 1{r>3] =
r+ BN XG(1 = 1ireyy)] = 2+ 352, EIXG(1 = Lireyy)]-

Como {T < j} depende apenas de {X,...,X;_1}, € independente de
XJ e

E[Sr] =z + X, BIXGIE[(1 = Lipayy)] = o+ p352, Ellir>j] =
r+pX P(T > j) = o+ pB[T].
Proposigao 0.3. Se X, tem média = 0 e variancia finita o2, entdo
Var(Sy) = o*E[T).

Prova:
Se =0, E[Sy| =z e Var(Sr) = E[(St — ©)%].
Contudo St — v = X5, X;(1 — Lyrejy) e

(Sp —x)* = S22 X5 (1 = Lypejy) 202 X (1 — Lypegy) =
1



E[(ST - x)Q] = E}?‘;EiilE[Xj(l - 1{T<j}>-Xk(1 - 1{T<k})]-
Sej <k, Xj(1-1r<jy) - Xi(1=1rcpy) depende somente de { X1, ..., X1},
€ independente de X}, e neste caso
EX;(1-1rey) Xe(1=Lirawy)] = E[X;(1-1r<jy)-(1=Lrawy) | E[Xi] = 0.
De maneira semelhante podemos mostrar que

para k < j.
Portanto

E[(Sr — 2)?] = S22, E[X; (1 = 1ip<jy)’] = B, EIXF(1 = Lireyy)] =
SELEXFIE(1 = 1irepy)] = B3, BIXG ] Ellr>p) =
SXVE[XZP(T > j) =%2,6°P(T > j) = a*E[T).

Caminhos Aleatérios Simples

Definigao 0.4. No caso em que P(X; = 1) = p, P(X;, = —1) = ¢
e P(X, =0)=r, comp+qg+7r =1, (S,)n>1 denomina-se caminho
aleatorio simples.

No caminho aleatério simples
P{Sr=a}U({Sr=0b})=P(Sr=a)+ P(Sr=0b)=1
E[St] = aP(St = a)+bP (St =b) =a(1—P(St =b))+bP(S = b) =
(b—a)P(St =10) +a.

No caso em que p = ¢ temos u = E[X] = —¢+p=0e E[Sr] = x.
Portanto

T —a b—x
P e P(Sp=a) = —
Temos 02 =p+q=1—re Var(Sr) = c*E[T] = (1 —r)E[T].

Por outro lado

Var(Sr) = E[S%) — (E[ST])2 = b2P(ST =0b)+ aQP(ST =a)— 2 =

2b—x 5 Vo —ba+ta’d— a2m_x2 _ z(b* — a?) — ba(b — a) 2

z=(b—a)P(Sr =b)+a e P(Sy =b) =

Qx_a—l—a r° =

b—a b—a b—a b—a

z(b—a)(b+a) —ba(b—a)
b—a

—2*=x(b+a)—ba—2°= (v —a)(b—2z).



Concluimos que
(z —a)(b—x)

(1—=7)
sep=q=0,5,r=0¢ E[T] = (z—a)(b—x).

E[T] =

Exemplo 0.5. Dois jogadores, A e B, concordam em fazer uma série
de partidas até a ruina de um deles. Suponha que os resultados das
partidas sejam independentes e identicamente distribuidos e que ambos
tenham probabilidade % de ganhar qualquer partida. O Jogador A tem
capital inicial de R$5,00 e o jogador B tem capital inicial de R$10, 00.
Determine a probabilidade de que ocorra a ruina de B. Determine o
nimero esperado de partidas.

Considere que S,, represente o capital do jogador A depois de n
partidas. Aqui p = g = % ,x =5, a=0eb=15 A resposta da
primeira pergunta é:

5—0 1
P(Sr=15) = —— = —.
Sr=18)=35"3"3

A resposta da segunda questao é:

E[T] = (5 — 0)(15 — 5) = 50.

Para p # ¢, p > 0 e ¢ > 0, usaremos uma outra abordagem para
obter os resultados.
Para x, um ndmero inteiro, no intervalo [a,b],a < b defina f(z) =

Assim
P(Sr=0b)=P(X; =1)P(Sr =b|X; =1)+P(X; = -1)P(Sr =b|X; = —1)+
P(X1 = 0)P(57 = b|X1 = 0) = pP(Sr = b|X1 = 1)+¢P(Sr = b| X1 = —1)+
rP(Sp = b X, = 0).
Fazendo P(Sr =b|X; =1i) = f(x +1i), ¢=1,—1,0 temos

flx)=pflx+1)+qf(x—1)+rf(z),

sob as condigoes
fla) = P(Sr=a|Xo=1b) =0, f(b)=P(Sr=>0bXo=0)=1

Como p+¢g=1—r temos

f(@) = pfa+1D)+qf (e=1)+(A=p—q) f(2)) = p(f(z+1)=f(2))—q(f (x) = f(z=1)+f (2).
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Portanto
fla+1) = fl@) = (@) = fe=1), a<z<b
Definindo ¢ = f(a + 1) = f(a+ 1) — f(a)
Flat1)=f () = D @)= e=1) = (P (fle=1)=fe=2)) = .= e )

temos que
z—1 z—1 1 — (Q)LU—G

=
&
Il
=
8
~
|
—
—
2
I

g
y=a y=a p

- () 1-(%)
=

Como f(b) =1 temos 1 = ¢

Concluimos que

1—
f(z) = P(Sr = blSo =) = —— g5

~—

(&) — (@

P(St=a|lSy =) =1-P(Sr =0b|Sy = z) = (@ a<z<b
Por outro lado temos
E[Sr|So=z|=(b—a)P(Sr=b)+a=(b— a)TTI;Z:: +a.
Como E[Sr] =z + pE[T] e 4 = p — q concluimos
E[T] E[St]| —x _ b—al—=C)"" z—a L <z <h

p p—ql—()* p—q¢

Exemplo 0.6. Consideremos o exemplo anterior supondo que o jo-
gador B tem probabilidade de 0,6 de vencer cada partida. Determine
a probabilidade de que ocorra a ruina de B, o ganho esperado deste
jogador e o numero esperado de partidas. Neste caso temos p = 0,4 e

g = 0,6. A probabilidade de que ocorra a ruina de B é

- (53
0,4

O capital esperado do jogador A é
E[Sy] = 15P(Str = 15) = 150,0151 = 0, 23.

D)= ) = el = el ) agw <
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Assim o ganho esperado de B ( ou a perda esperada de A) é 5,00 —
0,23 =4,77. O nimero esperado de partidas é
E[St] — —4,77
pr) = Bl =2 2T o e o
W —0,2
Observagao 0.7. Pode-se mostrar que, se ¢ < p, quando b — oo,

P(Sp =bSy =x) = P(S, >a,¥n>0)=1- (%)“-

Se g > p este limite é 0.

Exemplo 0.8. Um cassino tem capital inicial de £$100.000,00. Um
jogador infinitamente rico tenta quebrar o cassino. Uma vez aceito
seu desafio decide apostar R$1.000,00 de cada vez. Se o jogador tem
probabilidade 0,49 de ganhar cada partida, qual é a probabilidade de
que ele consiga quebrar a casa?

Seja S, o capital do cassino (em multiplos de R$1.000,00 )apos n
jogos. Considerando p = 0,51, ¢ = 0,49, x = 100 e a = 0 e a probabil-
idade que ocorra a ruina do cassino é

q, 0,49
1-P(S,>a,Vn>0)=(=)""=(—
(8, > a.vn=0)= (1™ = (77

)10 =0,018.

Seja A um subconjunto dos inteiros. Para x ¢ A ey ¢ A, seja
Pui(x,y) a probabilidade de um caminho aleatério simples partindo
de x alcance y em algum tempo positivo antes de alcangar A. Para
x € Aouy € A, seja Py(x,y) = 0. Estas probabilidades podem ser
determinadas em termos da secao.

Observacao 0.9. Suponha que p = ¢g. Consideremos o problema de
determinar P,y (y,y) onde a < y < b. Estando em y, depois de um
passo, o caminho aleatério esta em y — 1,y ou y+ 1 com probabilidades
p, 1 —2p e p, respectivamente. De y — 1, a probabilidade de retornar a
y antes de alcancar a é (y(;%)l) De y 4+ 1, a probabilidade de retornar
(b—y=1)

a y antes de alcancar b é =)
Portanto a probabilidade de retornar a y antes de alcancar a ou b é

Prany(y,y) :p%+1 —2p+p% =
ply—a—1)b—y)+y—a)b—y)d-2p)+plb—y—1)(y—a) _
(y—a)(b—y)
. plb—a)

(y—a)b—y)



Para x ¢ Aey ¢ A, defina E4(x,y) o nimero esperado de visitas
a y, antes de alcancar A, para um caminho aleatério comeando em .
Seja Ey(z,y) =0 paraz € Aouy € A. O numero de retornos de y a
y antes de alcancar A tem distribuicao geométrica de parametro

B Pa(y,y)
Ealy,y) = T/x(?j,y).

Ao comecar de z, devemos primeiro visitar y pela primeira vez, com
probabilidade Pa(z,y). Alcangando y, o nimero total de visitas a y
antes de alcangar A é 1 mais o nimero total de retornos de y a vy, isto
é

Ea(x,y) = Pa(z,y)(1 + Ea(y,y))-

PA($>y>
1— PA(yay)’

Exemplo 0.10. Retornemos ao primeiro exemplo e determinemos o
nimero esperado de vezes que os dois jogadores retornem a seus capitais
iniciais antes que ocorra a ruina de um deles.
No exemplo temos p = q = %, a=0,r=>5eb=15. A probabilidade
de retornar aos capitais originais antes da ruina de um deles ¢é
1

Proas(5,5) =1 219 g5
{0,15} 9 - 510 - 9 .

Portanto o niimero esperado de vezes que ambos os jogadores voltam
aos seus capitais iniciais antes que ocorra a ruina de um deles é

Pyo.15)(5,5) 0,85
E 5.5) = J — —
10.154(5,5) 1— P15y (5,5) 0,15
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Concluimos

EA(xay) = vx)?/

5,67.
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