0.1. Dominios de Atracao. Na aula anterior analisamos o resultado,
bésico, que o minimo (maximo) de uma amostra aleatéria pode ter en-
tre trés possiveis limites em distribuicoes. Nesta aula caracterizaremos
classes de distribui¢oes nas quais o minimo ( mdximo) de amostras
aleatorias converge para cada um dos trés tipos, que sao chamadas
dominios de atragao. Precisamente

Definicao 0.1. Uma distribuicao F' pertence ao dominio de atragao
minimal de uma distribui¢ao G se existem constantes a, e by, tais que
F"(apz + b,) =P G(z). Semelhantemente, F pertence ao dominio de

atracdo maximal de G se existem constantes a,, e by, tais que F"(a,x +
b,) =P G(x).

O nosso objetivo é determinar os dominios de atragoes minimais para
Wi, W5 e A, e os dominios de atragoes maximais para W, W5 e A*.
Necessitaremos do seguinte Lema:

Lema 0.2.
F'(anz +b,) =P G(z) © nF(anz +b,) =P —InG(z).

para todo ponto de continuidade de G(x), com G(x0) # 0,

Prova:
Sob quaisquer das condicoes
Hm F((an® + by) = lim (F" ((anz + by))7 =

n—o0 n—o0

e W
Jim (G(z))» = 1.
Note também que 1 —y < fyl 1dx < i(l — ).
Portanto

_ F . .
lim nF (a2 + bn) < lim ~nInFane +b,) < lim "t
n—00 n—00 n—00 F(an + bn)

€ Seque que

lim nF(a,z 4 b,) = lim —nInF (a,z + by).
n—oo n—oo
O teorema 3 da condigoes, necessaria e suficiente, para uma funcao de
distribuicao pertencer ao dominio de atracao minimal da distribuicao
de Weibull. O Corolario 4 trata de condigoes, necessaria e suficiente,
para uma funcao de distribuigao pertencer ao dominio de atragao max-

imal de W7y
1



2

Teorema 0.3. Dominio de atragao minimal de W;(z)
A distribui¢ao F' pertence ao dominio de atragao minimal de W1 (z) =
1—e ™ 2>0,(a>0) se, e somente se,

A) Erxiste xg tal que F(x9) =0 e F(xg+¢) >0, Ve > 0;

B)) limtw[%] =%, para x > 0, (o > 0).
Prova:

A condigao € suficiente. Considere xo =0 e a, = F~*(%) de maneira
que lim,_,oo nF(a,) = 1.

Por hipdtese limy ?((““;t)) =z% x > 0. Entao

. Flapw) . nF(a,r)
P Fa) Ak B )

e pelo Lema , —InWi(z) = 2% e Wy(x) = e™2".
A condi¢ao necessdria pode ser encontrada em Gnedenko (1943).

Corolario 0.4. Dominio de atragao maximal de W} (z) A dis-
tribuicio F pertence ao dominio de atragcao mazimal de Wi(x) =
e~ (2" 2 < 0(a > 0) se, e somente se,

A) Existe xy tal que F(z1) =1 e F(z1 —¢) <1, Ve > 0;

B)) limm[%] =z, para x >0, (o > 0).

Observagao 0.5. Observe que max{ Xy, ..., X;,;} = —min{—-X;, ..., — X, }
eF x(x)=P(-X <z)=P(X >—x)=1- Fx(—x).

Portanto, utilizando a parte A) do teorema anterior, F'_x(x¢) =0 —
1 — Fx(—z9) =0 — Fx(—x¢) = 1 é suficiente considerar 1 = —x, de
maneira que

F x(xo4+e)>0—=1—Fx(—xg—¢)>0— F(x; —¢) <1,

0 1. Fox(zt+ x0) 1 — Fx(—xt — x0) . F(at+x)
% = lim[—————"] = lim| =lim[—=—~
t10 F_X(t—i—xo) —t10- 1 —FX<—t—l’0) 10 F(t+$1)

].

Exemplo 0.6. A funcao de distribuigao

F(z)=1-k(a—2)%, a—ka <z<a, k>0,a>0
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pertence ao dominio de atracdo minimal de Wi(x). Considere xy =
a — k= . Portanto
F(xt + xp)  l—kla—at—a+kal”

lim|———=] = lim — =
0" F(t+xo) 10 1 —kla—t—a+ka]e

«

_ el
hmk‘a[ xt+ k|2 x):a:.

0o kal—xt 4 k7w ot

Teorema 0.7. Dominio de atracao minimal de Ws(z)
A) A distribuicao F pertence ao dominio de atragdo minimal de
Wa(z) =1—e 27" 2 <0, (a > 0) se, e somente se,
F(t
lim ®)
tl—oo F(ta:)
B) A distribuicio F pertence ao dominio de atragio mazximal de
Wi (z) = e 2 > 0(a > 0) se, e somente se,
F(t)

lim = =z% Vz>0.
ttoo F'(tx)

=z% Vr>0.

Exemplo 0.8. A funcao de distribuicao
F(z)=kr™® k>0,a>0
pertence ao dominio de atragao maximal de W (z), pois

F@it) = kt™

[0}

Teorema 0.9. Dominio de atragdo minimal de A(z) A dis-

tribuicio F pertence ao dominio de atra¢io de A(x) = 1 — e ™ se
existe xo tal que F(x9) =0 e F(zg+¢)>0,Ve>0e
d. 1

lim —[——] =0
tn @) =0

onde ¢(x) = —In F(x).
Von Mises (1939) apresentou condigoes para que uma fungao de dis-

tribuicao F' pertenca ao dominio de atracao maximal da distribuicao

de Gumbel,, A*.
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Teorema 0.10. Dominio de atragao maximal de A*(z) A) Con-
sidere a fungdo de distribuicio F(x), com F(x) < 1,V e

d 1

_ _] =0,

2io0 da r(z)

onde r(z) = %((’;)) Entao F' pertence ao dominio de atragao mazximal

de A*(x) = e=97" com F(b,) = % e a, = —nf(lbn).
B) Se existe xy tal que F(z1) = 1 e F(x; —e) < 1, Ve > 0 e

limgyy, %[T(l—x)] = 0, entao F' pertence ao dominio de atra¢ao mazimal

de A*(z) = e(=97",

Exemplo 0.11. A funcao de distribuicao

1
F(z) = , —o0 <1<
(x) T 00 < T <00
pertence ao dominio de atragdo maximal de A*(z).
Temos que
— e T e T 1
F(x) = - _
@)= e fO) = g "0 = 1o
Portanto
d d
im L= i L4 e = dim e =0
zl—oo dz "r(x) zl—o00 dx 2i—o0

Como F~!(y) = — ln(é_l)a F(b,) = < implica que b, = F~(2=1) =
In(n—1).

Em adic cdo f(b,) = %5 implica que a, = m = .
Portanto
" b,) = F" 1 1)) = L "= (1 e -
(anZL‘-f- n) = (n — 1x—l— n(n— )) - <1 + e_(#lm“n(n_n)) - ( _(_ n—1 )) .
e lim, o F™(an,x +b,) = 797",
Lema 0.12. Seja (X,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias in-
dendentes e identicamente distribuidas com uma funcao de distribuicao
continua F' e sejam U, = nF(Xun1)) e Vi, = n[l — F(Xum)). Entdo,
U, =P Exp[l] e V,, =P Exp|l].
Prova:
P(V, < v) = P(n[1=F(X iy < v) = P(F(X iy > 1——) = 1= P(F(X iy < 1——) =
n n

L= P(Xmy < FH1=2)) = 1=P(Xy < FH(1=—)) = 1= (1——)".



Portanto
lim P(V, <v)= lim 1 — (1——)"=1— ¢
n— 00 n— 00 n

eV, =P Expl[l].

As definigoes e resultados que seguem estao na pg 226 do livro From
finite sample asymptotic methods in statistic de P.K.Sen, J.M.Singer e
A.C.P.Lima (2010)

Definicao 0.13. Seja X uma varidvel aleatéria com funcao de dis-
tribuicao F, entao:
A) F é do tipo Cauchy, se existirem k& > 0 e ¢ > 0 tais que

. k .
gcgr_noo |z|"F(x) = c.

B) F ¢ do tipo exponencial em um ponto &y, com F(&,) = = se F
¢ continuamente diferenci’ avel e

@) 0@ O
F@) ™ @)~ )

quando x — —o0.

C) F tem um contato terminal de ordem m em um ponto &;,, com
F(&y) = 1— 1 se F(&,,) = 1, as derivadas a esquerda FU(¢,,) =
0,j=1,...,me FMD(&.) #0.

Observagao 0.14. Distribuicoes do tipo exponencial tem momentos fini-
tos de todas as ordens e inclue aquelas comumente empregadas nos
métodos estatisticos, tais como a exponencial, normal e gama. Por
outro lado as distribui¢oes do tipo Cauchy nao tem momentos finitos
de ordem > k e leva o nome da distribuicao tipica de Cauchy, para
a qual, £ = 1. Em geral, as distribuicoes assintéticas dos minimos
amostrais dependem do tipo de distribuicao envolvida.

As definicoes A e B sao adequadas para analisar distribuicoes assintéticas
para o minimo de variaveis aleatorias. para estudarmos as distribuicoes
assintéticas para o maximo de variaveis aleatdérias pequenas modi-
ficagbes devem ser consideradas: As distribuigoes do tipo Cauchy deve
ser analizada na vizinhanga de co

lim |z|"F(z) = c.
Tr—00

As distribuicoes do tipo exponencial sao tais que

O LGNSO
=P~ @) )
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Exemplo 0.15. A distribuicao de Cauchy padrao é do tipo Cauchy
com k =1 pois:

1

1422 -1

1
|2

-1 [z 1
1 T—r—00

lim
T——00 —
|]

A distribuicao normal padrao é do tipo exponencial, pois nas vizin-
hanca de —oo temos

2 2

flo) _ (Voem)lew e ()
Fx) 2

—00

~ —T

8
—~
§‘
|
~—
L
Cbl
o[

dy e

f@) _ (VIR le T (—a)
f

f@) _ (o)l - (Vam) e —a

y = 5 N—r+—~—x
f(x) (V2r)le T (—x) z

na vizinhanga de —oo

A distribuicao uniforme no intervalo (0,6) tem um contato terminal
de ordem 0 em um ponto &, = 0.

Teorema 0.16. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas com func¢ao de distribuigcao
F do tipo Cauchy. Entao

X, .
lim P(E8) <) =1—e 27" gz <o,

b

onde &, € tal que F (&) = %
Prova: Observe que

F(Xoy)  F(Xo
Un = nF(X(n,l)) = ( ( 71)) = ( ( ’1)) =

% F(SO;n)
Son_ i 1Ko FF Xy | Som e
X(n;l) F(ﬁO;n)'fO;nVC X(n;l) c

Portanto, para x < 0

)

O;n

X X
lim P(2U < 2) = lim P(1%| > |z|) =
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Corolario 0.17. Seja (X,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas com funcao de distribuicdo
F do tipo Cauchy. Entao

Xnen )
lim P(M <t)=el? ft>0,
n—0o0 fl;n

onde &, € tal que F(&1,,) =1 — %

Teorema 0.18. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias

independentes e identicamente distribuidas com funcao de distribuicdo
F' do tipo exponencial. Entao

lim P(—&)n_ r)=1—e, —oo<z<oo,
n—oo a’n
onde F(So,n) = % €an = m'

Prova: Usando a série de Taylor em torno de &y, temos

o) (n) )s" 0o (k—1) N Sk
Fléom) +5) = 3 o _ pg, oy 3o L o)

| |
—~ n! — k!
Portanto
1 - f(k 1)<£0 n)(an 50 n)
F(X(n 1) -+ Z k"( )
n !
k=1
e

o (k—1)
U F(X(nl _1+Z f (§0n>(k'n1 fon 1_|_Z f'(k 1) 50

k=1

KX(n;1)—0in
an nf(Eo n)’
Contudo, podemos escrever

n.f (k=1) (SO;n)t _ _[ (So;n) fk_l(fo;n) fk_2(€0;n)
(.f (§oin) ) FE! kU f(Gom)® fE72(Eosn) FE3(60m)

e concluimos

onde t =

e a, =

Un:nF(X(n,l)) ~ E ~ e
k=0
com
X’n n
pEED =80 _ piy < ) = plet < %) = P(U, < )
(7%
e
nl) €0n e
lim P( )= lim P(U,<e")=1-—¢
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Corolario 0.19. Seja (X,)n>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas com funcao de distribuicdo
F do tipo exponencial. Entao

gln

lim P( <z)=e°", —0<z<00,
n—oo an
onde F(&1,) =1—~ e a, = m

Teorema 0.20. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas com funcao de distribuicao
F' com contato terminal de ordem m no ponto &y , (F(&1) =1— 1),
Entdo existe uma sequéncia de constante (a,)n>1 tal que

lim P(—gln <t)=e " s t<0 e 1 se t>0.
n—o00 Qany
—1)m H!
onde a, = [7&?(7),1+—(1)(;1))]m+1
Prova: Considere o desenvolvimento de Taylor em torno do ponto
£1m
m k; kF ( 1)m+18m+1F(m+1) (é_ln o 98)
(fl n_s 61 )t 7 =
;0 (m+1)!
—1)ym+1 m+1F(m+1) = i
F(§n) + =)™ s En=0) 5 g1,

(m+1)!

Observe que

Vi = ”[1_F(X(n;n)] = n[l_F(gl;n)]+n[F(€l;n)_F(X(n;n)] = n[F(gl;n)_F(X(n;n)]'
Fazendo s = §1,, — X(nyn), temos:

(=D"n

FmHY (1= 0)&r + 0X (nin))
(m+1)! |

Fm+1(€1;n)

( 1)m(m+1)| _ Fm+1((1_9)£17n+9X(n,n))
nF<m+1)(§1 n)] +1 € Wn o Frtl(grn)

(él mn )m+1Fm+1(§1;n)

n:

temos

Fazendo a,, = |

51;71 - Xn;n m Xn;n - fl;n m
Vv, = (S 2o ym pyp o (2 STy ime gy

Qn Qn

Como W, —t 1, concluimos, pelo teorema de Slutsky, que a dis-
X(n;n)fglm>m+1

an

tribui¢ao assintdtica de [—( € a mesma de V, e para

t <0,

X(n;n)_fl;n o . ; M\ Tm _\m
R =8 o gy = p([ (R = Syt > (g

P



Xn'n - n m

lim P(¥51 <t)= el=(=1) H], se t<0 e 1 se t>0.
n—oo an

Exemplo 0.21. Seja (X,,),>1 uma sequéncia de variaveis aleatérias

independentes e identicamente distribuidas com distribui¢ao uniforme

no intervalo (0,6). Assim F(z) =2,0<z <fe FV(z)=40<z <4

e portanto F' tem contato terminal de ordem m = 0 e temos a,, = %

com &;., = 0. Cocluimos

lim P(g(X(nm) - Q) S t) = et,t S 0.

n—0o0
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